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PRIMA INTRODUZIONE
(cosa contiene il libro)

Questo manoscritto deriva dal liboro omonimo che msSere
acquistato dal sito ilmiolibro: http://iimiolibrodtaweb.it/.
Rispetto al libro mancano solo le maggioranza delle
dimostrazioni ed alcuni argomenti di caratteretpiznico.

Il libro riguarda le proprieta che potremmo chiaeigraduate”.
Con tale termine intendo quelle proprieta che possessere
attribuite ad un oggetto, persona od animale ceawligdiversi.
Esempi sono le proprietéessere veloce; “essere piccolo]
“essere alto”, “essere giovane”, ... Nella letteratura
sullargomento tali proprieta vengono usualmentdarciate
“proprieta vaghe” e, anche se tale modo di ind&carbn mi
sembra quello piu adeguato, nel libro mi atterroquesta
tradizione.

Il problema del significato delle proprieta vaghedi natura
filosofica, tuttavia questo € un libro di matematioel senso che
parla di come si possano (eventualmente) trovaraletiio
matematici capaci di rappresentare in modo quaiit@gssibile
adeguato il fenomeno della vaghezza. Piu precistmeunole
essere un libro di logica in quanto i modelli maa¢ici che si
propongono hanno lo scopo (ambizioso) di descrivere
riprodurre i processi deduttivi del’'uomo nel morteim cui tali
processi coinvolgono nozioni vaghe, cosa che aevianlto piu
spesso di quanto non si ritenga. Insomma € un lilbirlmgica
matematica e, come tutti i libri di logica materoatie piuttosto
rozzo ed impreciso come necessariamente & ogratitentdi
definire una teoria matematica di una cosa tantoptessa come
il comportamento razionale dell'uomo.

Il contenuto del libro € la “logica fuzzy” dal piendi vista che
a volte viene chiamatograded ed in cui la nozione di
ragionamento approssimat@assume un ruolo centrale. Tale
logica nasce da un articolo di L. A. Zadeh del 1868ui viene
proposta la nozione disottoinsieme fuzzy come modello
matematico per i concetti vaghiSuccessivamente, a partire da

1 Un precursore, in Italia, della teoria degli insidaozzy & stato Angelo
Fadini che ha insegnato presso la Facolta di Aetthita di Napoli e che
fin dal 1962 ha proposto un calcolo delle clasgate alle logiche a tre
valori [Fadini 1962]. Quando ero appena laureatoaliato modo di
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un articolo di J. A. Goguen del 1968, da un fondatade scritto
di Zadeh del 1975 e dalla rigorosa formalizzazipraposta da J.
Pavelka nel 1979, si sono sviluppate una serieédiahe volte a
formalizzare i ragionamenti che coinvolgono concetghi.

Da notare comunque che la logica fuzzy non nasteud&
poiché si innesta nella tradizione degli studiesdtigiche a piu
valori iniziata, fin dagli anni venti, allinternalella scuola
polacca di logica. Tuttavia, mentre per quantoarda |'apparato
semantico non esistono sostanziali differenzeetdadiche a piu
valori e logica fuzzy, per quanto riguarda gli aspgeduttivi, e
quindi di elaborazione dell'informazione, gli scopii metodi
della logica fuzzy sono completamente nuovi. Infattella
tradizione delle logiche a piu valori I'apparatdeirenziale punta
alla generazione di tutte e sole le formule cheqoiche motivo
si ritengono logicamente valide. Probabilmente szieita € stata
influenzata dal fatto che nella logica classicaml&ho ordine é
possibile ridurre la nozione di deduzione da ipoteguella di
formula logicamente validaPurtroppo nelle logiche a piu valori
le cose non sono altrettanto semplici e quindi edlssigenza di
focalizzare l'attenzione direttamente sulla dedoeida ipotesi.
Piu precisamente la logica fuzzy, almeno nel suprageio
“graduato”, propone apparati inferenziali capaci“chlcolare”,
per ogni fissato sottoinsieme fuzzy di ipotesi,sdttoinsieme
fuzzy di formule che da esso si possono dedurraltintermini,
in logica fuzzy sia la nozione di “essere ipotediie quella di
“essere deducibile” da date ipotesi sono concatihi.

conoscerlo e lo ricordo con piacere per la sua dgaapertura e
gentilezza e per i suoi ampi interessi culturali.
2 Infatti, in base al teorema di compattezza ed dl@u deduzione,
data una teori@ eduna formulaga, risulta che

T |= a = esistonaa,...,a, in T tali chea,O...Oa;, —» a € logicamente
valida.
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SECONDA INTRODUZIONE
(superare la giusta diffidenza)

A dispetto della sua semplicita (in realta graziala semplicita)
e un fatto che la logica fuzzy ha avuto un enormecesso,
almeno nel mondo delle applicazioni tecnologichieuamente a
favore di tale successo ha giocato il fenomeno ‘aathe come
tutte le mode ora sembra affievolirsi. Poi ha gioda capacita
propulsiva che sembra avere il tono messianicospresolte
persone ed il fascino che hanno molti per tutto ciie e
“alternativo”. Basti pensare al successo editorcile ha avuto il
libro di Kosko “Il fuzzy pensiero” la cui prefazierinizia con

“Un bel giorno ho capito che la scienza non eraaeNon
ricordo il giorno ma ricordo il momento. Il dio dekntesimo
secolo non era piu dio.”

e continua, parlando del libro, con

“L’'obiettivo e ... di mostrare all’'opera la visiontuzzy del
mondo ... per farlo bisogna aver dubitato del diella
scienza e provato un po’ della sua collera”.

Una tale prefazione non poteva non portare un grandcesso di
pubblico (ed una reazione giustificatamente astitieska critica).
Se a questo stile irritante si aggiunge il fatt@ ¢h una larga
parte della produzione scientifica dei fuzzistmaho nella fase
iniziale, si ripresentano owvi risultati con un rodinguaggio, si
capisce perché non ci sia mai stata nel mondo tfa@enuna
accoglienza favorevole della logica fuzzy.

Eppure, anche se i toni di molti fuzzisti sondtamti, ritengo
che effettivamente la logica fuzzy porti in sé ghal cosa di
interessante sia dal punto di vista tecnologicpmiacipalmente,
da un punto di vista filosofico. In particolare Viogsottolineare:

1. La possibilita di stabilire un ponte tra modopdocedere di
tipo quantitativo e modo di procedere di tipo qadivo nella
scienza e nella tecnologia.

2. La possibilitd di formalizzare e di studiare ilolo

dell'apprendimento dall’esperienza (e conseguentwita di

tuning) senza ridurre tale apprendimento al processm dietle
reti neuronali.
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3. Possibili soluzioni di paradossi come quello deicchio di
grano, quello di Poincaré, quello del mentitoreligudella nave
di Teseo.

4. Spinta ad interpretare il significato delle parcome risultato
di un complesso gioco linguistico di “contrattazdntra gli

interlocutori.
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TERZA INTRODUZIONE
(mettere la mani avanti)

Concludo queste introduzioni “mettendo le mani &van varie
direzioni.

Per prima cosa preciso che I'ambizione di quebto Inon é
di dare una completa ed equilibrata esposiziona ttajica fuzzy
(che daltra parte €& ancora ben lontana dall’'avenea
sistemazione definitiva). Infatti, come dicevo gellprima
introduzione, mi riferisco solo al punto di vistgraded” come
proposto da Goguen, Pavelka, Novak, ed altri aul@ie punto
di vista, anche se & minoritario nellambito ddileerche sulla
logica fuzzy, & piu vicino ai miei interessi poicliénta di
riprodurre in qualche modo il fenomeno delle argotagioni che
coinvolgono concetti vaghi. Di fatto il filone pisviluppato e
dove esistono risultati matematici piu avanzatiugllp che fa
capo a Peter Hajek e che ha in Italia punte avaniEsso € piu
strettamente legato alla tradizione degli studiediglgiche a piu
valori ed ai suoi aspetti algebrici ed usa unaasdrttraduzione
della logica a piu valori in quella classica tramfiintroduzione
di una infinita di costanti proposizionali. Espasia ampie e
meditate della logica fuzzy si possono trovare,eadmpio, in
[Gottwald 2001] e [Dubois et al. 2007].

Metto poi le mani avanti sul lato del rigore: éazcb che molte
di quelle che io indico nel libro come “dimostrazib sono
piuttosto “argomentazioni a favore di” in quant@sgo hon mi
muovo nell’ambito di una teoria formalizzata.

Metto le mani avanti per quello che riguarda lsepgazioni di
carattere filosofico presenti nel libro. Ho lettand non
necessariamente capito) si e no il 10% della kttea filosofica
sullargomento della vaghezza e questo mi dovrebbarre a
stare zitto. D’altra parte anche se é discutitile witti abbiano il
diritto di costruirsi la propria teoria delle eqi@d differenziali
del secondo ordine, é vero che tutti hanno diatieelaborare una
propria filosofia sulle cose su cui lavorano.
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CAPITOLO 1
LA VAGHEZZA ED | SUOI PARADOSSI ®

The communication in the
natural language is a
cooperative game where in each
person the meaning of the fuzzy
words may change in a learning
procesqHajek).

1. Verita graduate

Come dicevo nell'introduzione, questo libro riguatd proprieta

che potremmo chiamargraduate” cioé quelle proprieta che

possono essere attribuite ad un oggetto, persoramiothle con
gradi diversi. Esempi sono le proprié&ssere piccolo’; “essere
alto”, “essere giovane”..... Nella letteratura sull’argomento tali
proprietd vengono indicate come “proprieta vaghel guesto
modo di indicarle non mi sembra adeguato. Infativediamo
gualche vocabolario italiano troviamo definiziodi “vago” del
tipo:

Non ben definito, poco chiaro, poco preciso, inggert

indeterminato...

Inoltre vengono proposte come frasi tipiche le segu
un’informazione vagaun vago indizip un vago sospetto
rispondere in modo vag@vere una vaga speranzaotare
una vaga somiglianza.

Mentre sui vocabolari inglesi troviamo definiziatel tipo:
Unclear by virtue of being poorly expressed, ndtezent in
meaning, not clearly or explicitly stated or exmed.

e frasi del tipo:
the conservative manifesto is a model of vaguerbsese
terms were used with a vagueness that suggestiedditno
thought about what each might convey

Come si vede si tende a dare al termine un sapga&ino spesso

inerente ad una voluta mancanza di precisione d& mh chi

parla. Una “risposta vaga” significa una rispostacente, in cui

3 Chi fosse interessato solo agli aspetti matemattia logica fuzzy
puo passare direttamente al secondo capitolo.
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si cerca di dire il meno possibile anche se magaevita di
mentire.

Ora, se e vero che esiste una ambiguita di ird&pione in
proprietd graduate come “piccolo”, "alto”, “giovdnes anche
vero che tale ambiguita puo riguardare anche a&mressioni
linguistiche. Ad esempio se dico una frase del tipo

“ieri ho incontrato Carlo Esposito”

e nel luogo in cui vivo esistono molte persone lcheno questo
nome e cognome, allora tale frase essendo “nondedinita,

poco chiara, poco precisa”, rientra nella defimgodata di
vaghezza. La stessa cosa puo essere detta peaseaél tipo

“passero dal salumiere trale 10 e I€'11

Tentiamo ora di precisare che cosa invece intemalidn
questo libro per “vago” ed a tale scopo analizzialnoolo delle
proprieta vaghe all'interno dei meccanismi di coimanione tra
persone. Supponiamo ad esempio AleB parlino al telefono ed
A dica:

“Mario portava un_cappelld
B capisce una tale frase poiché i termini “Marioappello” e
“portare” denotano peB le stesse cose che par Possiamo
anche riscrivere in modo piu preciso quanto dedtA:d

Esiste un oggetto x tale che x & un “cappello” e in

relazione “essere sulla testa di” con I' uomo chetrambi
conosciamo sotto il nome di “Mario”
Inoltre, seguendo i suggerimenti di Tarski, possianterpretare
tale affermazione in modo rigoroso interpretando:

- la parola “cappello” tramite I'insieme dei cappel

- I espressione “essere sulla testa di” tramita opportuna

relazione binaria, cioé tramite un opportuno im&e di

coppie,

- il nome “Mario” con un particolare elemento deintinio

delle persone.

Supponiamo ora ch&dica:
“Mario portava un grande cappello
La comunicazione riesce lo stesso, viene trasnmiagsanazione
che ancora puo essere espressa nella forma:
Esiste un oggetto x tale che x e un “cappello gedretl x € in
relazione “essere sulla testa di” con I' uomo chatrambi
conosciamo sotto il nome di “Mario”.
La comunicazione riesce nonostante il fatto chquesto caso il
termine ‘tappello grande” abbia probabilmente significati
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diversi perA e B, oppure abbia un significato che pud evolversi e
precisarsi durante la conversazione. In questo €asddente che
Tarski con tutto il suo bagaglio insiemistico normsutta
sufficiente? Tuttavia questo esempio suggerisce una prima
indicazione di che cosa si debba intendere peonezraga.

Definizione (euristica). Una nozione vaga € esattamente il tipo
di informazione che viene trasmessa #a a B tramite
I'espressionégrande cappelld.

Inutile dire che questa non & una definizione matera ma é di
tipo “ostensivo” nel senso che indica in qualchedmtla cosa”
che si vuole studiare e formalizzare. D'altra padiee |l
fenomeno della vaghezza esista ed abbia un rugboriante &
indiscutibile come € indiscutibile che in una frals tipo“Mario
portava un grande cappelloVenga trasmessa informazione. Se
ad esempio si chiede di tradurre I' espressionarige cappello”
dall'italiano allinglese non si esita a tradurla‘ibig hat”. Tale
traduzione viene considerata esatta nel sensoi ctierse che le
due espressioni abbiano lo stesso significato. ctisa & questo
significato ? Una cosa é certa: se la logica matiea non riesce
a “catturarlo” guesto significato, questo € un limite della logica
matematica e non certo della vaghezza.

Come vedremo nel seguito i fuzzisti identificancoincetti
vaghi con oggetti matematici chiamati “insiemi fyzz che in
un certo senso sono I'estensione di tali cond@tiesta soluzione
fornisce risultati interessanti ed € quella su siubasa questo
libro. Tuttavia essa appare fortemente discutiddeun punto di
vista filosofico. Sono infatti molto piu vicino atlea che la
vaghezza si spieghi all'interno di giochi linguéstin cui essa si
rende necessaria alla massimizzazione di un quédtiaglagno”.
Una interessante analisi del significato “pragntdtidei concetti
vaghi nell’ambito delle conversazioni pud esserevdto in
[Jucker et al. 2003].

* D'altra parte solo ad un matematico pud apparatenale interpretare
“cappello” tramite I'insieme dei cappelli ed “essesulla testa di” con
un insieme di coppie: quando si fabbrica un nuo&ppello e quindi
cambia I'insieme dei cappelli cambia anche lintetpzione ? Tuttavia
i matematici, che come & noto non sono molto pigsolaccontentano
di un tale modo di interpretare le cose.
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2. Come si riconoscono le nozioni vaghe

Abbiamo gia proposto una definizione “ostensiva’ndizione
vaga. Nel seguito evidenziamo semplici metodi pstirdyuere
una proprieta vaga da una che non lo é. E' posséskumere
'insieme di tali metodi come una sorta di defioizé operativa
della nozione di vaghezza.

Il metodo dei modificatori linguistici :
Una proprieth € vaga se si puO ragionevolmente
modificare con espressioni del tigan po' ", "quasi",
"molto”, "abbastanza"(che a volte vengono chiamate
“modificatori linguistici” e che rientrano nella tradizione

degli operatori modali).

Infatti appaiono sensate frasi del tipo:
Napoli e Salerno sono abbastanza vicine, Maria é pah
chiacchierona, questa casa € molto cara, €& preferib
nettamente la cioccolata al latte rispetto alla demte
Questo perché i predicatvicino” , “chiacchierone”, “caro”,
“preferibile” , sono vaghi. Se si considerano invece le frasi
Questo numero € un po' pari, Questo numero é rpailtio
si nota immediatamente una ridicola stonatura. @upsoprio
perché la nozione di essere pari non € vaga. lesgigasempi
pongono in risalto I'effetto comico dell’applicaa® di un
modificatore linguistico ad un predicato che norago:

Il mio fidanzato ha un difetto . . .
- € un po' sposato.

La mia fidanzata ha un problema . . .
- € un po' incinta.

Come e andato I'esame ?
mah! . . . in effetti sono stato leggermente bdocia

Dottore come € andata l'operazione ?
- discretamente ma mi € sembrato che alla finea#ignte fosse
un po’ morto ...

Il metodo delle leggi logich. Un proprieta &€ vaga se npn
verifica le usuali leggi della logica.
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Ad esempio una delle leggi della logica classiegde di non
contraddiziong afferma che non puo valere una asserzione e allo
stesso tempo la sua negazione, in simboli, 'ags®@A-A €
falsa qualunque sia il valore di veritaAliSe si considera la frase

Il numero n € pari e non & pari
come ci suggerisce la logica classica essa ri¢aléa qualsiasi
sia il numeran. Invece quando vengono coinvolte nozioni vaghe,
asserzioni di tale tipo appaiono ragionevoli. Sedtx
- la casa che hai comprato é grande ?
una risposta potrebbe essere:
- beh!, ... & grande e non e grande
e tale risposta non é affatto contraddittoria. tBgib € un modo
per esprimere il fatto che il proprio giudizio @rtéa grandezza
della casa si situa in una posizione intermediamilBiente nella
logica classica risulta ch - A e vera qualunque sia il valore di
verita diA (legge del terzo escluscE’ evidente che nel caso in
cui A sia una proprieta vaga una tale legge non valess&anpio,
mentre risulta vero ch&in numero o € primo oppure non lo &”
non puo essere detto lo stesso per I'affermazione studente o
e bravo o non lo e'affermazione che farebbe solo un insegnante
incapace di vedere la complessita e la graduaditgpicesso di
maturazione di uno studente.

Il metodo della comparazione Una proprieta & vaga se
si puo affermare che un oggetto (o persona) varifie
proprieta piu di un altro. In altre parole se pyseze la
base per un giudizio comparativo.

Ad esempio, &€ sensato affermare ¢Maria € piu bella di
Luisa” oppure“ogni giorno Maria € un po’ piu bella’ Non ha
invece senso dire cH® é piu dispari di 7. Ancora una volta
coinvolgere in un giudizio comparativo predicatnngaghi porta
ad ottenere frasi che hanno un sapore ironico:

“Mario € un po’ piu sposato di Luigi’ “Mario €& piu
napoletano di Luigi’ “tutti gli uomini sono uguali davanti alla
legge ma alcuni sono piu uguali degli altri”

Addirittura un tale coinvolgimento di un predicaton vago in un
giudizio comparativo cambia la sua natura trasfoichoo in uno
vago. Cosli‘sposato” non e piu I'espressione dello stato SI-NO
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che risulta allanagrafe, denota invece una maadiitvita che ha
a che fare con proprieta vaghe come “non esseppdrtibero di
uscire da solo”, “avere impedimenti a cercare atwreri, “avere
preoccupazioni” ... e cosi via. La parolaapoletand non

rappresenta il fatto storico di essere nato a NapoVece
rappresenta un modo di essere che ha a che farproprieta
vaghe come “essere allegro”, “non essere ligio atlgole”,

“essere furbo”, “essere imbroglione”, ... e cosi via.

Il metodo dei casi indetrminati. Una proprieta e vaga se
esistono casi limite (bordeline) per quello cheuaigla il
partecipare o meno di tale proprieta.

Supponiamo che in una classe un professore dica
“tutti i ragazzi alti alzino la mano”.
E’ probabile allora di assistere al fenomeno duaé mani che
oscillano tra alto e basso incerte su cosa farepb/nquesto
avviene in quanto non é chiaro che cosa intengeofessore per
alto, un po’ in quanto potrebbero esistere ragpezii quali in
ogni caso sarebbe discutibile sia una collocaztemgli alti, sia
una collocazione tra i non alti. Supponiamo cheedgav il
professore chieda
“tutti i ragazzi che hanno portato il vocabolaridzeno la mano”.
La classe si ripartird senza nessuna esitaziongudenti con la
mano alzata e studenti con la mano abbassataertigidente cio
accade perché “essere alto” € una proprieta vaggaren“aver
portato il vocabolario” non lo é.

Stranamente l'identificazione della vaghezza cesidtenza
di casi borderline € la piu diffusa presso i filfisduttavia a me
sembra essere il modo meno significativo per cawaiare la
vaghezza. Infatti, supponiamo che nella classestgenti siano
nettamente bassi, che uno sia altissimo e cheain@mti siano di
altezza variabile ma indiscutibilmente alti. In gte caso i
ragazzi non avrebbero esitazioni nella decisiorez®e la mano
0 meno e quindi verrebbero a mancare casi border8e allora
si applicasse il criterio dei casi borderline lziooe di “alto” nel
contesto della classe non dovrebbe essere cortsides@a.
Tuttavia & un fatto che anche in tale esempio ooatiad essere
possibile I'applicazione di modificatori linguisti@ quindi la
possibilita di considerare predicati come “moltotodl
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“decisamente non alto”. Sono anche possibili giucthmparativi
e dire di un ragazzo che € piu alto di un altratdP®o mi sembra
ragionevole considerare vago tale predicato anetecontesto
della classe presa in considerazidne.

3. Vaghezza, mucchi di grano ed uomini calvi

| predicati vaghi creano molti problemi e forse sfoee uno dei
motivi per cui si & tentato sempre di eliminarlil discorso
scientifico. Per fare un esempio, esponiamo un fanparadosso
detto “del mucchio di grano” che coinvolge la nowovaga di
piccolo. Tale paradosso fu proposto da Eubulide di Mileto,
filosofo greco della seconda meta del IV secolapssiste nel
provare il seguente teorema.

Teorema 3.1.Tutti i mucchi di grano sono piccoli.

Dim. Accettiamo, come ci sembra naturale, le due sdguen
asserzioni:

a) un mucchio con un solo chicco e piccolo;

b) se ad un mucchio piccolo si aggiunge un chicéoralil

mucchio rimane piccolo.
Da a) e b) segue che un mucchio con due chicchi e piccolo.
D’altra parte, una volta provato che un mucchio doe chicchi e
piccolo, tramiteb) possiamo inferire che un mucchio con tre
chicchi e piccolo ... e cosi via. O

Per analizzare meglio tale paradosso proviamo radizzare il
ragionamento ora esposto. Dato un numero nataral@ichiamo
con n un numerale che lo rappresenti, inoltre indichiacom
Pic(n) l'asserzionéun mucchio con n chicchi é piccoloAllora
possiamo riscrivere le due assunziané b) come segue:

a) Pic(1)

b) Pic(n) = Pic(n+1),

°Anticipando la definizione di insieme fuzzy cheradurremo nel
prossimo capitolo, un tale esempio corrisponde radngieme fuzzys
che assume valori di verita o prossimi ad 1 oppu@ssimi a 0 e
comungue lontani dal valore 0.5. In tale caso, ddwedecidere se un
elementox appartiene o meno ag € ragionevole rispondere “si” se
s(xX)>0.5, “no” se §(x)<0.5.
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dove, per evitare di coinvolgere inutiimente laitagdel primo
ordine, intendiamob) come schema di assiomacioé come
I'insieme infinito di formule che si ottengono fes®o in tutti i
modi possibili il humeralen. Utilizziamo poi come regola di
inferenza iIModus Ponensche indicheremo in breve cdviP.
Come e noto, tale regola permette di inferire da phemesse del
tipo a e a =L la conclusiongs. Fissiamo allora un qualunque
numerom e proviamo che valBic(m). Infatti:
- a partire dalla coppia di formuleic(1) e Pic(1)=Pic(2) ed
applicanddvP, si ottienePic(2).
- a partire d&Pic(2) e Pic(2)— Pic(3), applicando una seconda
volta MP, si ottienePic(3),

- a partire d&ic(m-1) e Pic(m-1)=Pic(m), applicando una
(m-1)-esima voltavP, si ottienePic(m).

Possiamo rappresentare il ragionamento fatto coseguente

schema:

Pic(1) ; Pic(1)=Pic(2)

P@)
P@) : Pic(2)=Pic(3)
Pic(3)

offid) ; Pic(m-1)=Pic(m)
Pi¢m)

Con tale formalizzazione possiamo riscrivere il rBeoa 3.1 al
modo seguente.

Teorema 3.2.Assumiamaa) e b), allora per ogni modo di fissare
m esiste una dimostrazione Riic(m). Tale dimostrazione utilizza
m-1 volte la regolaMP.

Un paradosso simile € quello detimo calvo dovuto ad
Euclide di Megara. Pefcapelluto” intendiamo un uomo con
molti capelli.

Teorema 3.3.Un uomo con nessun capello & capelluto.

Dim. Indichiamo corC(n) I'affermazione per cui un uomo con
capelli & capelluto e consideriamo le asserzioni
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a C(10.000)

b) C(n) =C(n-1).
La prima asserzione esprime il fatto che un uomo £0.000
capelli e capelluto, la seconda che se un uomdloapeerde un
capello allora continua ad essere capelluto. Edente che,
procedendo in maniera analoga a quanto fatto rmeldpaso del
mucchio di grano, é possibile dedurre la form@({@).

Si noti che mentre abbiamo presentato il paraddsseonucchio
di grano tramite un ragionamerital basso all’alto” (daPic(1)

si giunge aPic(m)), per quello dell'uomo calvo invece abbiamo
esposto un ragionamentdall’alto verso il basso” (da C(m) si
giunge aC(0)). | due tipi di ragionamento, in un certo sersmo
uno riconducibile all'altro. Ad esempio, indicandon NPic la
negazione di “essere un mucchio piccolo”, si sagepbtuto
partire daNPic(m) e provareNPic(1). Infatti il fatto stesso che
Pic(m) appaia assurdo significa che posso ragionevoknent
accettare I'assunzio¢Pic(m), inoltre le implicazionb) possono
essere riscritte nella formdPic(n)=>NPiq(n-1). E evidente allora
che cio consente di provaMPic(1), e quindi, nel nostro caso,
giungere alla paradossale conclusione che un mucmbm un
solo chicco non e piccolo. Tuttavia, come vedrembseguito, i
due modi di ragionare per certi aspetti sono divteadoro.

4. Neanche la scienza & immune dai paradossi dellaghezza
Anche allinterno dei settori della scienza piu idiol il
coinvolgimento di concetti vaghi & inevitabile eirgli possono
nascere paradossi simili a quello del mucchio dngr Facciamo
due esempi.

Teoria dell’evoluzione Per prima cosa proviamo che la teoria
dell’evoluzione della specie umana & sbagfiatcriviamo
Ant(x’, X, n) per indicare ch&’ & un antenato dt nato almenm
anni prima dix e consideriamo le due asserzioni

(@) Ant(x",x,p)0ANLX,x,0) = Ant(x",x,p+q)

(b) OxX Ant(x',x,10)
La verita della prima asserzione e indiscutibile dmanto
immediata conseguenza del significato che si e dapvedicato

® Tratto da [Gerla 2010] mentre una forma non moliesa di tale
paradosso e esposta in [Sanford 1975].
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Ant La veritd dib), che afferma che ogni persomaha un
antenatox' vissuto almeno 10 anni prima, risulta provata dal
porre X' uguale alla madre di. Infatti € una caratteristica della
specie umana quella di non potere procreare prandieci anni.

Proposizione 4.1.Sia c (il nome di) una persona ed un
gualunque intero positivo, allora e possibile previa formula
X Ant(x’,c,10xn).

Dim. Procediamo per induzione sull'intemoPern = 1 I'asserto é
una immediata conseguenzaljli Supposto il teorema vero per
n, siac’ tale cheAnt(c’,c,10xn) e siac” tale cheAnt(c”,c’,10).
Allora, se particolarizziama)

Ant(c”,c’,10)= (Anf(c’,c, 10xn) = Ant(c” ¢, 10x(n+1)),
Applicando due voltdP, otteniamaAnt(c”,c,10x(n+1)) e quindi
X Ant(x’, c,10x(n+1)).

Corollario 4.2. Ho avuto antenati extraterrestri, pertanto laiéeor
dell’evoluzione della spece umana di Darwin e sShésl

Dim. Dalla proposizione 4.1 segue che io ho avuto ueratb
vissuto almeno 2010 anni fa. Conseguentemente, poiché la
terra 1x10'%°°®anni fa non esisteva ancorax10'%°® anni fa
tale antenato era extraterrestre. 0

Naturalmente non € una tale conclusione ad esseesi@ssale:
anzi, i creazionisti sarebbero contenti di confitddarwin.
Quello che é paradossale ¢ il fatto che si possaggre a tale
conclusione per via puramente logica (logica ctassi
ovviamente) senza alcun riferimento ad osservaziofaitto.

Meccanica classica e relativisticaPassiamo ora ad un settore
della scienza che viene considerato il paradignia dezionalita:
la meccanica. Partiamo dal seguente (paradosssteydfatto:

Teorema 4.3.La meccanica classica € una teoria in cui (quasi)
tutti i teoremi sono erratiTuttavia € una teoria verificata
dall'esperienza quotidiana.
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Che la teoria classica, che indicheremo in breve TG, sia
verificata nell’esperienza quotidiana viene giustifo spesso
tramite un “principio di inclusione” secondo cui teoria della
relativita speciale, in breveR, “contiene” la meccanica classica.
Cio nel senso che, per velocitd molto picEdke proposizioni
provate dalla meccanica relativistica coincidono
(approssimativamente) con quelle provate nella Br@Eca
classica. Se accettiamo come valida, come attuddmeiene
fatto, la meccanica relativistica, allora possiaamzhe dire che
per velocita molto piccole la meccanica classicz diose vere.
Tuttavia e alquanto difficile dare un senso logmeciso a tale
affermazione. Ad esempio, poniamoci in un cont@stoui tutte
le velocita sono molto piccole e supponiamo chea daa
grandezza fisicg:
- in TRsi provi 'asserzioner="g = 0.567662220".
Allora é presumibile che
- in TC sia dimostrabile un asserzione del tipo

ac = “g=0.567662221".
D'altra parte essenday=g una assioma logico, dalle due
asserzioniar e ac si ricava la contraddizioneg€g)(+ (g=g).
Pertanto la meccanica classica, ben lontana dafesontenuta
in quella relativistica, appare in totale contraiulie con questa
(almeno se si usa la logica classica). Le coseiongglo un poco
se si decide di limitare il grado di precisione lelehostre
asserzioni, accettando, ad esempio, solo numelii gea otto
cifre decimali. In tale caso infatti le formuts e ac coincidono
con la formula “g = 0.56766222”. Allora si potlebformulare
il principio di inclusione al modo seguente:

Sia a un teorema in TC, e supponiamo che I'ambito

considerato coinvolge solo velocita piccole. Allose ci si

accontenta di misure approssimate¢ un teorema di TR.
Purtroppo un tale principio coinvolge una nozioregas come
quella di “velocita piccola” e non e pertanto dife ritrovare i
paradossi che nascono dalle nozioni vaghe. Ad @sesipuo
immaginare una successione finita di riferimeRti Ry, . . .R,
tale che ciascuR.; si muova molto lentamente rispetto Rde
tuttavia l'ultimo riferimento R, si muova con velocita
paragonabile a quella della luce rispettoRadAllora, poiché il

" Ancora una nozione vaga.
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comportamento di ciascuR.; rispetto aR € regolato dalla
meccanica classica, anche il comportament®.diispetto aR;
dovrebbe essere regolato dalla meccanica cladsiedtre parole
il paradosso del mucchio di grano pud essere rgitod
nellambito del rapporto tra meccanica classica eellg
relativistica.

In conclusione sembra che anche per la meccarlzde®ria
dell’evoluzione, due paradigmi della razionalitaiestifica,
nascano problemi logici dal momento che non & pisgber tali
teorie evitare il coinvolgimento di predicati vaghi

5. Un vero scienziato deve evitare i concetti vaghi
Ritorniamo ad esaminare il paradosso del mucchgratio. Se lo
si vuole bloccare esistono tre possibilita:

a) si puo mettere in discussione la correttezzaatgbnamento

b) si possono mettere in discussione le premesse del
ragionamento

O si puo dichiarare che la presenza di una noziaga rende

insensato ogni tipo di ragionamento e che quinchbricetti
vaghi vanno espulsi dal discorso razionale.

Ora la possibilita @) non sembra molto credibile. La
formalizzazione del ragionamento che conduce adumso ne
mostra la struttura estremamente semplice. Satdattina lunga,
ripetitiva catena di applicazioni d&P. Per quanto riguarda la
possibilitab), non si pud certo negare la validitaRic(1), cioe,
che un mucchio con un solo chicco di grano siaghiccD'altra
parte, negare che le implicazioRic(n)=Pic(n+1) siano tutte
vere significa (nell'ambito della logica classicammettere
I'esistenza di un inter& tale chePic(k)=Pic(k+1) sia falsa e
quindi, per la tavola di verita dell'implicazion@le chePic(k)
risulti vera ePic(k+1) falsa. Cio condurrebbe ad ammettere la
seguente asserzione:

esiste un numero magico k tale che un mucchio adridchi

di grano é(ancora) piccolo, ma cessa di essere piccolo non

appena gli si aggiunge un solo chicco.
Questo punto di vista dgoccia che fa traboccare il vaso”
sembra poco accettabile, se non altro per il @tcontrasta con
la flessibilita della nozione di essere piccolo.ala parte il
significato del predicatd?ic comporterebbe anche chic(n)
debba essere vero per ogak e falso per ognin=k+1. Cio € in
contrasto con la vaghezza di tale predicato.
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L'unica via di uscita sembra allora quella di dacare
l'insensatezza di qualungque forma di ragionamem¢ocoinvolga
nozioni vaghe come quella diccola In tale senso il paradosso
sarebbe una sorta di dimostrazione della impogsitui trattare
tali nozioni. Questo punto di vista & abbracciatesempio da G.
Frege e B. Russell nella prospettiva della costneidi un
linguaggio “ideale” la cui caratteristica principaldovrebbe
essere, appunto, la precisione. Non sarebbe ite Idalla logica
matematica quello di non riuscire a spiegare e &timrare 1'uso
dei concetti vaghi, piuttosto e un difetto dei liaggi naturali il
fatto che in essi spesso siano presenti concegliivAd esempio
afferma Frege:

ogni concetto deve avere confini netti, cosi clee
determinato per ogni oggetto se esso cade o nm sbtt
concetto (...). La nota fallacia conosciuta come Acervus
poggia sulla circostanza che viene trattato comecetto
qualcosa(ad esempio il mucchjoche per la sua imperfetta
delimitazione non puo venire riconosciuto come malkgica
(Scritti postumi pag. 268
Ne segue che per Frege bisogna tentare di precigareoncetto
vago se lo si vuole inserire in un discorso radenBella stessa
opinione €& Russell che vede nel linguaggio logmastrumento
per evitare le insidie della vaghezza di cui & egoato il
linguaggio naturale:
“Voi sapete che io ho inventato un linguaggio spkxiallo
scopo di evitare la vaghezza. Purtroppo tale linggia non
pud essere usato in una occasione pubblica comstafte
Pertanto, per quanto riluttante, io vi parlerd imglese e
quindi, ogni volta che si trovera vaghezza nelle marole,
tale vaghezza deve essere addebitata ai nostrinatit@er
non essersi sufficientemente interessati alla gic

Potremmo chiamare un tale punto di vistamativoin quanto
piu che esaminare e studiare le varie forme delldonalita
umana cosi come esistono esso cerca di imporressal delle
norme di corretto funzionamento. D’altra parte l'elimmane
della vaghezza & a volte inevitaBildd esempio, a volte ci si

8 Russell sta parlando alla radio.
® Chiunque, dopo avere deciso di invitare al propnatrimonio solo i
parenti stretti e gli “amici intimi”, si trovera He difficile compito di
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trova nella necessita di formulare una regola @deghe fa
scattare una possibilita 0 una sanzione (non vag@pppena una
condizione (vaga) risulti verificata. Potrebbe esskecaso di una
legge del tipo:

“tutti quelli che hanno fatto abbastanza precariadaranno

immessi in ruolo”.
Ovviamente tale legge non puo essere applicata ose S
stabilisce che cosa si intende p&avere fatto abbastanza
precariato”. Allora si deve procedere ad una determinazione
“rigida” del tipo: “avere dieci anni un mese ed un giorno di
servizio”. In altri casi una legge puo coinvolgere la noeiah
“essere maturo” che viene tradotta in quella di “essere
maggiorenne” che a sua volta si caratterizza coprd@rieta di
avere una eta maggiore di 18 anni. Ma tali trachizio termini
classici presentano sempre qualcosa di paradossaldi
insoddisfacente. Comportano ad esempio che unanzehe ha
solo dieci anni ed un mese di servizio, per un ga@mno non puod
entrare in ruolo. Ancora, il reato di seduzione ndinorenne
potrebbe scattare se compiuto un secondo prima ohalzzanotte
di un dato giorno e non scattare un secondo dopo.

Purtroppo che la vaghezza sia eliminabile daltdimon e
affatto credibile. Ad esempio vediamo cosa dic®ribf. Luigi
Vallauri Lombardi un prestigioso studioso di filéisodel diritto.

“... qual é il valore e qual & la portata della Vagzza
immancabile, essenziale, delle norme giuridich®?co
essenziale perché la vaghezza non é qualcosa shiagtie
norme vaghe da altre non vaghe, ma & una caratiegislella
norma per il fatto di essere norma. lo direi chediversi
misurare con il problema vaghezza e la nobiltdg épecifico,
e la responsabilita del giurista.

Quindi i problemi di vaghezza definiscono prop
I'identitd del giurista. Se non ci fosse vaghezzen n
occorrerebbero giuristi.”

stilare la lista degli inviti e quindi di trasformeala nozione vaga di
“amici intimi” in un insieme classico.
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6. Ma sembra difficile fare a meno della vaghezza
(due atteggiamenti)..quello espresso da
Frege per cui la presenza di espressioni
vaghe in un linguaggio lo rende
intrinsecamente incoerente, ed il punto di
vista opposto di Wittgenstein secondo cui
la vaghezza e un aspetto essenziale del
linguaggio(M. Dummett, 1975).

Nonostante il fatto che i paradossi esposti evithente difficolta

che si incontrano nel coinvolgere i concetti vadaiyvaghezza
gioca un ruolo fondamentale in buona parte deélliitrazionale
dell'uomo. Ad esempio, evidenziamo i seguenti punti

Elasticita. Nel primo paragrafo abbiamo citato una frase come
“Mario portava un grande cappello evidenziando come il
coinvolgimento nel discorso di concetti vaghi petteomunque

di rappresentare un qualche tipo di informazionep@&@rebbe
obbiettare che esistono metodi piu efficienti eciwie e che, ad
esempio, trasmettendo le esatte misure del capgiediai si parla
sia possibile ottenere tale precisione. Ma facciamesempio un
po’ piu complesso ed immaginiamo la seguente ccazérne
telefonica tra due persone: Maria ed un commessaundi
pasticceria:

Maria — Devo fare una festa, mi pud mandare 3 bottiglie di
Coca-Cola da due litr?

commesso subito signora !

Maria —poi avrei bisogno di una torta grande

commesso v¥a bene ... molto grande ?

Maria —senza esagerare

commesso — . per molte person@

Maria —non sono sicura ma potrebbero essere una quindicina
di bambini

Naturalmente la prima richiesta bottiglie di Coca-Cola da due
litri” non crea nessun problema: la trasmissione dirirdaione
e perfetta ed il commesso sa esattamente quellaehe fare.
Invece la nozione ditorta grande” crea problemi. Infatti non e
detto che l'idea che ha il commesso di torta gramilgcida con
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quella di Maria. Se Maria é abituata a mangiareanmise vive in
una famiglia numerosa, allora potrebbe considepézeola una
torta che tutti considererebbero grande. D'altréepsu torte che
non sono nettamente grandi o nettamente piccaléelsa Maria
in momenti diversi potrebbe dare giudizi diversiugdto in
guanto Maria non €& una bilancia di precisione.

Non e affatto chiaro in che cosa consista unafealemeno
comunicativo. Quello che avviene nella mente dehmesso
guando sente parlare di una torta grande € la ‘ariesgioco” di
tutta una collezione diossibili torteche potrebbero verificare la
proprietd di essere “torta grande”. Durante la athizerata
telefonica potrebbe essere che tale messa in gionwdifichi,
che alcuni modelli divengano piu plausibili ed acmeno. In
tale senso sembra che sia una elemento essenziie d
comunicazione che coinvolge concetti vaghi il fatte le idee si
precisino man mano che l'informazione aumentaavistsi ha la
sensazione che, in ogni istante di tale gioco,analente dei
conversanti ci sia un solo modello che rappresaemdi sorta di
media tra i possibili modelli e che tale modelladzegenericita
man mano che la conversazione va avanti.

0Tale fenomeno non & caratteristico solo della vagheNel leggere
un racconto tendiamo a costruirci fin dall'inizioaiimmagine di quanto
letto anche se l'informazione disponibile & totalteeincompleta. Se
all'inizio di un racconto leggo

"Maria avanzo rapidamente lungo la strada del paesl
sar0 indotto a farmi una immagine di Maria, detlada e del paesino.
Forse e proprio I'espressione vaga "rapidamentellgehe crea meno
problemi. Ad esempio limmagine che io mi sono fatoné di una
donna di eta tra i 20 e 30 anni, bruna e non hrQtesto perché Maria
e un nome meridionale ed anche il repertorio despa della mia
mente & meridionale. Poi il "rapidamente" evocavigiezza. Non &
chiaro perché escludo che sia una bambina biontdsorecchietta che
ha fatto tardi. Potrebbe darsi che io mi riferisda media delle mie
esperienze. Se poi leggo

Ad un tratto incontro la sua maestra ...

ecco che cambia completamente lI'immagine che mf@roata senza
che questo mi crei alcun disagio. Il termifimaestra" crea un
abbassamento dell'eta ed anche i capelli si ssbh@rd un po' in quanto
in genere le bimbe hanno i capelli piu chiari deglulti. Si potrebbe
anche dire che il significato di quanto man mandegge si realizzi
nella mente del lettore solo dopo la lettura dualgaragrafi o alla fine
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Qualunque cosa passi per la mente del clienta gaBticceria
e del commesso € certo che siamo in presenza diréocazione
tra due persone razionali e che tale comunicazioneappartiene
al mondo inferiore dei non-scienziati (ho dimertiicei dire che
Maria € Professore Ordinario di Logica matematich ik
commesso un precario laureato in fisica e con dttercti ... ma
sono sicuro che il lettore questi particolari liega gia intuiti).
D’altra parte ogni tentativo di eliminare limprsidne ed i
concetti vaghi sarebbe negativo per la comunicazioa esseri
umani. Se Maria e Mario abitassero in un mondo,atti@miamo
Pignolia in cui & di obbligo la precisione allora nascéeb seri
problemi. Infatti inPignolia tutti dovrebbero avere sempre un
metro ed una bilancia in tasca per potere parladeesempio
Maria dovrebbe dire per telefono qualcosa del gener

Maria —poi avrei bisogno di una torta tonda con un diaroetr
di 73 centimetri e 38 millimetri e con un altezza 1d
centimetri e 22 millimetri.

Allora il compito del commesso sarebbe semplifia&petto alla
interpretazione delle parole ma reso piu compliaé&petto al
problema di rispondere positivamente alla richiestafatti
supponiamo che il commesso si accorga che tutterie della
pasticceria hanno un diametro piu piccolo di quélthiesto ma
che ne esista una il cui diametro é di 73 centineed7 millimetri

e la cui altezza é di 12 centimetri ed inoltre emfa di cuore.
Allora in Pignolia il commesso dovrebbe rispondere
negativamente e dire che non pud esaudire la sthi®©ppure
dovrebbe calcolare il volume della torta che hanegozio e
confrontarlo con il volume della torta richiestaatralmente in
guesto caso tutti concorderebbero nel dire che alke t
comportamento sarebbe irrazionale. In effetti lghezza della
richiesta di Maria & anche voluta ed é espressithnena certa
tolleranza su come si debbano interpretare le @amel gioco
linguistico quotidiano.

di un capitolo. Ma cid non mi sembra corrispondalta realta poiché
spesso si comincia a "gustare” la lettura dopoealatto poche righe e
guesto significa che un qualche significato viemasmesso sin
dall'inizio.
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In Pignolia sarebbe anche difficile fare delle teibeggi. Per

esempio una legge che dica

“chi esercita molestie sessuali & passibile daaidoe anni di

carcere”
non potrebbe essere accettata per la difficolt&alliocare le
azioni dell'accusato all'interno di uno spettro chee da azioni
classificabili come “corteggiamento insistente” aazioni
classificabili come “violenze sessuali”. Di fatta giudice ha una
larga possibilita di interpretazione della parolanotestie
sessuali” e questa discrezionalita € sicurament@ttm negativo
perché un giudice maschilista potrebbe dare uraprétazione
non soddisfacente. Ma:

e possibile fare una legge piu precisa ?

Da notare che deve essere fatta una legge che pafgaersone
di tutte le etd, di tutte le condizioni sociali,tditi i luoghi di un
paese. Inoltre la legge dovrebbe resistere almeradcloe anno
all'evoluzione dei costumi.

Ragionamenti _vaghi. Senza i concetti vaghi non sarebbe
possibile usare la ragione nella vita di tutti omgi poiché la
maggior parte dei ragionamenti che facciamo cogmobd tali
concetti. Esaminiamo ad esempio la seguente forma d
argomentazione

SE

I'albergo évicino alla stazione

E

I' Universita evicinissimaalla stazione
ALLORA

I'albergo non éontanodall’'Universita

Un altro esempio € il seguente:

SE

Maria ebella

E

Luisaassomigliaa Maria
ALLORA

Luisa non pud esset®ppo male
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Non ci sono dubbi sul fatto che queste siano fordie
argomentazioni valide in cui sono coinvolti predicaaghi
come “essere vicino”e “non essere lontano’..

Algoritmi_vaghi : Moltissimi algoritmi usano nozioni vaghe.
Basta pensare che ogni ricetta di cucina @ragrammache usa
istruzioni vaghe e se ad esempio vogliamo cucing@ crema
dobbiamo applicare una ricetta del tipo:

1. metti una pentolguasi pienadi latte sopra una fiamma
debole

2. aggiungi un uovo

3. aggiungun pizzicadi sale

4. Se il contenuto Equido allora effettua un giro di cucchiaio
altrimenti vai all’istruzione 5

5. spegni i fuoco.

Che in questo modo si sia descritto un algoritma obsono
dubbi in quanto ogni essere umano € in grado djuise tali
istruzioni. Il fatto che l'esecuzione di tali isttani puo avvenire
con maggiore 0 minore successo vuole dire ancasavalta che
in presenza di concetti vaghi non si riesce a tediwre
informazione in modo completo. Per chi voglia ingrer a
cucinare non bastano i libri di cucina, |'apprersito
dall’esperienza gioca infatti un ruolo essenziale.

In definitiva una larga parte del comportamentaiaiaale
dell’'uomo, almeno quello della vita di tutti i gror coinvolge la
trasmissione e [lelaborazione di informazioni cailyenti
nozioni vaghe. Dichiarare che informazioni di téileo vanno
tenute fuori da un rigoroso discorso scientificoMilire accettare
che la razionalita abbia spazio solo in alcuni catrgdizionali
della ricerca scientifica (la matematica, la fisieachimica, forse
la biologia). Soluzione, questa, non solo, per cddie,
rinunciataria, ma anche illusoria se, come abbiaisto con i
paradossi, nemmeno in tali campi €& possibile evitali
coinvolgere nozioni vaghe ed i paradossi che nsegumono.

7. La soluzione ai paradossi proposta dalla logidazzy

Vediamo ora come la logica fuzzy affronta i parailodella
vaghezza. Consideriamo ad esempio il paradossmuaethio di
grano e riprendiamo in esame le implicazi®ni(n)=Pic(n+1)
sulle verita delle quali, a differenza della foredic(1), si e
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portati a nutrire un qualche sospetto. Non ci semdi di negarle
ma nemmeno di accettarle come totalmente vereiareatallora
di formalizzare la modalita “non completamente YVero
coinvolgendo valori di verita diversi da 0 ed 1 gcbome al
solito, denotano rispettivamente il falso ed ilojewvalori quindi
che siano capaci di rappresentare livelli interndidverita. Ad
esempio possiamo considerare come possibili valorierita i
numeri dell'intervalloU = [0,1] nel campo dei numeri reali e
quindi assumere:

Pic(1) con grado di verita 1

Pic(n)=Pic(n+1) con grado di verita 0.9.
A suo volta, I'introduzione di tali valori di veéitrende necessario
affiancare al Modus Ponens classico una regoladc@ecome il
grado con cui si puo ritenere provata la conclusidipenda dai
gradi con cui sono state provate le due premessklotius
Ponens allora assumera la forma

a;,a=p ) XY
B By

dove 0 e una opportuna operazione binaridJirche esprime la
dipendenza di cui si diceva. Una applicazione k& tagola sara
letta al modo seguente:

SE a é stata provata con grago

E a = [ é stata provata con grago

ALLORA S'si puo ritenere provata con gradoy.™
L'operazionell corrisponde alla valutazione di quanto sia lecito
accettare la premessgee la premessa = . Pertanto deve essere
una ragionevole interpretazione della congiunzionena logica
a piu valori. Ad esempio possiamo supporre [dheoincida con
l'usuale prodotto tra numeri reali.

Ritorniamo ora all’argomentazione che conduceaahg@osso
del mucchio di grand, e formalizziamola al modo seguente:
Poiche

* Come vedremo nel capitolo 3, in realta il significdi una asserzione
del tipo ‘B é provata con gradd” € che si ritiene che il grado di verita
di Bsia_almenol (e non necessariamente ugual®.a

12" Anticipiamo la nozione di dimostrazione in un @sib di
informazione vaga, nozione che riprenderemo e geeemno nel
seguito.
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Pic(1) [vale con grado 1]
e

Pic(1)=Pic(2) [é accettato con grado 0.9]
allora, applicand®P,

Pic(2) [é provato con grado1D.9=0.9].
Poiche

Pic(2) [é provato con grado 0.9]
e

Pic(2)=Pic(3) [é accettato con grado 0.9]
allora, applicando una seconda voitR,

Pi¢?3) [& provato con grado G.P
Poiché

Pic(m-1) [& provato con grado 0§
e

Pic(m-1)=Pic(m) [é accettato con grado 0.9]
allora, applicando per lan(1)-esima voltaviP,

Pic(m) [ provato con grado 0’9

D'altra parte, se ci riferiamo alla norma del pitbolallora, sem e
sufficientemente grande, 0°8¢ quasi uguale a zero. In definitiva
abbiamo provato il seguente teorema:

Teorema 7.1. Per ogni modo di fissarem esiste una
dimostrazione del fatto che un mucchiardchicchi é piccolo ma
permgrande il grado di validita di tale dimostrazionpréssimo
a zero.

Si osservi che tale modo di risolvere il paradasswisponde ad
una idea di “piccolo” come predicato applicabilenggrado non
nullo anche a mucchi enormi (anche se tale gragmgsimo a
zero). Cio equivale ad una idea di “grande” comedjmato che
non puo essere mai pienamente realizzato da nessaohio.
Tale interpretazione consente meglio la comparazise si
considera che dato un mucchio grande se ne puared®empre
uno piu grande.

Per quanto riguarda gli altri paradossi credo shpossano
risolvere in maniera simile anche se per quello cgearda il
paradosso della teoria dellevoluzione non mi appar
completamente chiaro come si possa fare. Il pasaddsll’'uomo
calvo verra ripreso nel seguito.
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8. Altre soluzioni: il finitismo stretto

Esaminiamo brevemente due risposte al paradossoutmhio di
grano che sono diverse da quelle proposte dall@ddyzzy e
che quasi sempre sono preferite dai filosofi. ttar di quella
data dal“finitismo stretto”, e quella data dalléteoria delle
supervalutazioni’

Il finitismo stretto. A meno che non si voglia giungere a
rifiutare il Modus Ponens, un modo per negare ledita del
ragionamento con cui si prova il paradosso potrasisere quello
di negare che una dimostrazione i cui passi siamgokrmente
validi sia sempre una dimostrazione valida. E quéspunto di
vista delfinitismo strettoche attribuisce significato solo a quei
concetti matematici (o a quelle dimostrazioni) cbhacretamente
possono essere verificati o costruiti. Tale punteigta non solo
esclude insiemi infiniti di operazioni ma ancheiénsi “troppo
grandi” di operazioni. Ne segue che solo dimostrizpiccole
possono essere considerate accettabili e quindi ghe
ragionamento che conduce al paradosso del muccéhipado,
essendo lunghissimo, non risulterebbe essere vakdo una
interessante ed estesa esposizione di una tale@wiusi rimanda
al saggidl paradosso di Wandi M. Dummett.

Tuttavia mi sembra che esistano molte obieziorfingismo
stretto. Eccone alcune.

1. Se si accetta il finitismo stretto ogni teoreregente deve
essere considerato inaffidabile.

Infatti se si prende la dimostrazioredi un qualche recente
teorema di matematica la sua lunghezza e di fatonge. Questo
perché quasi sempre la dimostrazione di un teordiiieza cose
gia dimostrate nel passato utilizzando espressibgli tipo
“D’altra parte per il Teorema T la cui dimostraziensi puo
trovare in ... risulta che ...".

Allora €& evidente che nel calcolare la lunghezzar dii deve
tenere conto anche della lunghezza della dimostiazi’ del
teoremaT. A sua volta nel calcolare la lunghezza #li é
probabile che si debba considerare la lunghezzde del
dimostrazioni di altri teoremi utilizzati i’ e cosi via.
Dovremmo allora dubitare di tutti i teoremi dimadir
recentemente. Questo &€ ovviamente irragionevole.
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2. D’altra parte, se con il finitismo stretto segce a risolvere il
paradosso del mucchio di grano non é difficile arevparadossi
analoghi che, riferendosi ad una dimostrazione wormumero
molto piccolo di passi, non risultano risolti. Adsesnpio
consideriamo I'implicazione
(molto_vicingx,y)molto_vicindy,z)) = molto_vicingx,z)
0, se si vuole, quella equivalente
molto_vicingx,y) = (molto_vicingy,2 = molto_vicingx,z)),
e supponiamo ches;,...S siano i nomi di venti stazioni
ferroviarie successive tali che ogni staziegnsia a distanza di
venti chilometri dalla successiva.;. Allora poiché possiamo
accettare la validita delle formul@olto_vicings,s.1), con un
ragionamento di venti passi possiamo pervenir@sadlirdo per
cui s; € molto vicino asy pur essendo queste due stazioni a 400
chilometri di distanza. D’altra parte un ragionatoeti 20 passi,
potendosi facilmente scrivere o leggere, é diffigihte criticabile
anche dal piu stretto finitismo.

3. Da notare inoltre che se si accetta il princigianduzioné®
allora il finitismo stretto non permetterebbe did#dare nemmeno
il paradosso del mucchio di grano. Infatti proviaatbaccettare,
insieme alle due formule

(i) Pic(2)

(i) On(Pic(n)=Pic(n+1))
anche il principio di induzione applicato al preat@Pic

3 Moltissime dimostrazioni in matematica si basanb incipio di
induzione che si puo esprimere dicendo ch éaina proprieta definita
nellinsieme dei numeri naturali e risulta

- che 1 verificaP

- che se il numera verifica P allora anchen+1 verificaP
allora posso concludere che ogni numero naturatdiocse P. Se ci
riferiamo ai sottoinsiemi dN il principio di induzione si presenta come
una formula del secondo ordine del tipo

OX(10X - ((On(nOX - n+10X) - X =N).
Se ci riferiamo alle proprieta dei numeri interiecjpossono essere
espresse in un dato linguaggio, si ottiene una dopiu debole del
principio di induzione considerando lo schema di@sa

P(1) - ((On(P(n) - P(n+1) - OnP(n)).
che rappresenta le infinite formule del primo oedithe si ottengono
ponendo al posto d# una qualunque formula del linguaggio fissato.
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(iii) Pic(1)=((On(Pic(n)=Pic(n+1))=LnPic(n)).
Allora due semplici applicazioni d&P permettono di provare la
formula OnPic(n) e quindi, per particolarizzazionPjc(m) per
ogni prefissaton.*

4. 1l finitismo non sfugge dal coinvolgimento deNaghezza.
Infatti nell’affermare che solo le dimostrazionincon numero
piccolo di passi sono valide il finitismo deve confrontarsn la
nozione vaga di “piccolo”. Ne segue che esso nangbuggire a
paradossi del tipo “mucchio di grano” applicatiaatiozione di
dimostrazione. Infatti €& ragionevole supporre chea u
dimostrazione fatta di un solo passo sia piccothe se ad una
dimostrazione piccola si aggiunge una semplice emusnza si
ottenga ancora una dimostrazione piccola. Alloratale due
ipotesi, che sono difficilmente confutabili, segie non esistono
limiti di lunghezza per le dimostrazioni piccdfe.

9. Altre soluzioni: la teoria delle supervalutaziom

Un modo diverso di risolvere il paradosso € diz#dre la teoria
delle supervalutazioni. Essa €& stata delineata dannett
nell’articolo citato e successivamente sviluppadakd Fine. Per
Fine le nozioni vaghe si caratterizzano per ildfatt avere molte
possibili “determinazioni” (da intendere come datigrazioni
classiche), ciascuna determinazione dipendendaataksto in
cui ci si muove. Ad esempio la nozione di “muccpiccolo” puo
essere resa precisa assumendo che siano pictolirtutcchi al
di sotto dei 1000 chicchi, oppure tutti quelli alsbtto di 1001

14 E’ interessante osservare che la lunghezza ditalaadimostrazione
non dipende dalla grandezza di come invece avveniva nella
formulazione che abbiamo esposto del paradossmagthio di grano.
!5 Se si considera la cosa da un punto di vista jpibisico e ci si
rivolge alle dimostrazioni come a fatti concretiiora il punto di vista
finitista non appare poi tanto bizzarro. Infattipponiamo che la
probabilita che un passo della dimostrazione sieetto sia un valor@
che, pur essendo vicinissimo ad 1, sia diverso. ddldra la probabilita
che una dimostrazione di lunghezzasia corretta &' (in ipotesi di
indipendenza degli eventi). Poiclié, ., " = 0, per n molto grande
tale probabilita € quasi uguale a zero. Il fattee cittualmente si
accettino dimostrazioni lunghissime in quanto quexzi sono effettuate
da calcolatori, rende abbastaptausibile tale discorso.
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chicchi e cosi via. In un certo senso il significdi un concetto
vago € dato proprio dallinsieme delle sue possibil
determinaziont® In accordo con tale punto di vista un’asserzione
a coinvolgente la nozione vada deve essere considerata vera
(falsa) solo quandarx risulta vera (falsa) per ciascuna delle
possibili determinazioni dR.

Definizione 9.1.Una asserzione € SV-vera(rispettivament&V-
falsd) quando risulta vera (falsa) per tutte le possibil
determinaziorii dei predicati vaghi che contiene. Diremo ché
indeterminatase non risulta essere 8&vera néS\Afalsa.

Ad esempio [l'asserzionePic(1000) e da considerare
indeterminata essendoci dei contesti in cui un mmacdi 1000
chicchi & grande e contesti in cui e piccolo. Iveic(1) e vera
ed & ragionevole considerd®e&(10"%) falsa.

Proposizione 9.2.1l Modus Ponens €& una regola di inferenza
valida rispetto alla nozione &\tverita. Inoltre tutte le tautologie
classiche continuano a valere. Tuttavia la logisaltante non e
vero-funzionale se si considera “indeterminato” eoam valore

di verita.

Poiché il Modus Ponens ¢ valido, se si accettagsenaeSVvere
tutte le implicazioni Pic(n)=Pic(n+1), il paradosso
continuerebbe a sussistere.

Teorema 9.3.Alcune delle implicazioniPic(n)=Pic(n+1) non
sonoS\tvere, pertanto la teoria delle supervalutazionmete di

% La nozione ditaglio di una struttura fuzzy, che verra trattata nel
seguito, potrebbe essere il corrispondente, nefliemdella teoria degli
insiemi fuzzy, della nozione di “determinazione”.

' |'espressione “tutte le possibili determinaziomibn deve essere
intesa nel senso utilizzato, ad esempio, per deflritautologie. Invece

si deve intendere determinazioni che di fatto imievaircostanze ha
fatto una data comunita di esseri umani. Cid comapohe asserzioni
come %-6=0 = x = 3 (che ovviamente non sono tautologie) sono da
considerare vere poiché la sua interpretazionea gugti € unica e tale
interpretazione la rende vera.
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escludere I'argomentazione alla base del paraddsismucchio

di grano. Allo stesso tempo mentre la formula
[h(Pic(n)(=Pic(n+1)) risulta S\Avera, per nessun intero
possiamo affermare chrec(n)[+ Pic(n+1) siaS\Vvera.

BN

Una tale soluzione al paradosso e abbastanza cemie)
tuttavia sono possibili alcune obiezioni.

1. Con la teoria delle supervalutazioni tutte le amgatazioni
coinvolgenti concetti vaghi vengono di fatto anatél per
lindeterminatezza delle premesse e cid rende nasitom
dissimile il punto di vista delle supervalutazioda quello
normativo. Di fatto, si finisce sempre con il buitanel cestino
dei rifiuti tutte le argomentazioni basate su noriwaghe e
quindi non si riesce a dare conto del perché tglomentazioni
siano tanto frequenti ed utili nella vita quotickan

2. Il passare dalla categoria vero-falso della logitassica a
guella a tre valori vero-falso-indeterminato dettoria delle
supervalutazioni non sembra rendere conto dellehezza e
flessibilita dei concetti vaghi.

3. Sembra molto discutibile 'assunzione per cuiigingficato di
un concetto vago possa essere identificato cosi¢me delle
sue possibili determinazioni. Non si deve confordeaghezza e
dipendenza dal contesto. Esaminiamo ad esempicozzme
giuridica di “maggiorenne”, tale nozione puo assterie epoche
e paesi differenti significati diversi, ognuno dgiali esattamente
determinato dall’aver fissato una eta-soglia. Saselallora
meglio dire che il significato di “maggiorenne” pahe essere
vago dipende dal contesto. Invece per I'analogaonez‘essere
maturo” qualunque sia il paese e I'epoca restatibfche si puo
essere pilt 0 meno maturi e che una persona pudeepse
matura dell'altra. Allo stesso modo qualunque bieontesto in
cui si usa la nozione di mucchio piccolo, rimané&ito che tale
nozione rimane vaga come mostra il fatto che unctmiocpuo
essere considerato piu piccolo di un altro.
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4. Quando si rapportano tra loro piu proprieta vaghtano in
gioco i gradi con cui tali proprieta sono soddigfalAd esempio
consideriamo, I'implicazione

se sei vicino ad un casello autostradale alloraiqgeocedere

con velocita piccola.
In tale espressione non solo sono coinvolti duecetinvaghi,
vicino e piccolo, ma viene espresso anche un qualche
collegamento tra i gradi con cui tali concetti soraificati. Il
significato sottinteso € che tanto ptué vicino ad un casello
guanto piu la sua velocita deve essere piccolaltrB'parte se
determiniamo il concetto di vicino con “a meno @05metri ” e
quello di “velocita piccola” con “a meno di 30 abihetri orari”
otteniamo due determinazioni dei concetti vaghi gioco,
ciascuna ragionevole se presa a se stante. Lasmamdente
determinazione della frase sopra scritta sarebbeaal

se sei a meno di 500 metri da un casello autosteadfora

devi procedere a meno di 30 chilometri orari.
Pertanto si perviene al paradosso per cui una ipersioe arriva
ad un metro da un casello alla velocita di 30 chéti orari
debba essere considerata prudente!

5. La principale obiezione é tuttavia che esistonoppeta di
strutture vaghe che non sono riconducibili a petgaridelle
possibili determinazioni di tali strutture: la teor delle
supervalutazioni non riesce a dare conto di quéstiov. Ad
esempio questo avviene per la proprieta transitRer una
giustificazione di tale affermazione, che richieleune nozioni
che verranno date nel seguito, si rimanda al pafagt4 del
secondo del secondo capitolo.

10. Il paradosso del mentitore
A supporto della logica fuzzy viene anche messaidacapacita a
risolvere il famosissimparadosso del mentitor@adeh [1979]).
Tale paradosso, nella forma attribuita ad Eubudid®lileto (IV
secolo a.C.), procede al modo seguente. Considetaifrase
A = "io sto mentendo”.

Allora se A e falsa vuol dire che afferma il vero. 8eé vera
allora vuol dire che afferma il falso. Esistonoigaiformulazioni
di un tale paradosso. Ad esempio Aristotele comaitlerdine:

“disobbedisci all'ordine che ti sto dando in questmmento”
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Allora se si obbedisce all’ordine non si obbediat®rdine. Se
invece non si obbedisce si obbedisce. Preferiafpomulare il
paradosso al modo seguente.

Proposizione 10.1.Consideriamo le due asserzioni
P = “L’asserzioneQ & vera”
Q= "“L’asserzioneP ¢ falsa”.

Allora e possibile provare I'equivalenPa= -P.

Dim. Per provard® = - P osserviamo che la verita Bicomporta

la verita diQ che a sua volta comporta la falsitePdiPer provare
-P = P osserviamo che s é falsa alloraQ deve essere
necessariamente falsa e quiRdiera

Ora in logica classica sia che si assedRiilavalore di verita 0 o

il valore di veritd 1, una tale equivalenza ristilt@ossibile®®
Come mostra il seguente teorema, nelle logiche che

ammettono piu valori di verita essa puo inveceistese.

Teorema 10.2.Esistono logiche fuzzy tali che il fatto che la
formula

Pe-P
valga con grado 1 non € una contraddizione mase&le solo se
il valore di verita diP e 0.5.

Dim. Consideriamo una logica fuzzy in cui

- 'equivalenza = sia interpretata da una operazione binasia
tale chex~ y =1 se e solo secoincide cory,

- e la negazione ¢ interpretata con la funzionex1-

Detto alloraA il valore di verita diP, il fatto cheP = - P valga

con grado uno equivale a dire che 1-1. Nell'intervallo U tale

equazione ammette come (unica) soluzione il valdsee quindi
I'affermazione dell’equivalenza non € un assurdo.

Da molti fuzzisti tale teorema mostrerebbe cheailaplosso del
mentitore e di fatto una prova dell’esigenza di atiere almeno

18 L'importanza di tale paradosso non € da sottogedupoiché la sua
struttura ¢ alla base dei famosi “teoremi di Godel”
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un terzo valore di verita diverso da 0 e da 1 endjuuna
dimostrazione della necessita della logica fuzzy.

Tuttavia anche se il paradosso del mentitore donadbiamo
esposto viene risolto, a me sembra che il meccanigm ne é
alla base, legato all’autoriferimento, continuiengrare paradossi
che sono sostanzialmente dello stesso tipo. Ad @sersnche se
accettiamo la logica fuzzy non possiamo certo esckiche sia
definibile tra i valori di verita 'usuale noziordk identita. Allora
possiamo riformulare il paradosso del mentitoréveodo:

P = “La frase seguente ha valore di verita ugualé”ad

Q = “La frase precedente ha valore di verita divetad.”.

Ora, seP avesse valore 1 allor@ avrebbe valore 1 e quin@
avrebbe valore diverso da 1. Beavesse valore diverso da 1
alloraQ risulterebbe vera, cioé con valore 1. Allrasserirebbe
qualcosa di vero e quindi avrebbe valore 1. Siavagio quindi
che, indicando cowP) il valore di verita dP,

V(P)=1< = (v(P)=1).
Tale equivalenza e assurda poiché abbiamo indicato= la
relazione classica di identithDa notare che tale equivalenza &
diversa da

Pe =P

che, potend® assumere valori ibJ, non risulta assurda in logica
fuzzy.

Ma esistono infiniti modi simili di produrre un galosso. E’
sufficiente coinvolgere l'ambiente “non fuzzy” dealori di
verita. Ad esempio consideriamo le frasi seguenti:

P =il valore di verita diQ é strettamente maggiore del mio

valore di verita

Q = il valore di verita dP & maggiore o uguale al mio valore

di verita.
Entrambe le asserzioni appartengono alla logicssida poiché
coinvolgono I'ordinamento tra valori di verita detaordinamento

9 Un discorso simile si potrebbe forse fare perailgolosso di Russell
nel quale si prova che, podib= {X : X non appartiene ad}, risulta
cheROR <= - (ROR). In una logica fuzzy tale conclusione non sarebbe
assurda ma comporterebbe solo che il valore diavelell'asserzione
RORE& 0.5.

2 Argomenti simili relativi al paradosso del menté&@ono considerati
ampiamente in letteratura, ad esempio si veda fR&Q01].
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e crisp. OreP non puo essere vera poiché in questo caso il valore
di Q dovrebbe essere strettamente maggiore di 1. Ampuaat
falsita di P, Q non pud essere vera, se lo fosse dovrebbe avere
valore di verita minore di 0. Tuttavi@ non pud essere falsa
poiché in tale caso verificando la condizione deravvalore
minore o uguale a quello Bi sarebbe di fatto vera.

In definitiva la logica fuzzy, contrariamente aagto viene
spesso affermato, non sembra affatto in gradosdivere tale
versione del paradosso del mentitore.

11. Non solo paradossi: la scienza ingenua

Un altro paradosso che pud essere affrontato dajlea fuzzy e
quello, di Poincaré, legato alla relazione di indmibilita.
Esporremo tale paradosso nel capitolo 3 quandaravifernito
gualche strumento tecnico in piu. Tuttavia, cheosigon sia uno
strumento valido per trattare i paradossi, la lagwezzy non é
certo nata per tale scopo come non € nata pereessey
strumento di analisi per il fenomeno della vaghezrs
linguaggio umano. Essa e nata per risolvere alprgblemi sorti
in un ambiente quanto mai lontano dalle speculafilmsofiche:
guello ingegneristico della teoria del controlloerfanto per
capire il significato della logica fuzzy credo ckée debbano
capire i motivi del suo successo nel risolvere teliesse di
problemi. Riprenderemo questo discorso nel quapitalo dopo
avere parlato un po’ del controllo fuzzy. Qui aimtic solo che
tale successo € legato alle potenzialita che frapnel dare
dignita scientifica e tecnologica al punto di visfaalitativo in
una scienza la quale, invece, storicamente e natandttere
esclusivamente al proprio centro il punto di vigt@antitativo. Piu
in generale credo che la nascita della logica fud=lyba essere
inquadrata nellambito della rivalutazione della sicloletta
“scienza ingenua’. Con tale termine viene indiagell'insieme
di “teorie” che 'uomo comune tende naturalmenteetaborare
nel corso della sua quotidiana attivita di sopre@miza in un
mondo che non ha né la dimensione delle partieétieniche né
guello delle galassie. Rientrano in tale ambitoenibe
apparentemente diverse come quelle sulle ontologidla
geometria senza punti ed altro (si vedano ad eselfgnzzi
1998], [Varzi 1999], [Smith e Casati 1994], [CasaWarzi 2002]
[Gerla 1995]).



Cap. 1: La vaghezza ed i suoi paradossi 31

In realta la parola “qualitativo” potrebbe essemnsiderata
discutibile nel caso della logica fuzzy. Infatti, in certo senso i
modelli che si propongono del qualitativo sono aitd di tipo
numerico. La questione e che nella logica cladsicsrittura di
una asserzione significa per convenzione che egseg¢e quindi
la scrittura della sua negata significa che é faPartanto il
livello linguistico permette di rappresentare andhdivello
semantico. Non puo avvenire lo stesso per la lofgizay che ha
bisogno invece di una dimensione numerica.

12. Probabilita e fuzziness: esiste un rapporto ?

Chiudo questo capitolo introduttivo considerandoglaestione
della connessione tra questi due modi di gradumareetita che
sembrano avere qualcosa in comune. Diciamo subécsctratta
di cose nettamente diverse sia dal punto di vikiadfico che da
guello tecnico. Il fatto che in entrambi i casi i riferisca
allintervallo U non deve condurre a confusidie.Per
convincerci di questo fatto supponiamo di fare dsjgerimenti.

Primo esperimento.Nella stanzaA ci sono 3 bicchieri d’acqua
uguali ed una bottiglietta contenente un velenolore. Una o
due gocce di tale bottiglietta creano un leggertessre, ma se
si arriva a 3 la morte e sicura. Supponiamo oranch@icano che
3 gocce sono state versate in uno dei bicchieri he ¢
successivamente io veda Carlo entrare nella stacegliere un
bicchiere a caso e bere. Allora sono portato aetratire che:

- Mario & avvelenato con probabilita 1/3.
Secondo esperimentoSupponiamo che nella stanBaci siano
ancora 3 bicchieri uguali ma che io venga a sapleeein questo
caso in ogni bicchiere si sia versata una solaigat=l veleno. In
guesto caso sono portato a pensare che:

- Luigi ha una avvelenamento di grado 1/3.

2L Tuttavia il paradigma per la definizione di un ampa inferenziale
per la logica fuzzy si applica perfettamente alkfirdzione di un
apparato inferenziale per la logica probabilistiQaesta idea e esplorata
in [Gerla 1994b ed é esposta brevemente alla fine del terzo depito
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Si vede allora che lo stesso numero 1/3 misura cose
completamente diver$é.Nel primo caso la proprieta “essere
avvelenato” & considerata classica ed alla finéedpkerimento
Carlo o & avvelenato (e quindi morto) oppure noneloNel
secondo caso la stessa proprieta € consideratduajed ed alla
fine dell'esperimento tale proprieta e verificatengrado 1/3.

D’altra parte basta osservare il ruolo che hafdiimazione
nelle due situazioni. Supponiamo che nell’'osservarprimo
esperimento io, guardando dal buco della serrataraaccorga
che il bicchiere piu lontano dalla porta non siatesttoccato.
Allora se vedo Carlo prendere un bicchiere vicitia porta, la
mia valutazione probabilistica circa I'avvelenanmeri Carlo
passa da 1/3 a 1/2. Nelle stesse ipotesi invecesesbndo
esperimento continuo a pensare che il grado dilenaenento di
Luigi sia 1/3. Cio é in accordo con il fatto che Jelutazioni
probabilistiche variano a seconda dell'informaziatigponibile
mentre quelle legate alla vaghezz&ho.

Queste considerazioni sembrano confutare, piteimegle,
ogni teoria della vaghezza che vede questa conressspne di
mancanza di conoscenza. E' questa ad esempio ldiea.
Williamson che ritiene che il fenomeno dei casidaoline, che
caratterizzerebbe la vaghezza, non appartengarediia ma
derivi dalle nostre limitate capacita cognitivei (veda
[Williamson 1994] e [Williamson 2000]). Questo pardi vista,
almeno nella forma proposta da Williamson, viengcetto in un
interessante articolo di Sebastiano Moruzzi [Mor2a02].

Non sorprende che alle differenze di tipo filicm tra
probabilitd e vaghezza corrispondono anche notelitierenze
di tipo tecnico. Quella forse piu rilevante é che lbgica
probabilistica non e vero-funzionale mentre qudlazy in
generale lo é. Ad esempio consideriamo la congunezidi due
asserzioni. Nel caso della logica fuzzy, come vedreneglio nel

22 Chi non fosse convinto pud proporre ad un amicaleuei due
esperimenti accetterebbe di fare per 100.000 euro.

% Anche le valutazioni di predicati vaghi variano g puo variare il
sottoinsieme fuzzy utilizzato per modellizzare tgkedicato. Questa
variabilitd non dipende pero dall’acquisizione dowre informazioni ma
da “aggiustamenti” di tale modellizzazione provviap aggiustamenti
dovuti a motivi di ordine pragmatico o se si vudtevuti al desiderio di
awvicinarsi all'obbiettivo che ci si e prefisso.
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seguito, il grado di veritd di una formula del tipdlg é il
composto (tramite una opportuna operazione) delogych verita

di a con il grado di verita dif. Invece una valutazione
probabilistica dialJ8 dipende fortemente dal reciproco rapporto
di dipendenza trar e 5. Solo se le due formule rappresentano
eventi indipendenti allora la probabilita di})3 € uguale alla
probabilitd dia moltiplicata per la probabilita ¢s.

A dispetto di tali considerazioni non tutti i segudella teoria
degli insiemi fuzzy concordano con il fatto che Zwzess e
probabilitd siano fenomeni totalmente diversi. Ademapio
Kosko sostiene che la teoria della probabilitatreemella teoria
degli insiemi fuzzy e che le probabilita condizimaarebbero
una sorta di relazione fuzzy di inclusione. Citialdmsko.

“Che cosa succede se un insieme ne contiene uo &ltr
Mettiamo un rettangolo piccolo in uno grande. Eadwe il
rettangolo grande contiene quello piccolo. Lo cené al
100%. Pud questo contenere assumere misure di?eCsato
che puo. Mettiamo il rettangolo piccolo solo pertanén
quello grande ed ecco che quest'ultimo contienpidkcolo
solo al 50%. Il rettangolo piccolo e sia dentro chri di
quello grande. Chiamo questo contenere fuzzy
“sottoinsiemita”, vale a dire la misura di quantonu
sottoinsieme sia sottoinsieme di un altro insieme”.

Le seguenti figure illustrano quanto detto da Kosko

Per precisare le cose, riferiamoci per semplicdaua insieme
finito S ed alla probabilitep : P(S - U che si ottiene ponendo
p(X) = X|/|9 (percentuale di elementi iX). La probabilita
condizionata di un event® stante un eventd # [] sara allora
definita ponend@(B/A) = JAnBJ|/]A]. L'idea di Kosko e che tale
numero rappresenti in realta la misura del “gradmclusione”
di Ain B cioé che posto
Inc(A,B) = JAnBJ/|A| per ognAz],
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Inc(d0,B) =1
sia poi possibile definire la probabilita condiza ponendo
p(B/A) = Inc(AB). In altre parole la probabilitd condizionata, e
quindi la probabilita, sarebbe definibile a partliee una relazione
fuzzy Inc di inclusione graduata. Poiché [intuizione della
nozione di “inclusione”, anche nella versione graduata,
precederebbe quella di probabilita, per Kosko é stgiu
considerare la probabilitd come un capitolo deltda fuzzy.

Detta cosi, si tratterebbe solo di un fatto noffistiao e
quindi il considerare la probabilita come partelalébgica non
potrebbe essere suscettibile di confutazione. Viattgpoiché le
parole portano in sé il peso di un significato,quo® essere fatte
(poche) considerazioni a favore e (molte) consiiera contro
tale scelta. A favore del fatto che& possa essere considerata una
sorta di inclusione si pud osservare che,

AOB < Inc(AB) =1
cioé chdnc estende l'inclusione usuale. Inoltre

AnB=0 = Inc(AB) =0 (perA#0)
cioé che insiemi disgiunti non possono essere $ndha loro.
Infine vale I'implicazione

BOB' = Inc(A,B) < Inc(AB").

Contro si pud osservare che la relazione furynon verifica
altre proprieta che sembrano naturali per una imaz di
inclusione. Ne elenchiamo tre:

1. Inc non verifica I'implicazione

ALUA'= Inc(A,B) = Inc(A',B).
Infatti, supponiamo ché = {ab}, A’ = {a,b,c} e B = {b,c}.
Allora AnB = {b} e A'nB = {b,c} e quindi Inc(A, B) = 1/2,
Inc(A’,B) = 2/3.

2.Inc non verifica la proprieta transitiva.

Inc(A,B)JInc(B,C) < Inc(A,C).
Infatti, supponiamo ch€ = {c,b}, A={a} e B={a, b,c}. Allora
Inc(A,B) = 1,Inc(B,C) = 2/3 elnc(A,C) = 0 e quindi la proprieta
transitiva potrebbe valere solo se2l3 < 0 in contrasto con il
fatto che 1 & elemento neutro rispettd.a

3. Inc non verifica I' implicazione
Inc(B,C)< Inc(B-C',C-C)).
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Infatti sianoC' = {c’}, C = {c,c’}, B={b, c, c’}. Allora, poiché
B| = 3 e BnC| = 2, risulta chdnc(B,C) = 2/3. D’altra parte,
poiché B-C'| = 2 e |B-C)n (C-C)|=|{c}|=1, abbiamo chénc(B-

C.C-C)=1/2.

Nel seguito mostreremo esempi di inclusione gragjuahe
chiamiamold-inclusione, che non hanno tali difetti e che fer |
loro origine logica appaiono piu significativi.



Cap. 1: La vaghezza ed i suoi paradossi

36




CAPITOLO 2
MODELLI MATEMATICI PER LA VAGHEZZA

“The increase of exactness leads to an
increase in the amount of information
whose relevancy then decreases until
a point is reached after which the
preciseness and relevancy are
mutually excluding characteristics.”
(Principio di incompatibilita di Zadeh)

1. Insiemi fuzzy: un modello matematico per la vagizza

Nel primo capitolo abbiamo mostrato qualche serapisempio
di ragionamento approssimato e le ragioni che portadefinire
una nuova logica. In questo capitolo cominciamo date le
prime definizioni formali riguardanti gli aspettsémantici’ della
logica fuzzy. Ora, poiché la semantica della logitassica si
basa sulla nozione di insieme, si pone il problesthacome
estendere in modo opportuno tale nozione e quingiaporre un
ragionevole modello matematico per la nozione disi&me
vago”. Il discorso pud essere introdotto facenderimento al
famoso principio di comprensione della teoria ddgkiemi.

Ricordiamo che una proprieRsi diceben definitain un insieme
S se preso un qualunque elememrtin S e possibile dire s&

verifica 0 menoP. Ad esempio, dettdN l'insieme dei numeri
naturali, la proprieta “essere pari” € ben definitaN. In teoria
degli insiemi il seguente principio gioca un rudadamentale.

Principio di comprensione (per meglio dire assioma di
isolamentd. Sia P una proprieta ben definita in un insier8e
allora la classe degli elementi dsche verifica P, cioé
['estensiondli P, &€ un insieme.

Ad esempio a proprieta come “essere primo” e “espari’, che
sono definite inN, corrispondono gli insiemi dei numeri primi e
dei numeri pari, rispettivamente.
Consideriamo ora proprieta vaghe come “grande’,“alto” .

.. “calvo”... che non sono ben definite. Problema:

e possibile applicare un assioma di comprensiongala

proprieta ?
In altre parole si pone il problema se abbiano cespressioni
come
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“l'insieme dei mucchi di grano grandj”
“l'insieme degli uomini alti”,
“l'insieme degli uomini calvi”?

Una possibile soluzione viene suggerita dalla noeidi funzione
caratteristica di un sottoinsieme

Definizione 1.1.Dato un sottoinsiemeX di un insiemeS la
funzione caratteristicali X é la funzionecy : S - {0,1} definita
ponendo, per ognS,

1 sd]S
cx(X) =
0 sdiIs

Proposizione 1.2.La corrispondenza dP(S in {0,1}° che
associa ad ogni elementXOP(S) la relativa funzione
caratteristica € biettiva. Pertanto & possibilafifieare I'insieme
P(S) delle parti diS con la classe {0, delle funzioni diSin

{0,1}.

Il fatto che un sottoinsieme 8isi possa identificare con la sua
funzione caratteristica suggerisce di rappresefiestensione di
una proprieta vaga con una fufizione caratteristica
generalizzatg cioe una funzione caratteristica che puo assamer
valori nell'intero intervalldJ.

Definizione 1.3.Dato un insieme non vuot8 un sottoinsieme
fuzzydi Sé una funzions: S - U di Snell'intervalloU. Diciamo

che s é crisp se s(x)[J{0,1} per ogni x[IS. La classe di tutti i
sottoinsiemi fuzzy & indicata cds?.*

! La definizione di sottoinsieme fuzzy & stata prég@a L. Zadeh in un
articolo de 1965 e, sotto il nome dimultivalued set
contemporaneamente da Dieter Klaua nel contesto daidio delle
logiche a piu valori. D'altra parte la nozione dsieme e di relazione
fuzzy e implicita in ogni approccio alla logica tiialued del primo
ordine. Ad esempio si consideri il libro di Chaniisler del 1966 dove
Si propone una interessantissima estensione demoltioni della teoria
dei modelli classica a quella che ora viene chiarfagica fuzzy.
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Coerentemente con I'uso comune, spesso inveceslaléssione
“sottoinsieme fuzzy” useremo quella, meno precdiidjnsieme
fuzzy”. Fissatox in S il valores(x) € interpretato come grado
di appartenenzali x ads. Poiché 0 ed 1 rappresentano il falso ed
il vero, nel cas®(x) = 0 diremo che non appartiene all’insieme
fuzzys, nel cas®(x) = 1 diremo che appartiene ad

Come nella matematica classica in cui una rel@zeédefinita
come un sottoinsieme di un prodotto cartesianolanielgica
fuzzy una relazione fuzzy pud essere definita couore
sottoinsieme fuzzy di un prodotto cartesiano.

Definizione 1.4.Dati gli insiemi non vuotD;,... D, unarelazione
n-aria fuzzy tra gli elementi di D..D, € un sottoinsieme fuzzy
: D1x...xD,, » U del prodotto cartesiaro;x...xD,,.

Esempi di relazioni binarie fuzzy sono “essere andi, “essere
piu bravo di” e cosi via. Nel seguito considereretoe tipi di
relazioni fuzzy: gli ordinamenti fuzzy e le equieake fuzzy o
similarita.

Proposizione 1.5.Possiamo identificare ogni sottoinsiemeSi
con la sua funzione caratteristica e quindi la s#d(S dei
sottoinsiemi diScon la classe {0,}dei sottoinsiemi crisp d&

In particolare possiamo identificar& con la funzione cs
costantemente uguale ad 1 e l'insieme vuotaon la funzione
Cco costantemente uguale a 0. Si noti tuttavia che uestp
secondo caso ogni insient ammette un “suo” sottoinsieme
vuoto. Cio € in contrasto con il fatto che il pipio di
ascensionalita in teoria degli insiemi, nellaffem@a che due
insiemi che hanno gli stessi elementi coincidormngorta che
esiste un solo insieme vuoto.

Spesso una proprietd di un insieme fuzzy si déerial
supporto di tale insieme. Ad esempio viene utiliadza seguente
definizione.

Definizione 1.6. Un insieme fuzzys si dice finito se il suo
supportoSupgs) = {xOS: s(x) # 0} e finito.
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2. Qualche giustificazione per la definizione propsta
Per giustificare in qualche modo la definiziondrdiieme fuzzy
supponiamo di dovere affrontare il seguente proalem

Problema: Dato un sacco di mele, mettere quelle buone in una
cassetta, quelle non buone in un‘altra.

buone npn buone

1 0
(logica binaria)

Nell'ambito di una logica a due valori il problemiarisolve in

maniera non completamente soddisfacente. Infatfpesemolte
mele non si avranno problemi nella collocazione,safranno
anche molte mele sulle quali si avranno forti dudbidebbano
essere messe nella cassetta delle buone o in qiedl& non
buone. Un modo piu adeguato di affrontare un tampito

sembra allora il seguente:

Problema: Dato un sacco di mele, metti quelle buone in una
cassetta, quelle non buone in un'altra e quelleldisei incerto
ancora in un'altra.

buone media scarto

1 0.5 0
(logica a tre valori)

In questo caso utilizziamo tre valori di veritd machiaro che
aumentando il numero di valori di verita si rieszk avere una
partizione piu rappresentativa della realtd. Adrgse potremmo
volere distinguere all'interno della scatola detiele buone due
livelli diversi con la prospettiva di mettere prezdiversi.
Potremmo addirittura accettare come possibili vatbrverita
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tutti i numeri reali dell'intervalloU. Ad esempio, potremmo
rilevare con qualche strumento il diametro e I'gi¢d di colore
rosso di una mela e poi ricavare con qualche faettaulin valore
numerico tra zero ed uno che esprima il grado ditddella mela
in funzione di tali grandezze. In tutti i casi, quaque sia il modo
di fissare i valori di verita, in qualche modo sidéfinito un
“processo” che assegna ad ogni mela un valoreagmresenta il
grado di bonta della mela: cioe si é rappresen#atezione di
“essere buono” con un sottoinsieme fuzzy.
Qui nasce la prima perplessita:

pur avendo fissato i valori di verita (numero degtiatoloni

con relative “etichette”) siamo sicuri che persodirerse non

diano diverse partizioni del sacco di mele ?
Immaginiamo che nel centid di rivendita all'ingrosso di mele
esista un operaio dedicato alla classificazionéedekele e che
guesto operaio sia un extra-comunitario provenieatein paese
povero. Allora mele piccole e con qualche macchieelsbero
considerate comunque non da gettare e quindi a rtedke
I'operaio assegnerebbe valore 0.4. Supponiamo eheemtroB
I'operaio che smista sia invece un ex stilistalitale costretto a
fare questo mestiere). In tale caso gli aspetétiestprendono il
sopravvento e le mele macchiate e piccole sarebbbesse nello
scatolone con etichetta 0 (da dare ai porci): ustig@o. Ed
allora:

- quale sara l'insieme fuzzy che rappresenta comettée la

nozione di mela buona ?
- ha senso parlare di un argomento, gli insiemi fuzhe é
inevitabilmente impregnato di tanta soggettivita ?

Un logico, un filosofo o un religioso che abbianeditato la
propria vita alla Verita non puo che cadere nedlongorto perché
la Verita € unica e non puo dipendere dai gustalkadstoria di
una persona (come € noto il Relativismo che impedialla
persone di scannarsi a vicenda per la propriaavériuno dei
grandi mali di questa epoca). Un imprenditore imvebe voglia
organizzare un nuovo centro di rivendita avrebbaan@oblemi.
Confronterebbe i ricavi del centdoe del centrdB ed opterebbe
per l'assunzione di un extra-comunitario o di urtdisga a
seconda di quali dei due centri risulti avere ggad#o di piu. In
altre parole per I'imprenditore l'interpretazioneretta di “mela
buona” & quella piu conveniente. La cosa non deverendere.
Infatti se ci proponiamo, con la logica fuzzy, dudiare il
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comportamento razionale del’'uomo nella vita quat@, non ci
dobbiamo lamentare troppo del fatto che le persag®nano piu
per massimizzare I'utilitd che per raggiungeredsita?

Ma l'interpretazione di un concetto vago non e ptatamente
arbitraria poiché in ogni parola € comunque sediatenun
significato non individuale. Nel caso del paradodeb mucchio
di grano, indichiamo coM l'insieme dei mucchi di grano e
rappresentiamo il concetto di “essere un mucchiocq”
tramite una funzions: M - U. Allora & vero che esistono molti
modi di sceglieres e quindi di modellizzare la nozione di
mucchio piccolo, tuttavia tale scelta non e congpteinte
arbitraria. Ad esempig(x) deve essere decrescente rispetto alla
cardinalita dix e tendere a zero quando tale cardinalita tende
all'infinito. Inoltre s deve assumere valore 1 almeno per i mucchi
con meno di cento chicchi. Questa non completatrartgta
consente di dire che un linguaggio vago puo tratemeet
informazione.

In conclusione, anche se non é affatto scontaedahozione
di sottoinsieme fuzzy sia uno strumento totalmeadeguato a
rappresentare i concetti vaghin questo libro accettiamo di
rappresentare con tale nozione la vaghezza e pnovia
costruirci un po’ di matematica.

3. Inclusione, unione, intersezione e complemento

Avendo definito la classe dei sottoinsiemi fuzzy uh dato
insieme, come secondo passo dobbiamo definireldzioae di
inclusione e le operazioni di unione, intersezier@®mplemento.

Definizione 3.1.Dati due sottoinsiemi fuzzg; e s, di un insieme
S, diciamo ches; einclusoin s,, e scriviamas,[1s,, ses;(X) < S(X)
per ognixJS

D’altra parte questa definizione é coerente cdatib che seX ed
Y sono sottoinsiemi di un insieme non vu&allora

2 Questo esempio mostra anche che la teoria desigirm fuzzy come la
teoria delle supervalutazioni accetta che ci sidimerse determinazioni
di un concetto vago. Tuttavia, a differenza delleoria delle
supervalutazioni, tali determinazioni sono a loottar insiemi fuzzy.

% Si vedano ad esempio le interessanti consideriadio®. Termini nel
suo “Su alcuni sviluppi delle scienze dell'infornaze”.
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XOY = cx(X) < eX).
Da notare che linclusione definita in questo madarisp nel
senso che due sottoinsiemi fuzzy o risultano inagpure no.
Come vedremo, € anche possibile definire inclusimaiduate
considerando il connettivo logico di implicaziote.questo caso
l'inclusione dipenderebbe dal tipo di logica fuzegnsiderato.

Per definire I'interseziongns, tra i due sottoinsiemi fuzzs
e s, dobbiamo definire in qualche modo il graden(s;)(X) con
cui un elementox appartiene a tale intersezione. Tale grado
“dipende” ovviamente dal grado di appartenenza dil s, e dal
grado di appartenenza ®iad s,, cioeé dipende dai valog(x) e
s,(X). Se indichiamo coml la funzione binaria it che esprime
tale dipendenza, possiamo affermare che il gradpplartenenza
di x allintersezione es|(X)(s(X), cioe porre §ns)(X) =
si(X)0sy(X). Da osservare che il valorg(X)s(X) € una
valutazione nella logica a piu valori dell’afferniaze

X appartiene ad;se x appartiene ad,s
dove le formule atomichex“appartiene ad$ e x appartiene ad
s,” sono valutate corg(X) e sx(X), rispettivamente. Pertanto
'operazione 0 deve essere vista come linterpretazione del
connettivo logicoe ed esistono quindi tante possibili definizioni
dell'intersezione quante sono le possibili defimigidi (.

Similmente per potere definire 'unione abbiamedgino di
definire una operaziongl in U in modo ches;(X)[1s,(X) possa
essere considerato come il grado di appartenenza dil]s,. Si
tratta quindi di effettuare una valutazione netigita a piu valori
dell'affermazione

X appartiene ad s oppureappartiene ad s’
Pertanto l'operazioned deve essere vista come una
interpretazione in una logica a piu valori del cettivo di
disgiunzione. Infine per definire il complemenrty € necessaria
una operazione ~ tale chesx) possa essere considerata una
valutazione dell’affermazione

none vero che x appartiene ad s

Pertanto ~ sara l'interpretazione del connettivdi negazione.

Tali considerazioni mostrano che per potere definie
operazioni di intersezione, unione e complementia méasseU®
dei sottoinsiemi fuzzy db abbiamo bisogno di avere definito in
U tre operazioni], 01, —.
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Definizione 3.2.Unastruttura di valutazionén U & una struttura
algebrica del tipe/ = {U, <, [0, O, =, 0,1} che estende l'algebra
di BooleB, = ({0,1}, <, min, max1-x, 0, 1).

Quest'ultima condizione & necessaria se voglian® lahogica
fuzzy sia una estensione di quella classica (cbsaviene sempre
fatto in letteratura). Ad esempio possiamo considela struttura
vV=U,00-,0, 1) dove, per ogm,yd U,

Xy = Min{x,\t, xXy=Max{x,\}, -(X)=1x. (3.1)
Piu in avanti esamineremo quali proprieta e ragioteche siano
verificate da una struttura di valutazione.

Definizione 3.3. Sia S un insieme eV una struttura di
valutazione, allora dati due sottoinsiemi fuzzye s,, definiamo i
sottoinsiemi fuzzys,[1s,, s;n's; € 5, ponendo, per ogixJS

(s10%2)(¥) =s1(x)0sx(X) ;

(1N )(X¥) = si(¥)0sx(X) ;

(-s)(¥) = ~su(X).

E’' possibile riformulare le definizioni ora date itermini
algebrici utilizzando la nozione gotenza dirett4.

Definizione 3.4.Data una struttura algebridadi dominio A ed
un insieme non vuot8 chiamiamapotenza diretta con insieme di
indici in S la struttura algebricaA®> che ha come dominio
l'insieme A°delle funzioni diSin A ed in cui ogni operazione
ariah in A & estesa ad una operaziamaria h in A° definita

ponendo
h(f,...fn)(X) = h(fi(X),...fa(X)).

Se in A esiste un elemento che gioca un ruolo particolare
(elemento neutro od altro) allora questo elementenes
identificato inAS con la funzione costantemente uguate a

Ad esempio s&\ coincide con I'anellR dei numeri reali e
con linsieme N dei numeri naturali alloreR" & la struttura
algebrica il cui dominio é l'insieme delle successidi numeri

reali ed in cui sono definite le operazioni di ailolhe e

% lettori che non amano i formalismi matematici Pmso

tranquillamente saltare questa parte.
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moltiplicazione di due successioni e quella di ggpodi una
successione. L’elemento neutro O dell'addizione Rnviene

identificato con la successione costantemente agual 0.

L’elemento neutro 1 della moltiplicazione vieneriticato con

la successione costantemente uguale ad 1. In quest® si

definisce I'anello delle successioni di numeri reBh osservare
che la potenza diretta & conserva tutte le proprieta 4i che

siano esprimibili tramite equazioni. Ad esempio deoprieta
commutativa ed associativa della somma e del prodatR

vengono ereditate dall’anello delle successioni.slacessione
costantemente uguale a 0 &€ elemento neutro rispgtaomma
di successioni. La successione costantemente uqdild e
elemento neutro rispetto alla moltiplicazione.

Se invece consideriamo la potenza direttB,dion insieme di
indici in Sotteniamo la struttura algebriga® = ({0,1}° n, O, -,
Co, &) dove n, O e — sono le operazioni in {0,f} definite
ponendo, per ogm, ¢, in {0,1}°

(cinc2)(¥) = min{cy(X), c(X)} ;

(ciler)(¥) = max cu(x), ca(X)} ;

(-c)(x) = 1ci(x).

Abbiamo gia visto come sia possibile identificaP¢S) con
{0,1}°. Consideriamo oraP(S) come struttura algebrida(S) =
P9, n, O, -, 0,9, che, come & noto, viene dettlgebra di
Boole dei sottoinsiemi di &' immediato verificare il seguente
teorema.

Teorema 3.5 ’applicazioneH : P(S) - {0,1}° definita ponendo
H(X) = cx € un isomorfismo tra l'algebra di BooR(S) e la
potenza dirett®,.

Analogamente possiamo provare il seguente teorema.

Teorema 3.6.SiaSun insieme &/ una struttura di valutazione,
allora 'algebra dei sottoinsiemi fuzzy 8ié la struttura algebrica
V= (US [, n, -, ¢, Co) che si ottiene come potenza diretta/di
con insieme di indiciS. Tale algebra & una estensione della
potenza dirett®,%e quindi dell'algebra di BoolB(S).

Definizione 3.7.La struttura algebric® viene chiamatalgebra
dei sottoinsiemi fuzzy di S.
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Naturalmente le proprieta dell'algebra dei sottigimg fuzzy di
un dato insieme dipendono dalle proprieta dellattstra di
valutazione considerata, cioé dal tipo di operazian O e O
definite inU. Infatti vale la seguente proposizione.

Teorema 3.8.Tutte le equazioni e disequazioni che valgony¥' in
valgono anche iiv°. Le equazioni e disequazioni soddisfatte da
V® sono soddisfatte ancheBa e quindi nella logica classica.

4. Norme, conorme e negazioni

A mio parere tentare di individuare una particolateittura di

valutazione che rappresenti la “vera” logica furmn ha molto
senso. Infatti, se ci si riferisce, come é ragiateyvall'intervallo

[0,1], allora per questioni di cardinalita, non pwalere un
teorema di completezza funzionale come invece aevieella
logica proposizionale classica. Quindi € inevi@lihe dovendo
rappresentare situazioni nuove si debba esserdi @mdrusare
operazioni nuove non definibili da quelle gia figsa

Nel seguito indichiamo alcune classi di struttudd
valutazione che sembrano di maggiore interesse.

Come abbiamo gia detto, una condizione irrinunEad che
le operazioni], J e O quando siano ristrette a {0,1} coincidano
con le usuali interpretazioni dei connettivi logidella logica
classica. Inoltre supponiamo ad esempio di volete c
I'operazione di intersezione verifichi le proprieta

- (5NN =8N (SN ) (associativa),
-SINS =5 NS (commutativa),
-SNCs=S$S Sé€ I'elemento neutro),
-5 s, = snssns (monotonia).

Se si tiene conto della proposizione 3.8, appaideate che é
necessario considerare la seguente classe di apgraz

Definizione 4.1.Un operazionél in U che verifichi le proprieta :

- (xOy)Oz =x0O(yd2) (associativa),
- xOy =yx (commutativa),
-x01 =x (1 e I'elemento neutro),
-Xx<y=xUz<sylz (monotonia),

dove x, y e z sono elementi dU prende il nome dnorma
triangolare (si veda [Schweizer e Sklar 1983]).
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In letteratura gli esempi principali di norme trigtari si
ottengono ponendo

X0y = min{x,y} (norma di Zadej

X[y = xi¥ (norma della moltiplicazione usudle

xOy = Kk+y-1}, (norma di Lukasiewigz
dove con [4|: R - U denoto lafunzione di normalizzazione
definita ponendok}, = x sexU, x|, = 0 sex<0 e k|, = 1 sex>1.

La seguente proposizione evidenzia alcuni aspetéli norme
il cui interesse apparira nel seguito. La noziohgotienzan-esima
di un elementoydi U rispetto ad una norma triangoldreviene
definita al solito modo tramite le equazioni

Y=y Y=oy

Proposizione 4.2Siay0 U diverso da 0 ed 1, allora

- se 0 e l'usuale prodotto allora, per ogni= 1/(1-), ' #0 e
lim, .. Y =0;

- sel] é la norma di tukasiewicz allogd= 0 elim,_., ' = 0;

- sel & il minimo alloray’= y# 0 per ognn elim,_., ) # 0.

Una ampia classe di norme triangolari viene datta da&guente
proposizione di cui omettiamo la dimostrazione (sda
[Valverde 1985]). Nel seguito, detto un elemento di [G]
chiameremsomma troncata a livellolloperazione t+definita in
[0,]] ponendo

xHy = min{x+y,l}.
Da notare che nel seguito consideriamo la semiesitasa [09]
in cui si assume che sia maggiore di tutti i numeri in [©) e
chex+oo = co+x = o per ognix[0, o].

Proposizione 4.3.Siaf : [0, 1] — [0, +] una funzione continua,
strettamente decrescente e tale €19 = 0. Postol = f(0),
definiamo l'operazioné&l ponendo, per ogm, yin [0, 1],

Ly =)+ f(y)
Allora [0 € una norma triangolare continuafédun isomorfismo
tra la strutturald, O) e la struttura ([0], +).

La funzionef prende il nome dgeneratore additivali . Se ad
esempid(x) = 1x allora nel caso sety-1=0 risulta chex(y = 1-
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(1-x+1+y) = x+y-1 mentrex(ly = 0 altrimenti. Pertant@l coincide
con la norma di Lukasiewicz. $&) =-Log(x) allorax(y =
10r°%*esl) =y e quindil coincide con l'usuale prodotto.

Le proprieta che vorremmo fossero verificate dailbne di
due sottoinsiemi fuzzy sono le stesse dell'intaosez salvo |l
fatto che sarebbe desiderabile che l'insieme vuct®e noi
identifichiamo corcg, funga da elemento neutro.

sicp =s
Per ottenere questo dobbiamo supporre che O si@erte neutro
delloperazione 1. Pertanto sembra ragionevole la seguente
definizione.

Definizione 4.4. Chiamiamo co-norma triangolare una
operazionel : UxU —U tale che:

- (xOy)Oz =x0O(yd2) (associativa),
- xOy =yx (commutativa),
-x00 =x (O e I'elemento neutro),
-X<y=xlz<yllz (monotonia),

dovex, y e zsono elementi du.

In realtd usualmente le co-norme vengono definifgadire da
una data norma ed una data negazione. Infattiddewaonservare
la legge di De Morgan
siUs, =-(-s1n-s)

e per ottenere questo abbiamo bisogno di intemgreih
connettivo di negazione e poi imporre che le operazl, [0 e O
siano legate dalla equazioxigy = ({[x(0y). Cio significa che e
opportuno concentrare la nostra attenzione sulapretazione]
del connettivo logicer di negazione.

Ora, se si vuole ottenere la legge di doppia riegazcioe la
proprieta—<—s)) = s, allora la funzionell deve verificare la
proprieta

(X)) =x (doppia negazione)
Inoltre & evidente ch@deve essere decrescente
X<y = Ox) = Oy) (decrescenza).

Questo perché piu un’ asserzioAe: vicina al vero piu la sua
negata deve essere vicina al falso. Infine, poidgtiamo che-
estenda la negazione classica, dobbiamo richiederdee che

Ho)=1 ;1) =0.
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Definizione 4.5.Chiamiamobuona negazion@na involuzione
decrescente che scambi 0 con 1, cioé una funziorié—U tale
che

(X)) =x (doppia negazione)
X<y = Hx) = Oy) (decrescenza)
[{0)=1 ;[1)=0. (estensione)

Una funzione molto semplice che verifica tutte gaeondizioni
si ottiene ponendo

x) = 1x.
Tale funzione non € unica, ad esempio le condizieomo
verificate anche dalla funzione

%) = V1-x
che si ottiene proiettandoxitramite la funzione radice quadrata.

D’altra parte non é difficile caratterizzare tutle buone
negazioni. Infatti vale la seguente proposizione.

Proposizione 4.6Una funzionel: U—U €& una buona negazione
se e solo se e una funzione decrescente e simandspetto alla
bisettrice del primo quadrante. L'unica funzioneehre che
verifica tali condizioni e la funziongx) = 1x.

Nel seguito supporremo sempre chesia lineare, cioé che
coincida con 1x.

Una volta che si sia definita una norma ed unanauo
negazione, si perviene alla seguente definizione.

Definizione 4.7.Chiamiamoco-norma associata alla norma
ed alla negazioné] I'operazione ] definita dall'equazione

xOy = OxO0y). (4.1)
In altri termini la co-norma associatala e la proiezione diJ
tramite (1

Tale definizione deve essere giustificata dalla usate
proposizione.

Proposizione 4.7 'operazionell definita tramite (4.1) € una co-
norma triangolare.
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Ad esempio:
- La co-norma associata al minirae il massimadl.
- La co-norma associata al prodotto €& definita pdoe
Xy = x+y — xy.
- La co-norma associata alla norma di tukasiewicdeénita
ponendo,

xay = K+y.

Nota. Abbiamo legato le definizioni di intersezione adane di
due insiemi fuzzy alla interpretazione dei conmettogici e
quindi alle norme ed alle co-norme scelte. Tuttane#la teoria
degli insiemi classici &€ possibile anche dare uefinzione di
tipo “reticolare” per tali operazioni. Infatti pdamo definire
I'intersezione di due sottoinsierXi ed Y come il piu grande dei
sottoinsiemi contenuti sia iX che inY, cioé come l'estremo
inferiore traX edY. Similmente possiamo definire 'unioweme
il pit piccolo dei sottoinsiemi contenenti stacheY, cioé come
I'estremo superiore trf edY. Se si adotta questo punto di vista e
si vogliono definire l'intersezione e I'unione diuel sottoinsiemi
fuzzy s, ed s, come estremo inferiore ed estremo superiore nel
reticolo US,0), allora si ottengono due definizioni che non sono
legate alle norme triangolari. Piu precisamenteptg@ngono le
seguenti definizioni

(s1ns) =Min{s,(X),5(¥)} ; (sis2) = Max{ si(x),s:(X)}
che si riferiscono quindi alla norma di Zadeh eld ab-norma
associata.

5. E’ l'uso dei connettivi ad imporre la normalizzaione
La considerazione dei connettivi logici e delleati®le operazioni
insiemistiche permette di porre in evidenza pegibénecessario
normalizzare'informazione relativa a predicati vaghi utilizain
per tutti i predicati una stessa struttura di \atigne. Infatti si
pone il seguente problema:
Perché considerare “alto”, “ricco” predicati vaghie non
riferirsi direttamente all'altezza misurata in cametri o alla
ricchezza misurata in milioni ?
In fondo I'attivita di misurare potrebbe esserdavigroprio come
una risposta scientifica alla considerazione dippeta che
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possono essere attribuite ad un oggetto con graelisil Per fare
ancora un esempio, la nozione di velocita potredssere proprio
la precisazione della proprieta “veloce”, la noaali peso una
precisazione della proprieta “pesante” e cosi. via

Per rispondere a tale questione consideriamo athmEe

I'informazione rappresentata dalla seguente tabella

matricola |pagato tasse altezza ricchezza
23222 0 1.66n 3ml

32122 1 1.9, 0.3ml
22223 0 1.56 0.003 ml
32454 1 1.5 0.8 ml

e supponiamo che tale tabella sia stata “tradotédfa seguente
in cui sono coinvolti solo valori di verita:

matricola pagato tasse | altezza ricchezza
23222 0 0.6 1

32122 1 1 0.8

22223 0 0 0

32454 1 0.3 0.6

Indiscutibilmente

la seconda tabella appare

I'informazione in modo peggiore della prima. Cionea altro per
una certa arbitrarietd insita nella normalizzazioffeittavia
proviamo ad interrogare tali tabelle chiedenddammi I'elenco
di tutti gli studenti_alti e non ricchi In tale caso la prima tabella
non e affatto utile. Solo la seconda tabella, msied una fissata
interpretazione dei connettivi, pud fornire unaposta. Ad
esempio sé&l e il minimo el(x) = 1x avremo la tabella:

® Sj veda in proposito il paragrafo 13 del quartpiitdo in cui si parla
della teoria medioevale delle qualita graduate.
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matricola pagato tasse | alto e non ricco
23222 0 0

32122 1 0.2

22223 0 0

32454 1 0.3

In altri termini l'informazione fornita da nozionvaghe puo
essere elaborata solo dopo chepunocesso di normalizzazione
abbia ridotto i diversi pezzi di informazione ad ambiente
comune che nel nostro caso € l'intervadllo Tale processo di
normalizzazione si esprime, nel caso della ricchezamite una
opportuna funzione, : N — U, nel caso dell’altezza tramite una
opportuna funzione, : [0,2]:—U. Naturalmente il fatto che sia
necessario normalizzare non vuole dire che sia lefaci
normalizzare. Infatti & evidente che parole con™a “ricco”
possono essere interpretate in infiniti modi e tueerché un
concetto vago non solo & vago ma & anche ambigatirdDparte
se si accetta che la nozione di “alto” puo essappresentata da
diversi insiemi fuzzy, € anche naturale accettane alcuni
insiemi fuzzy possono essere considerati buap@resentazioni
ed altri meno buone. Ma a sua volta la nozione lioha
rappresentazione” & una nozione vaga e quindi srettbe
interpretare la nozione di “grande” con una clafsezy di
insiemi fuzzy.

Ma anche questo non sembra bastare, infatti una
interpretazione che sembra buona (ad esempio abiteticon
grado 1) in un contesto potrebbe essere non buone ialtro
contesto. Nella nostra mente esiste una nozionaltdi che
cambia continuamente. La stessa interpretazion®rsepotersi
evolvere nel tempo in un gioco linguistico diffioiénte
dominabile dal formalismo matematico. Come abbiagia
osservato, stranamente la traduzione in inglesef@ncese della
parola “grande” non & poi tanto ambigua. Si pu@raffire che
“big” e la traduzione esatta di “grande”. Si poa#ora Il
problema:

se non esiste una interpretazione univoca di urcea vago
come si puo dire che tale concetto é traducibilemodo
univoco, come di fatto avviene?
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Sembrerebbe che la parola grande corrisponda nom fpaeciso
“insieme di oggetti grandi” ma piuttosto ad un nETGEMO
linguistico complesso e flessibile. Quando si tedla parola
grande in realta si traduce un tale meccanismaiitigo.

6. Altri connettivi: implicazione, equivalenza, ne@zione
Un altro importante connettivo logico €& limplicane che
ovviamente deve essere interpretato da una oppodp@razione
binaria— in U. Per capire come deve essere fatta tale operazione
teniamo conto del fatto che, piu che un significegmantico, il
connettivo di implicazione ha un ruolo all'intermi@ll'apparato
dimostrativo con particolare riferimento alla remgalel Modus
Ponens. Ora, supponiamo di sapere che
- 'asserzionéA vale con grada
- I'asserzioneB vale con gradd
allora dobbiamo assegnare alla form@la-»B un valorex che
renda il Modus Ponens una regola di inferenza aalitbbbiamo
tenere conto del fatto che, come abbiamo vistoesaminare il
paradosso del mucchio di grano, tale regola ag#cenodo
seguente:
ESSENDO A é provata con grad®
E A —Beé provata con grado
ALLORA

Be provata con gradailx
Ora, come vedremo, il grado con cui € provata omadla viene
interpretato come un limite inferiore al valore \dirita della
formula. Allora, perché il gradalx sia corretto deve essere
alIx<b. In altre parole una valutazionedella formulaA —B
rende il Modus Ponens corretto se e solal$e<b. D’altra parte
per non perdere informazione, conviene attribuirg limassimo
valore possibile per cui cid accada. Si pervieneral alla
seguente definizione

a —b = Sug xOU : alix<b}

che funzionerebbe bene se tale estremo superi@se fon
massimo, cioé se foss#l(a— b)<b. Cio accade sél e una
norma triangolare continua. Infatti, essendo laziome f(x) =
allx continua e crescente, I'insiem&dU : alx<b} = f*([0,b])
sara un intervallo chiuso. Perveniamo allora alkguente
definizione.
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Definizione 6.1 Data una norma triangolare continua,
chiamiamo implicazione associata al o residuo di O,
I'operazione binaria definita da:

a—b =Max{xdU : aldx<b}.

Ad esempio, sél coincide con il minimo allora abbiamo che
a—b=1sea<b
a—b=Dbsea>b.
Se coincide con il prodotto allora
a-b=1 sea<b
a—b = |p/al, sea>b
Se[J coincide con la norma di Lukasiewicz allora
a-b=1 sea<b
a—b=b-atl sea>b.
Si dimostra che il residuo verifica le seguentigpieta.

Proposizione 6.2.L'implicazione — associata ad una norma
triangolare continua verifica le seguenti condizion

i) a>b=1 se e solo sb,

i) — & decrescente rispetto alla prima coordinata scerge
rispetto alla seconda

iii)aldx<b < x<a—b

iv) (a-b)d(b-c)<a-c.

Negli approcci piu interessanti alla logica fuzizyparte da una
norma triangolare continua e poi si definisce l'iicgzione come
residuo. Poi si passa a definire la negazione quivalenza al
modo seguente.

Definizione 6.3. Prende il nome dnegazione associata alla
norma triangolare], la funzione definita ponendo

~@ =a-0=Max{xOdU : allx = 0}.
Prende il nome dequivalenza associatala I'operazione binaria
~ definita ponenda~ y uguale aX- y)d(y- X).

Ad esempio, sél coincide con il minimo allora abbiamo che
~a=1sea=0
~a=0sea>0
ao-b=1sea=b
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a-b=alb seazb
Se( coincide con il prodotto allora
~a=1 saea=0
~a=0sea>0
ao-b=1sea=b
a- b=min{ab}yy maxXab} seazb
Se[J coincide con la norma di Lukasiewicz allora
~a=1a
a-b=1-g-b.
La seguente proposizione elenca alcune delle mtdpdi tali
operazioni.

Proposizione 6.4La funzione ~ verifica le seguenti condizioni
i) ~a=1 seesolose=0,
ii) ~ & decrescente
iii)aldx=0< x<~a
La funzione verifica le seguenti:
i) aob=1 seesoloseb,
||) asb=beo a,
i) (aob)dboc)<caoc.

7. Interpretazioni fuzzy

Passiamo ora occuparci della semantica, cioé tedigorecisare
che cosa significhi interpretare un linguaggio eleetti nozioni
vaghe. Per semplificare le cose supporremo chigilidggio per
la logica del primo ordine fuzzy non sia diversoqieello della
logica classica.

Definizione 7.1.Si chiamaalfabetoun qualunque insieme finito
A. Chiamiamoparola in Aogni n-pla @y,...a,) di elementi diA.
Indichiamo conA™ I'insieme di tutte le parole i e chiamiamo
linguaggio formaleun sottoinsieme di".

In accordo con l'uso comune, indicheremo @n.a, la parola
(ay,...an). Tipico esempio di alfabeto e [lalfabeto Morse,
costituito da punto e linea, o l'insieme delledett che sono su di
una tastiera del computer.

Definizione 7.2Un alfabeto per la logica del primo ording un
insieme costituito, oltre che dagli usuali conwettgici [, [, —,
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=, dalla virgola, dalle parentesi (, ) e dai quacdiori O, []
anche da:

- un insieme non vuot@ di costantj

- un insiemeReldi simboli perrelazioni

- un insiemeOp di simboli peroperazion;

- una funzionar : (Rel1Op) - N dettaarita.

- una successiong, X, ... di simboli chiamatvariabili.
Ses [ ReldOp edar(s) =n, allora diremo che én-aria.

Il inguaggio delle formule viene definito al modeguente.

Definizione 7.3.Chiamerematermine ogni parola che si possa
costruire secondo le seguenti regole:

- ogni variabile € un termine

- ogni costante € un termine

- sety,...tn sono termini ech € il nome di una operaziomearia
allorah(ty,...t,) € un termine.

In altre parole un termine e la descrizione di lgodtmo che
utilizza solo le operazioni e le costanti che afgagono al dato
linguaggio. Nella terza regola abbiamo utilizzato Hotazione
prefissa in cui il nome della funzione viene poatlinizio del
termine. Tuttavia per i simboli di operazioni hiieasi preferisce
di solito utilizzare la notazione infissa che caissinell’applicare
la seguente regola:
- sety, t, sono termini €0 € un simbolo per una operazione
binaria, allorat})o(t;) € un termine.
Ad esempio consideriamo un linguaggio come queditadeoria
degli anelli in cui sono presenti i nomi di operadi+, []- e le
costanti 0, 1. Allora i polinomi di una o piu vabik sono esempi
tipici di termini. Sono ancora esempi di terminpessioni del
tipo,

(1+1)oH-(Xa)), ~((x+1)[(L+0)).
Naturalmente nel linguaggio comune dei matemaiidgiss un
modo piu agile di quello della definizione 7.1 mEmotare un
termine. Ad esempio si utilizzano simboli comey, z per
denotare le variabili e si omettono le parentesangio non
sembrano necessarie. Con tali semplificazioni i deemini
indicati sopra possono essere rappresentati, tivgeente, con
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2[y-X), -(x+1){1+0). Inoltre si utilizzano scritture del tipd, x°,
x* ... per denotare®, (XXX, (XXX ...

Definizione 7.4.Unaformula atomicae una espressione del tipo
r(ty,...t,) dover & un simbolo per una relazionearia et,... 1,
sono termini.

Per le formule atomiche costruite con un simbolo neéazione
binaria i matematici preferiscono di solito la redene infissa.
Pertanto scriveranndg+2 = 0 ex’+y’<x-2[Z invece che 3¢+2, 0)
e <(X*+y* x-2[3), rispettivamente.

Definizione 7.5.Un linguaggio del primo ordine é linsiente
delle parole in un alfabeto del primo ordine de@irmssumendo
che

- ogni formula atomica é una formula,

- sem,a» sono formule, alloradh) [ o), (a) () e (@1)—(a2)

sono formule,

- sea € una formula, allora(a) & una formula,

- sea e una formula & € una variabileallora Ox(a) e [x(Q)

sono formule.

Una formula eground se in essa non compaiono variabili o
guantificatori. Un atomo ground viene chiamatatto. E’
evidente che una formula ground e ottenuta compmédatti
tramite i connettivi logici. Le nozioni diccorrenza libera di una
variabile in una formula, é definita come al solito. Unanfiafa
detta universale se €& del tipolxy,...[0x,(@) con a priva di
guantificatori. Scrivereme(xy,...X,) € a(Xy,...X,) per sottolineare
che le variabili che compaiono i a sono traxy,... X, .

Per interpretare un linguaggio del primo ordindantogica
classica si fissa un insieme non vuddo chiamato dominio.
Inoltre ai nomi propri (le costanti) presenti nehguaggio
vengono associati elementi del dominio, ai simbbk denotano
proprieta vengono associati sottoinsiemi i ai simboli che
denotano relazioni vengono associate relaziom.iRertanto in
logica classica una interpretazione € una cofpig (loveD e un
insieme ed e una funzione che associa:

- ad ogni nome di relaziormreariar una relaziona-arial(r) OD"
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- ad ogni nome di operaziomeariah una operaziong-arial(h) :
D"-D
- ad ogni nome di costanteun elementad(c) [ID.

Non é difficile estendere un tale modo di procedsla logica
fuzzy. E’ sufficiente assumere che i simboli ragerganti
proprieta o relazioni siano interpretati con sos@mi fuzzy o
con relazioni fuzzy.

Definizione 7.6.Una interpretazione fuzzgi un linguaggio del
primo ordine € una coppi®(l) doveD & un insieme non vuoto
chiamato dominio ed | € una funzione che associa ad ogni
costantec un elementd(c) di D, ad ogni simbolo per operazione
n-ariah una operazione-arial(h) : D" - D ed ad ogni simbolo
di relazionen-ariar una relazion@-aria fuzzyl(r): D" - U.

A volte chiamero anchstruttura fuzzyuna interpretazione
fuzzy e diro ché(r) el'estensionalel predicata. Ad esempio in
una situazione in cui sono presenti alcune persdriamate
Mario, Luigi e Maria ed in cui si considerino dei predicati come
amico, giovane allora una interpretazione sara data da un
dominio D costituito dall'insieme delle persone di un datstpo
da tre persone particolar{Mario), I(Luigi) e I(Maria) di cui
conosco il nome, da un insieme fuatgiovang : D — U che &
I'estensione del predicatgiovane e da una relazione fuzzy
I(amicg : DxD — U che e I'estensione del predicamica

8. Semantica vero-funzionale

Per potere definire il valore di verita di una azsme rispetto ad
una data interpretazione dobbiamo prima definire cbsa sia
l'interpretazione di un termine. Procediamo esattat® come
nella logica classica.

Definizione 8.1.L’interpretazione di un terminele cui variabili
siano comprese tra,...X, € la funzionen-aria I(t) : D"—D
definita ponendo
- 1(t)(dy,...d) = d set coincide corx;
- I(t)(dy,...dy) =1(c)  set coincide con la costante
- 1(t)(dy, ... dy) = 1(h)(1(t)(dy,... dn),..., [(tp)(dy,... Or))

se h(ty,... tp).
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Pertanto se un termine & una descrizione di unritigo
algebrico, la sua interpretazione e la funzioneciitts da tale
algoritmo.

Detto questo, per ogni formula le cui variabili libere sono
tra Xi,...X,, € per ognid,,...d, vogliamo definire il valore
I(a,dy,....d)) che prende il nome dvalore di veritadi a
nell'interpretazione (D,I) quando le variabili lilbe in a siano
interpretate con d...,d,.

Definizione 8.2.Data una interpretazion®/) sia a(xy,... X,) una
formula le cui variabili libere o vincolate siama ks, ... x,. Allora
definiamo il valord(a,dy,...,d,) ponendo:

-1(r(ty,... £p), d,...dn) = 1) (1(t)(dy, ... dn),..., () (D, ... D)),
I(nHay), dy,... dn) = (a1, Oh,... dn)Ol(a, dy,... dy),
I(n0a), ay,...0n) = 1(a1, dy,...dn)01(a, dy,... 0n),
(=), dy,...0h) = (a1, ... 0h) — (a2, dy,... dh),
1=(a), dy,...dn)  =L(a, dy,... o)),
_I(Dxi(a), d]_,...,dn) = IndeD l(a, dl,...,di_l, d,di+1,...,dn)
- _I(DQ(O’), dl,...,dn) = SUQDD l(a, dl, cen ,di_l, d,di+1, ven ,dn).

Se a non ha variabili libere allor&(a,d,,...,d,) hon dipende da
dy,...d, e quindi possiamo scrivetéa) al posto dil(a,dy,...,dy).
Sea ha come unica variabile libexaalloral(a,dy, ... d,) dipende
solo dad; e quindi possiamo scriverga, x/d) al posto di
I(a,dy,...,dy). Sea e una formula €lx,...0x,(a) la sua chiusura
universale poniamo

1(a) = [(Oxq,...0%( ).
La definizione 2 fornisce un modo di valutare lenfale che si
dice vero-funzionalein quanto il valore di verita delle formule
composte é funzione dei valori di verita delle comgnti.

Possiamo ora dare la nozione di modello di uresiatfuzzy
di assiomi, concetto che sara esteso e sviluppaltgnessimo
capitolo.

Definizione 8.3.Consideriamo un insieme fuzay: F - U di
formule, allora una interpretazione fuzzp,) e chiamata
modello di vse risulta ché(a)=v per ogni formulaa. In questo
caso scriviaman k v.
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Come avviene nella logica classica, l'insieme fuzzwiene
chiamato insieme fuzzy delle ipotesi insieme fuzzy degli
assiomi. Nel prossimo capitolo torneremo su tale definizione
estendendola alle semantiche non necessariamente- ve
funzionali. In particolare, s€ &€ un insieme di formule (che come
al solito identifichiamo con la relativa funzionaratteristica),
una struttura fuzzyq,l) si diramodello del sistema T di assiomi
se (@) = 1 per ogni formulag OT. Nei prossimi paragrafi
considereremo vari esempi di modelli fuzzy di tealassiche.

9. Esempi: preordini ed ordini fuzzy

Per mostrare che cosa si debba intendere per racelty di

una teoria, in questo e nei prossimi paragrafi ickemeremo

alcune classi interessanti di strutture fuzzy. Guiamo con
strutture di tipo puramenteelazionale e precisamente con i
preordini fuzzy. A tale scopo partiamo da un linggia che

contiene solo un nome di relazione bind&ia

Definizione 9.1.Chiamiamaol-preordineogni modello fuzzy dei
seguenti due assiomi

Al OxR(X,X) (riflessivita)

A2 OxOyOz((RXY)OR(Y,2)=R(x,2) (O-transitivita)

Poiché nel nostro linguaggio esiste un solo nomeekizione,
una interpretazioneD(l) di un tale linguaggio & definita da una
coppia D,r) dove D e il dominio edr = I(R) € la relazione
binaria fuzzy utilizzata per interpretare

Proposizione 9.2.Una interpretazione fuzzyD( r) &€ un O-
preordine se e solo se soddisfa le condizioni:

al.r(x,x) =1;

a2.r(x, y)r(y, 2 < r(x, 2).

| O-preordini crisp coincidono con i preordini. Esempi
interessanti dil-preordine sono le relazioni di preferenza. Infatti
€ naturale accettare che una relazione di prefarsiazgraduata
in quanto e sensato considerare anche il gradoefénenza che
un individuo puo avere per un oggetto rispetto maltro.
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Definizione 9.3.Chiamiamol-ordine un modello degli assiomi
Al ed A2 e dell'assioma

A3 OxOy((RXY)OR(Y,X)=x=Y).

E' immediato verificare che tale assioma corrisponalla
condizione

a3 f(x,y)0r(y,x) 20 = x=y.
Tuttavia i “fuzzisti” invece che tale condizioneefgriscono la
seguente, piu debole,

a3 (r(xy) = 1(r(yx)=1)= x=y.
Una formula del primo ordine che corrisponda adm® essere
scritta, ad esempio, in un linguaggio che abbiacannettivo
logico veroche e interpretato dalla funziomero: U — U definito
dal porrevergx) = 1 sex = 1 everqg(x) = 0 altrimenti.

Definizione 9.4.Un O-ordine in senso debolé un-preordine
(D,r) tale che

A3" (veroR(x,y))CiveraR(y,x)) = X =y.

E’ evidente che ilJ-ordini crisp coincidono con gli ordini
classici. Le inclusioni graduate costituiscono unteressante
classe diJ-ordini in senso debole.

Definizione 9.5. Sia S un insieme non vuotol] una norma
triangolare continua e- il relativo residuo. Allora lal-
inclusioneo inclusione graduata associata &l € la relazione
binaria fuzzyi definita in U° ponendo, per ogni coppig t di
sottoinsiemi fuzzy d§

i(st) =Inf{s(X) - t(x) : xOS}.

Da notare che la relazione [diinclusione € di tipo logico poiché

si ottiene interpretando in una logica a piu valespressione
“per ogni x,se x appartiene ad s allora x appangea t.”

In cio si differenzia dall'inclusione graduata wistcome

probabilitd condizionata proposta da Kosko di cbbiamo

parlato alla fine del primo capitolo.

Proposizione 9.6.La relazione fuzzy dil-inclusione & un-
ordine in senso debole.
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Da notare che la relazioneldtinclusione si ottiene interpretando
in U l'espressione
“per ogni X, se x appartiene ad s allora x apparte a t.”

10. Esempi: le similarita

Un’altra classe molto importante di strutture fuzggno le
similarita che corrispondono alle relazioni di e@lénza nella
matematica classiéa.

Definizione 10.1. Chiamiamo O-similarita ogni O-preordine
simmetrico, cioé ogni modello degli assiomi Al, A2
dell'assioma

A4 OxOy((Rx,Y)=R(y,x)) (simmetria).

Owviamente se§ €) € una struttura fuzzy allora A4 e verificata
se e solo se

a4 e(xy) = e(y,x).
Le similarita crisp coincidono con le (funzioni a#eristiche
delle) relazioni di equivalenza e quindi prendohoname anche
di equivalenze fuzzy

Possiamo ottenere esempi di similarita nella elas®i
sottoinsiemi fuzzy di un dato insierge

Definizione 10.3.Sia S un insieme non vuoto,] una norma
triangolare continua e- la relativa equivalenza. Allora la-

uguaglianzatra insiemi fuzzy € la relazione binaria fuzey

definita inU® ponendo, per ogni coppiatdU®

eqst) =Inf{s(X) o t(x) : x11S}.

La definizione dieq € di tipo logico nel senso che si ottiene
interpretando iJ I'espressione

“per ogni X, x appartiene ad s se solo se x appag a t.”
Non é difficile provare la seguente proposizione.

® Le prime definizioni di similaritd sono state dateZadeh [1971] ({
uguale al minimo), in Menger [1951]1(uguale all'usuale prodotto) e in
Ruspini [1997] [0 uguale alla congiunzione di tukasiewicz).
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Proposizione 10.4.La relazione dil-uguaglianza tra insiemi
fuzzy & undl-similarita.

Un'altra interessantissima nozione di similaritalegata al
seguente principio degli indiscernibili di Leibnitz

Principio degli indiscernibili di Leibnitz. Due oggetti sono
uguali se e solo se tutto cid che si puo dire di pumo essere detto
anche dellaltro.

In altre parolex =y se e solo se valA(x) = A(y) per ogni
proprieta A. Se si prende tale principio come un modo per
definire l'uguaglianza, e lo si relativizza ad uatal insieme di
proprieta che si ritengono rilevanti, allora sierte la definizione
di una relazione di equivalenza. Ad esempio, rifdoei ad un
dato insieme di persone, possiamo concentrarcisssso e
sull'essere laureati e quindi chiamare equivaldad persone che
sono dello stesso sesso e che sono entrambe Boggaire che
hanno lo stesso sesso e sono entrambe non laurBate.
indichiamo conM(x) e L(X) le proprieta di essere maschio e di
essere laureato, possiamo porre, per definizioaeg, se e solo se
vale la formula

(M(x) = M(y))L(L(X) < L(y)).
Riprendendo tali considerazioni in un ambiente yuz#teniamo
la seguente definizione.

Teorema 10.5Sia &)y una famiglia di sottoinsiemi fuzzy di un
insieme non vuotdS. Allora la relazione fuzzye : SxS-U
definitaponendo

e(xy) = Infins(x) - s(y)
e unaJ-similarita.

11. Una dualita tra similarita e distanze
Esiste uno stretto legame tra le similarita e kadlize. Infatti €
intuitivo che piu due oggetti sono “vicini” piu sonda
considerare simili. In termini quantitativi, piu thstanza tra due
oggetti e piccola piu il loro grado di similarita grgande. Ad
esempio, riferiamoci alla logica di Lukasiewiczcui risulta che

Ao u=1-RN-4.
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Allora se S & un insieme non vuoto, una similaritd tra due
sottoinsiemi fuzzys et si puo definire ponendo
eqs;t) = Inf{1-|s(x)-t(x)| : xUS} = 1-Sud]s(X) - t(x)| : xUS}.

e tale similarita e “duale” della famosa distanza funzioni
definita ponendo

d(s,t) = Sud|s(x) - t(x)| : xOS}.
Per la precisione il legame esiste tra le simdadtle pseudo-
metriche estese di cui ricordiamo la definizione.

Definizione 11.1.Chiamiamopseudo-metrica estesau S ogni
funzioned : SxS- [0,00] tale che

d(xx) = 0; d(xy) = d(yx) ; d(xy)=d(x,2)+d(zy)
per ognix, y, z(IS.

Le usuali distanze si ottengono supponendo ccim®n assuma
mai il valore infinito e chel(x,y) = 0 solo nel caso in cui=y.
Ad esempio, data una famiglig){y di sottoinsiemi fuzzy dg, la
funzione d definita ponendod(x,y) = Supy [s(X)-s(y)| € una
pseudo-metrica estesa. Risulta inoltre che

1-d(xy) =1 —Sup Is(x)-s(y)| =Infici (1-js(})-s(¥)])-
Pertanto il duale di tale pseudo-metrica coinciole la similarita
associata alla famiglias)iy. | due seguenti teoremi mostrano
come si presenta la situazione in generale.

Teorema 11.2. Sia f un generatore additivo di una norma
continuall. Allora, per ogni pseudo-metrica estelséa relazione
fuzzy ey : SxS- U definita ponendo

eq(xy) =f(d(xy)C¥(0))
e unalJ-similarita.

BN

Ad esempio s e il prodotto usuale, nello spazio metrico
euclideo posso definire una relazionéldsimilarita ponendo

e(xy) = 109,
Viceversa, ad ognil-similarita, conJ norma generata da un
generatore continuo, € possibile associare unadpsmetrica
estesa. Omettiamo la verifica.



Cap. 2 : Modelli matematici per la vaghezza 65

Teorema 11.3.Siaf un generatore additivo di una noriaede
una [O-similarita. Allora la funzioned.. SxS-[0,] definita

ponendo
de(xy) = f(e(xy))
€ una pseudo-metrica estesa.

Dai teoremi 11.2 e 11.3 segue che le nozioni dilaiita e di
distanza sono interscambiafili.

12. Esempi: strutture algebriche fuzzy
Nel definire la nozione di interpretazione fuzzybemo deciso
di interpretare le operazioni in modo classicotd@o la nozione
di struttura algebrica non si presta ad una esirasin ambito
fuzzy. Tuttavia tale estensione puo essere fattalpane nozioni
di carattere algebrico. Ad esempio osserviamo a0 un
gruppoG = (G, %, 1), un sottogruppo db & individuato da un
sottoinsiemes’ di G tale che

10G’, x, yOG' = x§0G’, xO0G' = xX'0G".
Se denotiamo coA il predicato che esprime I'appartenenz@’a
allora tali condizioni possono essere espressee dadlguenti
formule della logica del primo ordine

A1), AQ)DAY) = AKXY), AX) = A(XY).

" Pertanto il fatto che lo studio degli spazi metsiei enormemente pitl
esteso dello studio delle similarita puo avere spiegazioni che vanno
oltre la matematica. Ne elenco alcune possibili:

a) Colpa dello strapotere degli analisti e dei gewmmehe vogliono
emarginare i logici (spiegazione politico-accadenfarnita dai logici).
b) Colpa di Nicola (Oresme) che ha contribuito alkgsggio dal
qualitativo al quantitativo (spiegazione dei filfiso

c) Per fare pagare le tasse ai contadini in Egitionecessario misurare
i confini dei terreni utilizzati (spiegazione degtorici-tributaristi).

c). Nell’evoluzione del bambino le capacita legdta percezione dello
spazio precedono le capacita logiche (spiegaziosléa dosicologia
genetica).

d) E’ vero che dobbiamo amare i nosirili ma € molto pit importante
mantenere leistanze(spiegazione del cattolico alto-borghese).

€) E’l'accettazione della distanza tra sé e lgppeomadre che segna il
momento centrale dell’evoluzione del neonato (sméme di uno
psicologo).
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Cio suggerisce la seguente definizione che siisderad un
linguaggio che si ottiene estendendo il linguagggola teoria dei
gruppi tramite un predicato monadido

Definizione 12.1.Un O-sottogruppo fuzz§/, in breve urgruppo
fuzzyé un modello della teoria che si ottiene aggiungeagli
assiomi della teoria dei gruppi i seguenti assiomi.

Al A(0),

A2 DXUy(AXUA(YY) = AXY)),

A3 Ox(AX) = AKX™Y).

Un modo piu esplicito di definire la nozione di gpo fuzzy é
fornito dalla seguente proposizione la cui dimastiae é
evidente.

Proposizione 12.2.Un [O-sottogruppo fuzzy é definito da un
gruppoG e da un sottoinsieme fuzgydi G tale che,

i) g1)=1

i) g(x3) 2 g(9g(y)

i) g(x) = g(x").

Forse gli esempi piu interessanti di gruppi fugzpttengono
supponendo ch6& sia il gruppo2(S delle trasformazioni di un
insieme non vuotds in se. In questo caso per ogmil2(S),
possiamo interpretaig{h) come grado di ammissibilita (oppure il
costo, oppure il tempo di realizzazione o altro)llade
trasformaziond.

Esempio 1.Possiamo definire il gruppo fuzzy delle traslazioni
“piccole” del piano al modo seguente. Indichiama cGE) il
gruppo simmetrico sull'insiemE dei punti del piano euclid€o.
Se indichiamo conz| 'ampiezza di una traslazione, allora la

8 Non é difficile estendere tale definizione a tttiipi di strutture
algebriche e definire, ad esempio, la nozione dioswnoide fuzzy,
sottoanello fuzzy e cosi via.

° Gli elementi di tale gruppo sono le funzioni inveitt di E in sé,
'operazione di prodotto coincide con la composiepl'operazione di
inverso con l'usuale inversione di una funzionesldimento neutro
coincide con I'applicazione identica.
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nozione di“essere piccola” sara interpretabile con un insieme
fuzzy del tipog(7) = n(|7]) doven : [0,0] - U € una sorta di
“normalizzazione”. E’ ragionevole supporre che sia una
funzione strettamente decrescente talergbg= 1 en(«) = 0 e
che quindin sia un generatore di horma triangolakd. esempio
supponiamo cha(x) = 10* e che quindiJ sia I'usuale prodotto.

Allora definiamog : 2{E) — U ponendo, per ogni02{E),

10" seré una traslazione di ampiezzh |
o(n) =

0 s@ non e una traslazione.
E’ evidente che seé I'applicazione identica allorg(i) = 1 e che
s(f) = s(fY). Inoltre la diseguaglianza(r-r) = g(nOg(r) &
immediata nel caso in cuf oppure I non siano traslazioni.
Altrimenti basta osservare che per la proprie@ngolare risulta
che |7 [g|7+|7’|, e quindi che 17> 100",

Esempio 2. Definiamo linsieme fuzzyg : 2(E)-U di
trasformazioni ponendo
1 sef e una identita
0.9 sd e unatraslazione
df) =4 0.8 s é unaisometria che non & una traslazione
0.5 sd e una similitudine che non & una isometria
0 altrimenti

Allora, una semplice verifica per casi mostra ghaefinisce un
O-sottogruppo di(E) con norma di Gédel.

13. Similarita e gruppi fuzzy di trasformazioni

Sappiamo che, dato un insieme non vUgte possibile associare
ad ogni gruppo di trasformazioni 8una relazione d’equivalenza
e, viceversa, associare ad ogni relazione di etfnza un gruppo
di trasformazioni irS. Vale infatti vale la seguente proposizione
la cui dimostrazione e owvia.

Proposizione 13.1.Sia S un insieme non vuoto e si@ un
sottogruppo del gruppo delle trasformaziongSdallora possiamo
definire inSuna relazione di equivalenzaponendo:

X=y < [aG: g(x) =Y.
Viceversa, si& una relazione d’equivalenza $hallora I'insieme
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G={hOX9 : Ox x=h(x)}
e un sottogruppo del gruppo delle trasformazioiiiidgeme S

Ad esempio si& il gruppo delle isometridel piano euclideo che
immaginiamo agire sull'insieme dei triangoli. Aldorpossiamo
chiamareuguali due triangoli che possono essere trasformati uno
nell’altro tramite una isometria. Viceversa, defirlia relazione di
uguaglianza tra triangoli in termini di uguaglianzi lati,
possiamo definire il gruppo delle isometrie comgriippo delle
trasformazioni che portano ogni triangolo in uarigolo uguale.
Detto questo, non e difficile estendere in amlbitezy tale
connessione tra gruppi ed equivalenze (si vedd4d@e06E).

Teorema 13.2Siae unalJ-similarita inScon continua e sig

: 2(9 - U l'insieme fuzzy di trasformazioni definita ponendo:
g(h) = Inf{ e(x,h(X)): xOS}.

Allora g & un[d-sottogruppo fuzzy del gruppgS).

Volendo, g pud essere interpretato come una sorta di
fuzzyficazione del sottogruppo identico 4(S). Infatti se tale
sottogruppo pud essere definito come [insieme edell
trasformazioni che portano ogni elementoin un elemento
uguale,g viene ad essere il I'insieme fuzzy delle trasforimiaiz
che portano ogni elementan un elemento “simile”.

Proposizione 13.3Dato unlJ-sottogruppo fuzzyg : (S - U
del gruppo simmetrica(S), siae : SXS- U la relazione fuzzy
definita ponendo

exy) = Sugg(h) : hO1X(S), h(X) =y}.

Allora e & und-similarita.

Ricordando che il quantificatore esistenziale @rprtetato con
I'operatore di estremo superiore, la simila&i ottiene come
interpretazione in ambiente fuzzy dell’affermazidesiste una
trasformazione in g capace di mutare x in y”
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14. Quanto e elastica una struttura fuzzy ?
Una struttura fuzzy si ottiene interpretando i pratl vaghi
tramite insiemi fuzzy e la scelta del profilo di tasiemi fuzzy e
inevitabilmente soggettiva e “poco stabile”. Ess# pnfatti
fluttuare in conseguenza di cambiamento del contesi
aggiustamenti pragmatici, di cambio della scala \ddori, di
processi di apprendimento, e cosi via. Possiamdarendi
rappresentare una variazione di un interpretaziommite una
funzionek : U - U che rappresenti in un modo uniforme la
variazione subita dai valori di veritihd esempio: data una
similaritae : SxS- U, possiamo considerare una nuova relazione
fuzzy e’ : SxS- U definita dal porree’(x,y) = k(e(x,y)) e porci il
problema di quali siano le proprieta che si corisermel passare
daeade”

siamo sicuri che e’ sia ancora una similarita, si@e ancora

riflessiva, transitiva, e simmetrica ?

Il problema di esaminare che cosa si conserva quamgengono
tali tipi variazione per una struttura fuzzy e dnau certa
importanza per la logica fuzzy. Infatti per talegilms,
differentemente da quanto avviene nell’approccid aiski alla
semantica, € necessario confrontarsi con nozionmeco
“flessibilita”, “apprendimento”, “distanza tra mod#”,
“negoziazione dei significati’e cosi via (si veda ad esempio
[Belohlavek 2007]). Ad esempio, afferma J. A. Gague

“... si potrebbe dire che la scala delle misydei gradi di
verita) sia determinata a meno di una trasformazione che
conservi I'ordinamento (e forse di O ed 1). Nellesso modo

la temperatura € misurata in una scala lineare... ttDén
termini piu tecnici, i gradi di appartenenza potbsivo essere
determinati a meno di trasformazioni appartenemtgappo
degli automorfismi della struttura di valutaziof@oguen
68/69] .

In [Genito et al. 2011] si tenta di precisare leestione lungo
le linee seguenti.

Definizione 14.1.Sia ©,l) una interpretazione fuzzyke: U—U

una funzione monotona tale cki@d) = 1 ek(0) = 0. Chiamiamo

k-deformazioneli (D,!) l'interpretazione D,l,) definita ponendo
li(r)(dy,... dn) = k(I(r)(dy,... dr)) (14.1)
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per ogni simbola di relazionen-aria ed,,...d, in D e lasciando
immutata I'interpretazione delle costanti e dei hdifunzioni.

Non é difficile provare che in unk-deformazione la validita
delle formule atomiche si conserva. Piu precisaméatita che:

(@, dy,...dv) =k(I(a, dy,...dn)). (14.2)
per ogni formula atomicar e di,...d, in D. La questione si
presenta piu complessa per le formule non atorradineno che
non si facciano ipotesi du Vale ad esempio il seguente teorema
di cui omettiamo la semplice dimostrazione cheffitteia per
ricorsione sulla complessita delle formule.

Teorema 14.2. Sia k un isomorfismo tra due strutture di
valutazioneVv e V', allora, per ogni formular ed,...,d,0d0D,

k(I(a,dy,...,dy) = l(a,dy, ... ,dn). (14.3)
In particolare per ogni formula chiugsa
k() =1da). (14.4)

La proprieta (14.3) puo essere espressa ancheddicdgre D,ly)
e elementarmente equivalerde(D,l) via k In particolare, se si
deforma un modello fuzzy tramite un automorfismod/diallora
in un certo senso si conservano tutte le propdetanodello (in
accordo con quanto supposto da J. A. Goguen).Upfmiamente
il gruppo degli automorfismi di una struttura dilwazione
potrebbe essere molto povero. Ad esempio la steutpiu
famosa, quella proposta da tukasiewicz, risulteressgida’.

Proposizione 14.3La struttura di valutazion¥ definita dalla
norma di Lukasiewicz e rigida.

Dalla rigidita diV sembrerebbe seguire la rigidita della logica
fuzzy e cio é in forte contrasto con l'idea cheiabip di tale
logica. Una strategia differente & quella di amenrett la
possibilita di trasformazione non solo dei valoriwérita ma
anche dell'intera struttura di valutazione, ciodled®perazioni
utilizzate per I'interpretazione dei connettivi log

10 Una struttura algebrica viene dettiida se il suo gruppo di
automorfismi si riduce all’applicazione identica
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Definizione 14.4.SiaV = (U,l) una struttura di valutazioneke
U - U una funzione biettiva che conserva l'ordine e tde
k(0) = 0 ek(1) = 1, allora denotiamo coWy la struttura di
valutazione (J, Uy, Oy, —,0,1) definita ponendo

xOky = KH(K(X)Ok(Y)) ;

xOky = K(K(X)OK()) ;

~x = K= K(X)).

Definizione 14.5.Sia O,l) una struttura fuzzy e sia: U - U
una funzionebiettiva che conserva l'ordine e tale d{) = 0 e
k(1) = 1. Allora la k-deformazione globaledi (D,I) é
l'interpretazione fuzzyy vista come valutazione M.

Stante tale definizione la dimostrazione della seg
proposizione & immediata.

Teorema 14.6Sia O,l) una struttura fuzzy e ska: U - U una
funzione biettiva tale chek(0) = 0 ek(1) = 1. Allorak € un
isomorfismo diV in Vi e quindi lak-deformazione globaleXl)
di (D,l) é elementarmente equivalentebal) viak.

Tale teorema, che & banale dal punto di vista nmattea) mostra
tuttavia che in un certo senso non esistono diffica modificare
la scala di valutazione in modo arbitrario purchéaccetti di
modificare anche la struttura di valutazione in mod
corrispondente.

Ovviamente sono possibili altri tipi di “manipolarme” delle
valutazioni. Possiamo cambiare l'insieme dei valdiiverita,
possiamo identificare valori di verita vicini e taga. Possiamo
anche procedere a “tagli” come vedremo nel prosgiaragrafo.

15. La nozione di taglio e le supervalutazioni

Un caso estremo di deformazione é quello del “tégion cui si
trasforma brutalmente una struttura fuzzy in unauttstra
classica. L'idea & che sia possibile fissare urgdiasd (U tale
che i gradi di verita superiori o ugualifasiano accettabili per
ritenere vera una affermazione. Cominciamo col nikefi la
nozione di taglio per una relazione fuzzy, noziohe & ben nota
in letteratura.
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Definizione 15.1.Data una relazione fuzay: S'- U e AU,
chiamiamad-taglio di r la relazionen-aria
C(r,A) = {xOS": r(x) =2A}.

Una relazione fuzzy in Sé caratterizzata dalla famiglia dei suoi
tagli, infatti, per ognkJS',

r(x) = Sud A0U : xOC(r,A)}.
La famiglia C(r,A),ou dei tagli dir verifica una importante
proprieta di continuita.

Definizione 15.2.Dato un insiemé, chiamiamacatena continua
di relazioni n-arieogni famiglia R;),ou di relazionin-arie in S
tale che

RA = ﬂ/_K,iR/_, .

Il seguente teorema permette di identificare laziehi fuzzyn-
arie con le catene continue di relaziontarie. La semplice
dimostrazione puo essere trovata in [Gerla 2001]

Teorema 15.3.La famiglia C(r,A),o dei tagli di una relazione
fuzzy n-aria € una catena continua di relaziorarie. Viceversa
se Ry),ou € una catena continua di relazionarie in S allora
ponendo, per ognS',

r(x) = Sug A0U : xOR,}
si ottiene una relazione-aria fuzzy la cui famiglia di tagli
coincide conRy)ou-

La nozione di taglio puo essere data anche in terdnifunzioni
caratteristiche.

Proposizione 15.4SiaA0U e siac, : U - {0,1} definita ponendo
Cci(X) = 1sex=2A ; ci(X) =0 altrimenti.

Allora, data una relazione fuzzyla composizione, = c,r € la

funzione caratteristica @(r,A).

Tale proposizione suggerisce la seguente defirgzebhrtaglio per
una struttura fuzzy.
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Definizione 15.5.Data una struttura fuzzyD(l), per ogniACU
chiamiamo A-taglio di (D,I) la c;-deformazione di @,l) ed
indichiamo conD,l,) tale struttura

In altre parole il A-taglio di una struttura fuzzy si ottiene
tagliando ad altezzd tutte le relazioni fuzzy di tale struttura.
Una struttura fuzzy[d,l) € caratterizzata dalla famiglia dei suoi
tagli, infatti, dato un nome di relaziomeariar, risulta che, per
ogni xS’

1(N(X) = Sugd AOU : xOl x(r))}.
L’estensione della nozione di catena continuaiatierpretazioni
fuzzy é ovvia.

Definizione 15.6.Una catena continua di interpretaziod una
famiglia O,1,),0u di modelli con lo stesso dominio, con la stessa
interpretazione delle operazioni ed in cui la fdmigdi
interpretazioni I((r)),ou di un dato predicats € una catena
continua.

Procedendo in modo analogo a quanto fatto peideiomi fuzzy,
e immediato ora dimostrare il seguente teorema.

Teorema 15.7.Data una struttura fuzzy la famiglia dei suoi itag|
€ una catena continua. Viceversa ogni catena e@id,! ;) ou
determina una struttura fuzz® () ponendd(h) = I,(h) per ogni
operaziond e

[(r)(dy,...dn) =Sud ACOU : (dy,...dn) O14(r)}
per ogni relazione. Pertanto possiamo identificare le strutture
fuzzy con le catene continue di interpretazionssiehe.

Supponiamo che la nozione di “determinazione” deltaia delle
supervalutazioni si possa formalizzare tramite tmione di
taglio. Allora, per quanto detto sopra, una intetazione fuzzy é
caratterizzata dall’insieme delle sue possibilied®inazioni e
guesto fatto parlerebbe a favore della teoria delle
supervalutazioni. Purtroppo esistono problemi pearanto
riguarda la nozione di verita poiché si dovrebbeettare che una
proprieta di una struttura fuzzy puo essere dieltgavera solo se
tutti i tagli di tale struttura verificano tale pméeta. Per
esaminare tale questione consideriamo ad esempimil@rita.
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Proposizione 15.8 Supponiamo chél sia la norma di Godel e
siar : SXS - U una relazione fuzzy in un insieme non vu&to
Allora r &€ unall-similarita se e solo se tuttiA-tagli di r sono
relazioni di equivalenza. Pertantoesimilarita possono essere
identificate con le catene continue di equivalenze.

Purtroppo questo riferirsi ai tagli non sempre égiile. Ad
esempio nella maggior parte dei casi le similafitdgssono
modellare nozioni significative del linguaggio camausolo se si
coinvolgono norme triangolari diverse da quellaGilidel. Ad
esempio supponiamo che sia una [-similarita che vuole
modellizzare la nozione spazidkssere vicino”e cheay,... a, sia
una successione di punti tali cb@;,a.1) = 0.9 peri = 1,...j-1.
Allora dalla proprieta transitiva seguirebbe cleé,a,) =
ela,a)0...0 &an,a,) = 0.91...000.9. SelJ fosse la norma di
Godel cio comporterebbe clega;,a,) = 0.9 mentre € chiaro che
se i punti sono disposti opportunamente lungo wtta,rallora
e(a1,a,) dovrebbe essere prossimo a'Le stesse considerazioni
valgono per le similarita che vogliono, ad esempiodellare la
sinonimia tra parole. Il problema naturalmente edsi nella
proprieta transitiva:

la proprieta transitiva per una relazione fuzzy nmm essere

in_generale definita in termini della stessa prepé per i

tagli di tale relazione.
Sembrerebbe allora che la teoria delle supervabrianon sia
adeguata a rappresentare nemmeno una proprietao tant
fondamentale come quella della transitivita.

16. Il Cervino di Varzi, oggetti crisp, oggetti aghi

Fino ad ora abbiamo parlato della vaghezza cornealpossibile
caratteristica dei predicati. Tuttavia si pone folgjema se
possano esistere anche “cose” che siano vaghe qliakione e
stata posta, ad esempio, da Achille Varzi neliaft “I confini

del Cervino” [Varzi 2011]. Egli osserva che, coferimento alla
“cosa” chiamata Cervino, esistono zolle di terremhe

Y“yUn esempio dil-similarita che potrebbe modellizzare tali tipo di
situazione si ottiene ponenagx,y) = 10°*¥ ed assumendo che sia
l'usuale moltiplicazione.
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appartengono senza alcun dubbio a questo montesistbreo
zolle che sicuramente non gli appartengono. Tudtaper
moltissime zolle e alquanto dubbio se sia possiaieerire 0
negare tale appartenenza. L'esistenza di tali Ztlderline”
mostra indiscutibilmente che quando si parla delrvide
compare in qualche modo il fenomeno della vaghekatiavia la
posizione di Varzi e radicalmente contro l'idea d¢héermine
“Cervino” denoti un oggetto vago e, piu in generalee possano

esistere oggetti vaghi. Egli infatti afferma che:

“L’'unica nozione di vaghezza che mi ¢é intelligibdlali natura
linguistica, o cognitiva in senso lato, e questarisponde
alla lettura de dicto: la vaghezza risiede cioé sitema di
rappresentazione, non nel mondo che viene rapptasen
Dire che il referente di un termine non € un oggdien
determinato — che non ha confini ben defiritsignifica
dire che il termine designa in modo vago, noe €sso
designa un oggetto vago. E quale sarebbe questitg
vago? Come avremmo fatto a dargli un nome, se & cos
evanescente?”

Non sarebbe quindi il Cervino ad essere una eufiga ma e
vago il rapporto tra il termine designante “Cervimola cosa o,
per meglio dire le cose designate da tale ternftoeché tali cose
sono viste come possibili determinazioni del Ceoyile idee di
Varzi si collegano naturalmente alla teoria delipesvalutazioni.

Tale problematica come tutta la problematica kgalla
vaghezza € alquanto complessa ed in propositonsinda alla
letteratura sullargomento. Qui mi limito ad avareaalcune
considerazioni.

Nell’esempio dI Cervino la vaghezza in effetti appa due
differenti livelli. In uno, in cui il Cervino viene&/isto come il
composto delle proprie zolle, la vaghezza risieddamozione
“essere una zolla del Cervino” e si manifesta ratof che
esistono zolle borderline (sul “confine” del Cewjn In tale
senso non si pud affermare che il Cervino sia vag®,che e
vago il rapporto tra il Cervino e le sue zolle. Balentemente, si
potrebbe dire che le zolle del Cervino costituigcom insieme
vago e che € in questo che risiede la vaghezzai giacla Varzi.
Tuttavia non mi sembra che possa essere questmaresvago il
Cervino. Cio perché il Cervino é qualcosa di digettall’insieme
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(fuzzy) delle sue zolle e perché non puo esserapportarsi in
modo vago ad altri oggetti (le zolle) che puo readen oggetto
(il Cervino) vago.

In un secondo livello, che mi sembra di maggiorergsse, la
vaghezza risiede nel rapporto tra il termine demet&ervino e
le varie montagne che si otterrebbero togliend@giusmgendo
zolle alla montagna che, in un certo istante, harohto Cervino.
Differentemente dal primo livello cid non ha moétehe fare con
il fatto che esistono zolle bordeline. Questo tihwaghezza puod
essere riscontrata anche negli oggetti dai confitii come puo
essere una montagna rocciosa dalle pareti a piombo.

Ora un modo per inquadrare la questione & termr® che
nella individuazione di un oggetto & presente sengmiche una
“ospite occulta” che non viene mai esplicitata: sjaespite & una
qualche nozione di uguaglianZaSe guardiamo la sedgche ci
e davanti individuiamo un oggetto ma se qualcursispla sedia
di un metro, anche dopo lo spostamento non esitiarritenere
che essa rimanga esattamente “la stessa” sedia ietehmineS
possa continuare ad essere utilizzato per denobdelacaso che,
come matematici, siamo affezionati al punto diavisstensionale,
possiamo dire che il termin8 denota la classe completa di
equivalenza

[s|={s:s=g
doves e la sedia concreta particolare che in un ceremistho
percepito e= € la relazione di equivalenza indotta dal
movimento™ Equivalentemente possiamo dire cBalenota la
coppia costituita da piu I'equivalenza=. In accordo con tale
esempio possiamo azzardare la seguente definizione.

Un oggetto (crisp) € un ccdi (cosa concreta in atodstante)
piti un criterio di equivalenz¥.

12| a questione di che cosa sia un oggetto fisico édanale ed esiste
una vasta letteratura in proposito. Citiamo ad @senfiNoll 1993],
[Borgo, Guarino, Masolo 1996] [Borgo, Guarino, Masolo 1998]
[Bennett 2002]), [Bottani 2001].

13 In questo modo il termin8 ha una sola interpretazione (la clasgp [
e non, contrariamente al punto di vista dei supataaionisti, infinite
determinazioni (gli elementi della class [

4 poiché non si specifica il tipo di equivalenzaetalefinizione &
abbastanza elastica da essere compatibile corpuati di vista sulla
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Supponiamo ora che, avendo osservato che la seeialibiamo
davanti non é ben bilanciata, decidiamo di accogcim po una
sua gamba con una raspa. Otteniamo in questo modwaovo
ccdi che si puo ritenere ancora uguale@i precedente. Il grado
di questa uguaglianza, tuttavia, pur essendo pnossid 1 e
sicuramente diverso da 1. In caso contrario noabkear difficile
produrre il paradosso per cui lavorando man mancasipa Si
ottiene una sedia-fantasma che, pur non esistengorimane
uguale alla sedia originaria. A questo punto dtne di essere
davanti ad una nuova sedia, magari cambiandonanierndaS a
T, oppure si ritiene che sia possibile conviveréorme@mente con
la vaghezza ed accettare un indebolimento dellaonezdi
eguaglianza. Un fenomeno non diverso si presemtédqugetto-
Cervino. Supponiamo che in una passeggiata suntalgagna
(ccdi originario) io decida di raccogliere una zolla dira per
poter riempire un vaso. Allora e indiscutibile cheello che
rimane €& unccdi diverso da quello originario (una diversa
montagna}® Tuttavia continuo a chiamare Cervino tale nuovo
ccdi che quindi considero “uguale” alla montagna chevav
prima. Anche in questo caso la parola “uguale” regppresenta
I'identita e neanche una relazione di equivalenzaquella che
abbiamo chiamato una relazione fuzzy di equivalera
similarita.

In definitiva sembra ragionevole la seguente d&bfine.

Definizione 16.1. Un oggetto € un ccdi piu un criterio di
equivalenza fuzzy o similarita. L’'oggetto vienetdatrisp se tale
similarita e crispyagoaltrimenti.

Naturalmente uno stessodi pud dare luogo a molti oggetti sia
crisp che vaghi: dipende tutto dal tipo di simiiarche si intende
scegliere.

natura degli oggetti materiali (si veda il tridinsgnalismo, il

guadridimensionalismo, il sequenzialismo come dspad esempio in
[Varzi 2002]).

'3 In caso contrario, molto meglio di quanto sianoazapli fare i fisici,

avrei creato materia dal nulla con finanziamentissssimi ed
utilizzando solo un po’ di energia, una zappa egairdi filosofia!
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Si osservi che una tale definizione di oggettwdran forte
riscontro nell'approccio categoriale alla teoriagkleinsiemi
fuzzy. Ad esempio in [Novak et al. 1999] viene défi come
rappresentativa della teoria degli insiemi fuzzygdegoria degli
Q-insiemi. Gli oggetti di tale categoria sono le pigp(X,e) dove
e €& una relazione fuzzy simmetrica e transitiva (non
necessariamente riflessiva). La scelta di tale goaig €
fortemente motivata dal fatto che si vuole unagata che sia
un toposcioe che abbia proprieta ragionevoli che permeti@ino
riprodurre tutto quanto puo essere fatto dalla egaia degli
insiemi.

17. Oggetti vaghi, proprieta, gruppi

Nei paragrafi precedenti abbiamo visto che esist@momodi per
ottenere una similarita e questo comporta che fiaidene 16.1
Si possa particolarizzare in modi diversi di deBnun oggetto.
Ad esempio potremmo riferirci alla similarita indescome
invarianza rispetto ad un dato gruppo fuzzy diftnasazioni e
quindi considerare la seguente definizione.

Definizione 17.1.Un oggettoe unccdi piu un gruppo fuzzy di
trasformazioni ammissibili peccdi. Tale oggetto viene detto
crisp o vagoa seconda se tale sottogruppo sia crip o vago.

Nel caso della sedia crisp si deve coinvolgererilpgo dei
movimenti rigidi. Nel caso della sedia vaga e neage
considerare il gruppo fuzzy delle trasformaziorteotbili con
colpi di raspa (gruppo che non sarebbe difficildirie). La
stessa cosa puo essere detta per il Cervino vago.

Una possibilitd pit interessante & consideraresitailarita
definita da un dato insieme di proprieta consiaerégvanti.

Definizione 17.2.Un oggetto & un ccdi piu un insieme di
proprieta che si considerano rilevanti. Se le ped@ sono vaghe
I'oggetto si dicevagq altrimenti si dicecrisp.

In questo caso un oggetto vago rimane se stessmtduuna
eventuale trasformazione in relazione al conserganseno delle
proprieta rilevanti. Nel caso del Cervino potreinsiderare
rilevanti le proprieta “essere pulito” o “esserkeszioso” o altre
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ancora. Queste proprietd sono scalfite solo pemiionesimo
dal fatto che manchi a meno qualche zolla. Se eganfronto
un Cervino immacolato che ho conosciuto in passato un
Cervino invaso da una busta di plastica che miwvantg sono
autorizzato ad esclamare “Eh !: purtroppo non esgst il

Cervino di una volta !” o, in maniera piu sofistizil Cervino di

una volta ha un grado di similarita nullo con ilr@eo che mi sta
davanti”.

Tale modo di definire un oggetto vago permettehandi
ridefinire in termini di similarita le idee di Vardella vaghezza
come proprieta tra denotante e denotato. L'idehe2st possano
definire “simili” due elementi dD che hanno gli stessi nomi nel
linguaggio in considerazione. Per precisare taém,idlobbiamo
abbandonare la scelta fatta dalla logica a piurvahocui una
costante é interpretata con un elemento del doneidiaccettare
che anche l'interpretazione delle costanti possaresvaga. Cio
significa che seC denota l'insieme dei termini del linguaggio,
una interpretazione dei termini & rappresentatargarelazione
vagal : CxD - U e che il valord(c,d) € il grado con cui € lecito
considerared come interpretazione dc. Se consideriamo
I'insieme fuzzyi. definito dall’equazioné(x) = I(c,X), allorai,
I'insieme fuzzy degli elementi che sono interpriatae dic o, se
si vuole, I'estensione della proprieta, che indichd conAg(x),
“X € una interpretazione di”. Ci0 suggerisce la seguente
definizione.

Definizione 17.3.Sia C = {c,,... ¢} I'insieme dei termini di un
linguaggio,D un dominio d : CxD - U una interpretazione vaga,
allora chiamiamoomonimiala similarita associata all'insieme
(Ac)coc di predicati, cioé la fuzzy relaziomttenuta ponendo

e(x,x’) = DcDC(ic(X) © ic(X’))-

Tale equazione definisce appur@,x’) come il grado di verita
dell'affermazione
“comunque si scelga un termine ¢, ¢ € un nomesd B solo
se c € un nome di X"
Da notare che se chiamiarfgenza nome’un elementxD tale
chei(c,x) = 0 per ogniclJC, con tale definizione due oggetti che

non hanno nomiengono considerati equivalenti.
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Definizione 17.4.Sia C = {c,,...c.} I'insieme dei termini di un
linguaggio, D un dominio edl : CxD - U una interpretazione
vaga, allora unoggetto &€ un ccdi piu la relazione fuzzy di
omonimia.

Se se ne accetta I'adeguatezza, tale definizioostren che
idea di Varzi per cui la vaghezza risiede nel pagio tra
denotante e denotato pud essere riformulata ririeproposti
in questa nota. Nel fare questo evidenzia che auwdillVarzi
potrebbe essere solo una delle possibili propastelja in cui il
linguaggio gioca un ruolo esclusiVll riferimento invece ad
altre possibili similarita ha invece il pregio dvidenziare che
I'idea di oggetto € legata ad una piu generale @tpdi cogliere
la similarita o, se si vuole, I'invarianza, senb& guesta capacita
sia legata necessariamente al linguaggio. D’alireep/arzi parla
di vaghezza di natura linguistiCa cognitiva in senso latb Si
potrebbe infatti argomentare che tale capacita giza
componente essenziale dell'intelligenza di ognieessvivente
che esso abbia 0 meno capacita linguistiche. Ancheagnolino
si rapporta agli oggetti ogni istante: siano tagetti crisp come
la ciotola che contiene il proprio cibo, siano essjhi come il
cibo della ciotola che man mano viene mangiatdala senso |l
riferirsi solo al “de dicto” sembrerebbe troppoiliativo.

18. Oggetti in matematica e supervalutazionismo

E’ interessante osservare che la definizione che&aaid proposto
di oggetto & abbastanza usuale perfino in mateaatic

Consideriamo un semplice esempio di oggetto matemal

numero razionale 4/6. La prima cosa che impariansocumla é
che tale numero & identico a 2/3 oppure a 600/9fiure ad
infinite altre frazioni. Questo fatto e alla basalla definizione
del campo dei razionali che viene riportata nei lilmiversitari di
matematica, definizione che ricordiamo breveménte

18 Draltra parte questo ruolo del linguaggio & consega inevitabile di
una interpretazione “de dicto” della vaghezza.

" Ne approfitto per fare pubblicita al mio bellissiriloro “Tentativi di
Fondare la Matematica'dove si possono trovare le definizioni degli
insiemi numerici. Il libro si puo acquistare perdiem prezzo sul sito
limiolibro ed & particolarmente consigliabile ad insegnanti d
matematica o di filosofia.
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1. Si parte dallinsieme&x(Z-{0}) di coppie (,m) di numeri
interi relativi conm 0,
2. si definiscono iZx(Z-{0}) due operazioni + €ponendo
(nm)+(p,q) = (NIG+mip, mg) ; (n,M)(p,q) = (n(p, mig)
3. si definisce nell'insieme delle fraziatk(Z-{0}) una relazione
di equivalenza&s ponendo 1if,m) = (n’,m’) se e solo sam’ =
mn’
4. si mostra che tale relazione & woagruenz¥ della struttura
algebrica Zx(Z-{0}), +, [, cioé che
X=X ey=Y = x+ty=xX'+y’ | X=X
5. si considera iuozientedi (Zx(Z<{0}), +, 0l modulo=, cioé la
struttura algebrica
- il cui dominio €Q = {[(n,m)] : m #£0} dove [(,M)] denota la
classe di equivalenzad{(m’) : (n’,m’) = (n,m)}
- in cui le due operazioni +lésono definite ponendo

In accordo con l'abitudine, possiamo anche indicanen/m la
coppia (,m). Tuttavia un modo leggermente diverso di
riformulare tale costruzione & di non arrivare abzjente di cui

si dice al punto 5 ma di considerare la struttre({-{0}), +, [

=) dove l'uguaglianza é interpretata questa voltallad
congruenza=. In altre parole possiamo definire I'oggetto
“numero razionaleh/m come la coppia di intern/m (il ccdji) piu

la relazione di equivalenza. Questa scelta rappresenta molto
meglio il modo di procedere di chi effettua calamn le frazioni
che non pensa affatto di trasportare, nei suobtait “peso” di
intere classi di equivalenza. E’ anche la sceltdafala un
linguaggio potentissimo come quelloMathematicache tratta i
razionali come coppie e traduce I'equivalenza insigtema di
riscrittura e di riduzione a forma normale.

A ben riflettere tuttavia la coppr@m potrebbe definire anche
altri oggetti matematici poiché e possibile sceglim vari modi
I'equivalenza da accostare a tale coppia. Ad esgnsgi teniamo
conto dei tempi di calcolo non sarebbe assurdonzesicome
equivalenza l'identita e quindi distinguere tuttecbppie tra loro.

18 Tale richiesta & essenziale poiché assicura chpdeazioni tra classi
non dipendono dagli elementi rappresentativi saeltiascuna classe.
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Si tratta di distinguere, il “dividere per 6 e niglicare per 4"
dal “dividere per 900 e moltiplicare per 600". lnegti casi di
solito si parla di “frazione” e non di numero razae
Ancora, se abbiamo comprato una calcolatrice chre traita i
numeri oltre al quarta cifra decimale, possiamaessndotti a
considerare equivalenti due numeri che coinciddno &lla 4
cifra. Allora con 4/6 dovremmo denotare una clagse contiene
sia la coppia 40001/60000 = 0.666688ne la coppia 4666/1000
= 0.4666000.. %

Ma possiamo anche definire un razionale vago gé6asi
affianca una equivalenza vaga. Ad esempio possiatrmdurre
nell'insieme delle coppie/m una eguaglianza “piu rilassata” che
tenga conto dellaicinanzatra numeri razionali. Il seguente e un
esempio

e(n/m,p/g) = 1/((n@-mip)/mid)*+1).

In questo caso una coppia come 4/6 denota un oggego, che

-2 -1 1 2 3

Questo non € il Cervino ma il numero “circa 4/6”

~

potremmo chiamare “circa 4/6". Questo oggetto & costituito
dall'insieme fuzzy di frazioni il cui grafico, guda caso, ricorda
molto una montagna.

19 50lo un matematico pud pensare la cosa assurdagligre una torta
in 3 parti & pigliarne 2 sia esattamente la stessa di tagliarla in 900
parti e pigliarne 600 (se non altro per il tempe i vuole e per il
fenomeno delle briciole entrambi aspetti questculiil matematico si
disinteressa completamente).

% La teoria degliinsiemi rozzi(rough set theory) tratta gli oggetti
matematici in questo modo.

2L A proposito dei numeri del tipo “circa’ € interessante il seguente
colloquio tratto dal libro di Lewis Carroll“Sylvie and Bruno
concluded”e che ho scoperto leggendo un bel libro di Cadéfalori
[Toffalori 2011]. Bruno sta alla finestra di unaseadi campagna,



Cap. 2 : Modelli matematici per la vaghezza 83

Numeri di tale tipo sono ampliamente utilizzati fiazisti sotto
il nome di “numeri fuzzy” e sono ad esempio allsdalella
teoria del controllo fuzzy.

Forse l'idea che in un oggetto matematico e intglicina
nozione di equivalenza permette di fare entraregimco la
nozione di verita proposta dalla teoria delle supletazioni
anche nel preciso mondo della matematica clasditfatti
quando affermiamo, ad esempio, che e vera l'affeiona “il
numero 4/6 € minore del numero 3/4” possiamo irgemdhe,
presa una qualunque determinaziovie del primo numero ed
una qualunque determinaziopé&y del secondo numero risulta
che e verificata la proprietaldgsm(p. In altre parole, tale
asserzione € vera se € vera per tutte le posgéiérminazioni di
4/6 e di 3/4. Supponiamo invece di inventarci una diser
proprieta, ad esempio

“dicesistrabicoun razionalen/mtale chen-1 =n+1".

allora saremmo tentati di affermare che 5/3 é Eoabluttavia
un supervalutazionista osserverebbe che una dittere
determinazione di tale razionale, ad esempio 1%8 & piu
strabica e quindi la proprieta di essere strabiégodéterminata
per 5/3. Naturalmente mentre una affermazioneipel“.5/9 o é
strabico oppure non lo €” per un supervalutazianéstvera, per
un matematico sarebbe invece non e ben definituamto, non
essendo ben definita la nozione di “strabico”, & emore
matematico considerare qualunque affermazione che
coinvolga?

Concludo questo paragrafo osservando che ovviaresiste
una differenza notevole tra un oggetto vago con@eilvino, che

occupato a stimare il numero dei maiali di un goobranco che vaga
nel prato di fronte. A Sylvie che gli chiede quassi siano risponde:
— Circa mille e quattro.
— Intendi dire circa mille — lo corregge Sylvie Non é giusto dire
“e quattro”, non puoi essere sicuro dei quattro!
— Non potevi fare errore pit grosso! — esclamo Bramionfante —
E’ proprio dei quattro che sono certo; sono quiteola finestral
Semmai € dei mille che non sono sicuro!”.
% Insomma, a dispetto del vecchio metodo delle tque, insegnare
bene le frazioni ai bambini dovrebbe essere faito prima un corso
sulla teoria delle congruenze e dei quozienti perttsire algebriche e
poi un corso sulla teoria delle supervalutazioni!
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abbiamo definito tramite una misteriosa nozionedatli ed una

altrettanto misteriosa e mal definita nozione dhikirita, ed un

numero vago come “circa 4/6” che invece parte da pirecisa

definizione di coppia e di similarita. D’altra paré evidente che
esiste sempre una differenza notevole tra qualupgaeo della

realta ed qualunque modello matematico che pretedida
rappresentarlo.

19. Il paradosso di Evans e quello della nave di $eo.
L'argomentazione di Evans.ll definire gli oggetti vaghi tramite
un insieme di proprietd che si considerano rilevaod dare
forse una risposta allargomentazione di G. Evansac
I'impossibilita che possa esistere una uguagliaizgo vago tra
due oggetti [Evans 1978]. Ovviamente se tale argoszeone
fosse valida invaliderebbe la definizione di oggetago che
abbiamo proposto. Il discorso di Evans e il seguendichiamo
conVagda = b) I'asserzione per cui I'uguaglianza e dab e
vaga (noi diremmo che vale con valore diverso ded(0l) ed
accettiamo la verita di tale asserzione, allorartzprietaB(x) =
Vagdx=b) si applica ac. D'altra parte e evidente clig¢x) non e
applicabile &. Pertantaa e b verificano proprieta diverse. Per il
principio degli indiscernibili di Leibnitz, cid coporta chea e b
sono diversi tra loro. Ma tale conclusione compodae
Vagqa=b) e falsa. Tale argomentazione costituisce una
dimostrazione per assurdo €lVagda=b) e quindi che non puo
esistere una uguaglianza vaga. Ora, supponiamdedirai ad
una “uguaglianza approssimadtefinita dalle proprietd,,... A,

e supponiamo che(a,b) = 0.5, allora se denotiamo c@&fx) la
proprietaVagdE(x,b)) la formulaB(x) risulta & totalmente falsa
perb mentre e totalmente vera perPertanto se tra le proprieta
A ci fosseB(x), cio comporterebbe chga,b) = 0 in contrasto
con le ipotesi. Tutto cid non é affatto assurdopmverebbe solo
cheB(x) non e tra le proprieta con cui si & defirgtaosa questa
abbastanza prevedibile. Esiste una ampia ed igtETEs
letteratura sull'argomentazione di Evans ma nomtirée nelle
ambizioni di questo libro affrontare in modo deli@y tale
guestione (si veda comunque [Pelletier 1989]).

La nave di Teseola definizione proposta di oggetto vago forse
si presta anche ad affrontare il famoso “paraddedia nave di
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Teseo”, esposto da Plutarco nellge parallele Plutarco narra
che la nave di legno sulla quale viaggio Teseo finGreta per
uccidere il Minotauro fu conservata intatta nelscodei secoli
dagli Ateniesi, i quali sostituivano man mano lertpahe si
venivano a deteriorare. Dopo un po’ di tempo rische, benché
la nave conservasse esattamente la sua formalenitidte le
parti usate in origine per costruire la nave erammnai
rimpiazzate.

A questo punto la questione che si pone €& se dapo
sostituzione di tutte le parti la nave sia ancaradve di Teseo da
cui si era partitf?

Possiamo tentare di fornire una risposta a taleadusso
affermando che il termine “La nave di Teseo” dentiggetto
vago individuato da uncdi (nave di partenza) piu una relazione
di similarita tra artefatti di legnoNaturalmente la scelta del tipo
di similarita &€ alquanto arbitraria e dipende dagtipi che uno si
pone. Un curatore di museo farebbe decrescerenidlasta
abbastanza rapidamente con 'aumentare dei pegtis, fino
ad assegnare similarita 0 ad una nave che risgdére solo una
riproduzione della nave originaria. Un capitano chalovesse
preoccupare solo dell’ efficienza della nave, gssesbbe grado
di similaritd 1 a tale riproduzione. D’altra paiteun negozio di
navi di Teseo costruite in serie una nave a Cta® sostituito un
pezzo rimane uguale a se stessa con grado 1.

20. Qualche considerazione finale sugli oggetti vag

La definizione proposta di oggetto vago non coisitel
ovviamente una risposta alla domanda di Varzi diesistenza
di oggetti vaghi. Comunque evidenzia che tale guestnon
appare molto diversa da quella dell’esistenza deggjetti tout
court ed entrambe forse non sono troppo diverse dallatigue
dell'esistenza degli oggetti matematici. Tuttavantro l'ipotesi
di una esistenza oggettiva gioca proprio il fate ¢a scelta del
tipo di uguaglianza appare come un intervento foetete
soggettivo dell’'uomo. Possiamo decidere &denoti una sedia
crisp (se si assume l'uguaglianza determinata davimmenti

Possiamo riscrivere tale paradosso in modo piu id@tguote
riferendoci alla nostra identita personale, date cfascuno di noi,
sebbene sembri rimanere la stessa persona, caamtiauamente.
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rigidi) oppure che denoti una sedia vaga (se sumssla
similarita legata all'azione di “lavorare di raspaDue sedie a
teatro possono essere anche perfettamente idemiahgaranno
considerate diverse se collocate diversamente ttispal
palcoscenico. Ancora, possiamo decidere che 4féreapnti un
numero razionale, come fanno i matematici, oppui ftazione,
oppure un numero fuzzy oppure un numero approssimat

Per quanto riguarda gli oggetti matematici la pamteizionista
che & in me mi suggerirebbe che essi siano unaniiome-
costruzione della mente umana e quindi che esser@ano piu
di quanto possa esistere Topolino. Tuttavia, coradi ti
matematici, sono di fatto un platonista il qualeseg come se tali
oggetti avessero una esistenza propria. Come siysad dire
che si tratta di un platonismo logico o psicologieonon
necessariamente ontologico. Non mi sembra che Ip@ggetti
non matematici, siano essi vaghi oppure no, le ogs#ano
diversamente. In questo senso si puo forse afferatze esistono
nel mondo sia gli oggetti crisp che quelli vaghperlomeno che
la mente umana ha bisogno di fare finta che esispan poter
soprawviveré?

%4 Da napoletano non posso fare a meno di ricordacelébre teoria del

verum= factumdel mio compaesano Gianbattista Vico. Secondo tale

teoria si possono conoscere veramente solo leatwssi fanno. Quindi
non possiamo conoscere la natura, che ha fattooih bio, ma solo le
cose che l'uomo produce, siano esse le poesiesopaggi dei fumetti,
la storia, i numeri razionali, il modello matematiclella relativita
generale, gli oggetti crisp e, ... gli oggetti vagh
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CAPITOLO 3
RAGIONAMENTI APPROSSIMATI

1. La logica come strumento per trattare informazioe

Nel capitolo precedente ci siamo mantenuti ad wellé
semantico esaminando che cosa si debba intendere pe
interpretazione di un linguaggio quando in talgliaggio siano
ammessi anche predicati vaghi. Naturalmente lacéofiizzy é
gualche cosa di piu perché in ogni logica e cemti@hozione di
dimostrazione. Ora i matematici, da Euclide in p@gdono le
dimostrazioni come strumenti per ricavare teoremiuwh dato
sistema di assiomi, sistema al quale si assegma;oge dire, un
valore assoluto (almeno all'interno di una dataigo Invece i
ragionamenti che si fanno quotidianamente hanneigmficato
ed un ruolo diverso. Essi costituiscono un modogstrarre (per
meglio dire esplicitare) dall'informazione dispoitéb nuova
informazione. Se si accetta questo punto di vista, passo
fondamentale per definire una logica fuzzy € qudilalecidere
che cosa si debba intendere per “informazione” reu struttura
fuzzy. Ora “pezzi di informazione” potrebbero esseglative ai
valori di verita assunti dalle singole formule,esmpio

“il valore di verita di a € maggiore o uguale di 0.7”

“il valore di verita di a € maggiore di 0.7,

“il valore di verita di a oscilla tra 0.4 e 0.6”,

“il valore di verita di a & minore di 0.2,

“il valore di verita di a & esattamente 0.1".
Chiamiamoconstraint sul valore dir informazioni di tale tipd®
Ogni constraint in questo elenco si riferisce adsattoinsieme,
per la precisione ad un intervallolth Ad esempio la prima delle
espressioni indicate, coinvolge l'intervallo [0.X], la seconda
l'intervallo (0.7,1] e cosi via. In logica fuzzy wamente ci si

“8 Non sono queste le sole possibili forme di infazinae. Potrebbero
ad esempio essere messi in relazione tra loroafchieg modo i valori di
veritd di due o piu asserzioni. Ad esempio se didaria € di gran
lunga piu fortunata di quanto meriti” metto in mtane i gradi di verita
A e u di due asserzioni vaghe: “Maria € fortunata” e “Mamerita”.

Precisamente affermo che vale la relazione fuzkye “di gran lunga
maggiore dig’. Non esploreremo tali possibilita che d’altra teanon

mi sembrano mai essere state esaminate in lettaratu
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riferisce solo ad intervalli chiusi. Probabilmeritenotivo risiede
nel fatto che gli intervalli chiusi costituisconm wsistema di
chiusura (si veda il paragrafo 14) e questo peamdittfondere
ogni insieme di constraint sulla stessa formulaum unico
constraint. Per la precisione usualmente ci sicedad intervalli
chiusi del tipo p,1] ed il motivo & dato dalla seguente
proposizione.

Proposizione 1.1.Indichiamo con «,A> linformazione “il
valore di verita dia € maggiore o uguale di”. Allora se la
negazione € interpretata con una buona negazigneinsiemer
di constraint definiti da intervalli chiusi puo ess rappresentato
da un insiemes; di tali coppie in modo che ogni formula
compare una ed una sola voltasin In altri termini puo essere
rappresentato da un insieme fuzgy F - U di formule.

Dim. Basta osservare che S& l'interpretazione della negazione
allora T pud essere modificato senza alterarne il contenuto
informativo applicando prima la regola:

- ogni espressione del tipo “il valore di veritaadeé compreso tra

A e’ pud essere sostituita dalle due coppiens > e <a,A>*;

e poi la regola:

- fissataalF, I'insieme {<a,A> : <a,A>0T} puo essere sostituito
da <a,> dovey = Sug A : <a,A>0T}.° 0

In definitiva si perviene alla seguente definizon

Definizione 1.2.Chiamiamoinsieme fuzzy di ipotego insieme
fuzzy di assiomb valutaziong qualunque insieme fuzay: F -
U di formule.

E’ importante porre in rilievo che seviene visto come insieme
fuzzy di ipotesi, allora, data una formuwail numerov(a) non &
da considerare come valore di verita di ma come una

9 In particolare, possiamo tradurre una informazidektipo* il valore
di verita dia & esattamentd” con < a,1-1> e <a,A>.

*|In U I'estremo superiore dell'insieme vuoto & uguale Rertanto nel
caso in cui pera non esiste nessuna coppiar,A>0OT, si deve
semplicemente aggiungere la copp@Gs.
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informazione sul possibile valore di verita ali Come abbiamo
gia detto, rappresenta l'informaziofievalore di verita di a é
maggiore o uguale a(w)” .

2. L'operatore di conseguenza logica

La semantica proposta nel capitolo 2 si riferisita lagica del
primo ordine ed e vero-funzionale poiché il gradeetita di una
proposizione composta €& funzione del grado di &edelle
proposizioni che la compongono. Per potere proestlemodo
piu generale, in modo da coinvolgere logiche diredliverso da
uno e da potere trattare anche semantiche che grom \&ro-
funzionalP®, & preferibile un modo pit astratto di definire la
semantica. Osserviamo in proposito che ad ognigrétazione
fuzzy (©O,I) e associato un insieme fuzzy di formule e
precisamente linsieme fuzzy : F - U che associa ad ogni
formula il relativo grado di veritaPossiamo vederé come
l'insieme fuzzy delle formule vere iD(l). Quindi la semantica
vero-funzionale che abbiamo considerato puo esderdificata
con la classeM O UF di tali valutazioni. Discorso analogo
potrebbe essere fatto per le logiche del secondinen D’altra
parte, anche nel calcolo proposizionale della Bgilassica o di
una logica a piu valori la semantica & definital'idaieme M
delle valutazioni vero-funzionali del calcolo prgmonale. Cio
suggerisce la seguente definizione astratta.

Definizione 2.1. Dato un insiemeF i cui elementi vengono
chiamati asserzioni o formule chiamiamo semantica fuzzy
astrattauna class&1 di sottoinsiemi fuzzy di. Gli elementi di
M vengono chiamatnodelli

Coerentemente con l'interpretazione che abbiamo diahsieme
fuzzy di ipotesi, possiamo estendere la nozionmatiello di un
insieme fuzzy di ipotesi data nel capitolo 2 allemantica
astratta.

L Come vedremo nel seguito, ne esistono di interéissancui la
vaghezza ¢ a livello metalinguistico.
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Definizione 2.2. Data una semantica fuzayl ed un insieme
fuzzy di ipotesiv, diciamo chemIM €& un modello div e
scriviamom kv se risulta chen(a) = v(a) per ogni formula.

In logica classica la nozione dionseguenza Iogica|= Si
definisce ponendo, dato un sistema di assibed allF,

T E a - ogni modello diT & anche un modello di.

Per capire il significato di tale relazione suppono cheT sia
insieme dei fatti che si sono venuti a sapereudi“mondo”
sconosciuto. Allora, data una asserzienee risultaT|= asie
sicuri che in questo mondo sconosciatoisulta valida e questo
anche se le informazioni disponibili non permettord
individuare tale mondo con precisiorge poniamo

Lo ={a:T Fa}
definiamo un importante operatore dettoperatore di
conseguenza logicaLc(T) rappresenta l'informazione che é
comune a tutti i modelli dir e quindi tutta I'informazione sul
mondo sconosciuto che possiamo sperare di otteperevia
logica (indipendentemente dalla nostra effettivgpacéta di
ottenerla).

Se in logica fuzzy vogliamo definire un operatamalogo,
data una valutazione dobbiamo riferirci all'informazione che e
comune a tutti i modelli dv. Ora, data una formula, I'unica
cosa che sappiamo € che il valore di veritaadappartiene
allinsieme {m(a) : m |=v} e che quindi & maggiore o ugualela
= Inf{m(a) : mJM, m |=v}. Tenendo conto che abbiamo deciso
di rappresentare tale tipo di informazione con nsieme fuzzy,
si perviene alla seguente definizione.

Definizione 2.3.Sia M una semantica fuzzy e sia F - L una
valutazione, allora linsieme fuzzy I(e) di conseguenze logiche
di v e definito ponendo:

Lo(v)(a) = Inf{m(a): mOM, m [ v}. (2.1)

L'operatore Lc : U™~ UF definito in tale modo & chiamato
operatore di conseguenza logica fuzzy

Per capire la natura diversa della logica fuzapetto alla
logica classica, € interessante definire la nozdinesieme fuzzy
delle tautologie.
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Definizione 2.4. Data una semanticd/, insieme fuzzy delle
tautologie & l'insieme fuzzy di formuléTau : F - U definito
ponendolau= Lc([J) e quindi ponendo, per ogailF,

Taua) = Inf{m(a) : mJM}. (2.2)

Per ogni formulaa, il numeroTau(a) rappresenta I'informazione
che esiste a priori sa, informazione che dipende solo dalla
struttura logica dia. Naturalmente mentre nella logica classica
una formula o & una tautologia oppure non lo danegica fuzzy
ogni formula & una tautologia con un certo grado.

Esempio 1.Consideriamo la logica fuzzy in cui la disgiunziane
interpretata con la co-norma di Zadeh (cioé canaksimo) e la
negazione con la funzionexi-Allora, ad esempio, la tautologia
classicafl- 8 assumera come valore di verig(1-4) seA ¢ il
valore di verita diB. E’ facile allora vedere che il minimo dei
valori che puo assumere tale formula e 0.5 e chmdgu
Tau =) = 0.5. Cio significa che anche se non disponiamno
nessuna informazione sullo stato delle cose, ie talgica
sappiamo comunque che la formyfak assume almeno il
valore 0.5. Ovviamente la formufd- 5 e invece una tautologia
con grado zero.

Esempio 2.Differente € il caso della logica in cui la disghiome
e definita come co-norma della norma di tukasiewioatti in
tale caso abbiamo che il valore di veritgGdi- S & Min{x+1-x,1}
=1 e quindi ch¢8}- S e una tautologia con grado 1.

Esempio 3.Consideriamo infine la logica che ha come norma il
prodotto usuale e quindi come co-norma la funzione-xiy. In

tale caso la formul@= Bviene valutata cor+(1-x)-x[(1-x) = 1-
x+¢. Il minimo di tale funzione & uguale a 0.75 e aetd

Tau83-p) = 0.75.

3. Caratteristiche di una dimostrazione classica
Nella logica classica la relazione di consegueagié € cruciale
e pone un problema fondamentale:
come possiamo verificare il fatto clmesia una conseguenza
logicadi T ?



Cap. 3 : Ragionamenti approsimati 92

Se ci riferiamo direttamente alla definizione, dowmo prendere
tutti i possibili modelli diT ed andare a verificare per ogni
modello se esso verifica. Una impresa che appare chiaramente
impossibile. Fortunatamente si & provata |'esisiedz apparati
inferenziali che permettono di rendere praticatile impresa?
Precisamente viene proposta una nozione di dinmsh@ sotto
ipotesi e viene definita una relazi0|1aeil cui significato € che la
relazioneT | a sussiste se esiste una dimostrazioner dihe
utilizza come ipotesi formule inT. Una volta data tale
definizione, viene poi dimostrato che

T Faseesolosg | a.
Tale equivalenza, che & nota sotto il nome di teardli
completezza, permette di ridurre il problema app@mente
impossibile di verificare cher € vera in tutti i modelli diT a
quello abbordabile di trovare una opportuna dinazsbne dia.
In termini di operatori, viene definito I'operatode deduzioneD
ponendo

D(M) ={a0F: T } a}
ed il teorema di completezza si puo esprimere dicarheD =
Lc.

Se vogliamo fare qualche cosa di analogo perdedofuzzy,
dobbiamo definire una nozione di “ragionamento apgimato”
che permetta di definire un operatore di deduzidme coincida
con Lc. Nel primo capitolo abbiamo gia visto esempi di
“ragionamenti approssimati” quando abbiamo espo&io
soluzione di alcuni paradossi proposta dalla lodicezy. Ora
passiamo a dare definizioni piu rigorose ed aget®o torniamo
alla logica classica esaminando che cosa intendigsnalmente
per dimostrazione. Ci accorgiamo che una dimostr&zdi una
asserzionar € una successione finita di asserzioni..,a, che
termina cona e tale che ciascuna asserziamedeve essere in
gualche modo giustificata. Le giustificazioni passassere del
tipo:

“nella proposizione XY del paragrafo ... abbiama grovato

chea’”,

2 E’ questo un teorema provato da Godel la cui ingraa non é
abbastanza sottolineata. Stranamente in genenesisiid sui teoremi
limitativi di Godel che dicono cio che non puo faaelogica formale e
non su tale teorema che mostra una cosa stradedofe essa puo fare.
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“a; € un assioma”,

“a; € banalmente vero”

“a, segue immediatamente dalle formue e [ che ora

abbiamo dimostrato”.
Ora la prima giustificazione pu0 essere comunquéatav
semplicemente ripetendo la dimostrazione della gsizone
XY. La giustificazione “e banalmente vero” signdite una nota
tautologia” e quindi significa appartenente ad erta elencoAl
di tautologie. La giustificazione “segue immediatate” puo
essere precisata tramite la seguente nozione dilaredi
inferenza.

Definizione 3.1.Sia F un insieme i cui elementi chiamiamo
formule allora daton>1, unaregola di inferenza m@mria € una
operazione parziale-ariar : F" — F inF.

Ad esempio il Modus Ponens é una regola che sicgppblo a
coppie di formule del tipar e a —p e restituisce la formulA.
Pertanto il suo dominio & l'insienigom(r) = {(a, a—p)0OF%F :
alJF ep0F} ed inoltrer(a,a—p) = p.

Definizione 3.2.Un sistema inferenzial@ una coppiaAl, RI)
tale cheAl e un sottoinsieme dt, dettol'insieme degli assiomi
logici, edRI & un insieme di regole di inferenza.

La nozione di sistema inferenziale ci permette giodefinire
guella di dimostrazione.

Definizione 3.3. Dato un insieme T di formule, una
dimostrazione 77 di una formula a sotto ipotesi Te una
successioner,...,dn, di formule tale chex,, = a e, per ogni =
1,...,m, a sia giustificata da una delle seguenti condizioni:

-a T (a & un'ipotesi)

-a OAl @ € un assioma logico)

- 4 = r(ayy,---.0yny), dover ORI, s(1) <i, ... ,s(n) <i

In altre parole in una dimostrazione si richiede olgni formula
0 sia stata assunta in quanto ipotesi, 0 in quassioma logico
oppure si sia ottenuta da formule precedentemem@stiate
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asy.--- Osn) tramite una regola di inferenzalndichiamo corl(7)
la lunghezza diz

Definizione 3.4.Scriveremo X | a per denotare che esiste una
dimostrazione dir sotto ipotesiX. L' operatore di deduzionBb :
P(F) - P(F) associato adAl, Rl) & definito ponendo, per ogni
insiemeX di formule,

D(X)={a0F : X | a}. (3.1)

Osservazionell termine “esiste” nella definizione @ comporta
che nell’approccio usuale alla deduzione, una vohlia si sia
trovata una dimostrazione non ha nessun interessedrca di
dimostrazioni “migliori”. Come vedremo nel definird

ragionamenti approssimati questo non e piu verolgdogica
fuzzy dove dimostrazioni diverse di una formutaforniscono
informazioni sua che possono essere diverse.

4. Dimostrazioni che coinvolgono nozioni vaghe

Estendiamo ora le definizioni precedenti al casezyue, per
prima cosa, estendiamo la nozione di regola dirémiza. A tale
scopo se si esamina I'estensione del Modus Pomepsgta per
la soluzione del paradosso del mucchio di gran@ccbrgiamo
che tale estensione ha una parte sintattica narsdivda quella
considerata nelle usuali logiche. Tuttavia a qupatée sintattica
e affiancata anche una panmlutativa che mostra come si
possano ottenere informazioni sul grado di verdiacdnseguente
avendo informazioni sul grado di verita delle presse

Definizione 4.1.Unaregola di inferenza fuzzg una coppia =
(r',yr"), dove

- r' € una operazione parziatearia nell'insiemd- delle formule
il cui dominio denotiamo coBbom(r);

- " e una operaziona-aria sull'intervalloU che conserva gli
estremi superiori, cioé:

" (Xgye., SUBT Yy -0 %) = SUR M (Xe, oo Vi en Xn). (4.1)

Indicheremo una applicazione di una regola di griea al modo
seguente:

ay,....an . Adyeein

r(oy...an) r"(Ag,...An)
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che si puo leggere dicendo:

SE le formulea,...,a, sono state provate con gradi (almeno)
Ag,..., A, rispettivamente

ALLORA la formular'(a,...,a,) Si puo ritenere provata con
grado (almeno)" (Ay,...,Ap).

Naturalmente, data una semantiale regole di inferenza che

interessano devono essere “corrette”, cioe deuéiare che, dato

un modello mOM, se m(ay),...m(a,) soddisfano i constraint

A, An allora m(r'(ay,...,a,)) soddisfa il constraint” (A4,... Ay).

Questo significa che se m(ay))=A;,...m(an)=A, allora

m(r'(ay,...,an)) = r'(Ay,...Ay). Stante la crescenza di, cio

equivale ad affermare che

m(r'(ay,...,an) = r' (Mm(ay),...m(ay)).

Un modo semplice per ottenere regole di inferenzzyf € il
seguente.

Definizione 4.2.Data una regola di inferenza classica-aria ed
una norma triangolare continua, ponendor"(Ay...An) =
A0...0A,sen #£1 er"(A;) = A4, otteniamo una regola fuzzy=
(r', r") che prende il nome di-estensione canonica di r'

Ad esempio lal-estensione canonica del Modus Ponens € la
regolar tale che:

Dom(r) ={(a,a=p) :a0F,LOF}

r'(a, a=p) =4,

r"(Al,Ag) = 0.
La O-estensione canonica della regola di generaliznazi® la
regola ottenuta ponendo

Dom(r) =F,
r'(a) = Oxa,
") =A

La O-estensione canonica della regola di particolarinre é
data da

Dom(r) = {Oxa: o0F},

r'(0xa) = a(x/t),

r' ) =A



Cap. 3 : Ragionamenti approsimati 96

La [O-estensione canonica della regola di introduzionél & la
regolar tale che:

Domr) ={(a,p) : a0 F, SOF},

r'(a, B) = aldp,

r"(Al,Az) = A]_DAz.
Un ulteriore strumento da specificare per definire apparato
deduttivo fuzzy é l'insieme fuzzy: F - U di assiomi logici. La
scelta dia deve essere tale claeld m per ogni modellandM e
quindi tale che 0 Tau

Definizione 4.3.Chiamiamosistema deduttivo fuzzyna coppia

2 = (a, RI) dovea € un sottoinsieme fuzzy @, detto linsieme

fuzzy degli assiomi logicied Rl € un insieme di regole di
inferenza fuzzy.

Definizione 4.4.Una dimostrazionguzzy rrdi una formulaa é
una successiong,...,an di formule tale chex, = a, insieme ad
una successione di relatiggustificazioni Cio significa che per
ogni formulaa;, deve essere specificato se:

(i) seaq; é stata assunta come assioma logico, oppure

(i) seq; e stata assunta come ipotesi, oppure

(i) se a; & stata ottenuta tramite una regola di infererfiza
questo caso deve essere anche indicata quale sgoldilizzata
ed a quali delle formule “gia dimostratey,...,a;_; Si € applicata).

Indichiamo conl(7) la lunghezza della dimostraziome Si
osservi che s&(7) = 1, allora sono possibili solo due casi. I
primo consiste nell'assumere come ipotesi, il secondo
nell'assumerer come assioma logico. Come nel caso classico,
per ognii < m, il segmento inizialer,....a; € una dimostrazione
di a; che noi denotiamo corr. Differentemente dal caso classico,
in una dimostrazione & necessario specificareustificazioni in
quanto differenti giustificazioni della stessa fotey come
vedremo, possono dare luogo a differenti valutaziohiamiamo
insieme fuzzy di ipotesn qualungue insieme fuzzy di formwe
F - U

Definizione 4.5.Siav : F - U un insieme fuzzy di ipotesi &
una dimostrazione, alloddanformazionel(7zv) fornita da 7 dato
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v é il numero definito per induzione sulla lunghemmali 7 al
modo seguente:
Sel(7) = 1, allora poniamo
I(rzv) = a(a,) se an e stato assunta come assioma logico;
I(r7v) =v(am) sear, € stato assunta come ipotesi.
Sel(7) >1 allora poniamo

a(a,) se an, e stata assunta come assioma logico,
I(7zv) =<Vv(aw) Se an, € stata assunta come ipotesi,

" (1(7gaV), ... | (75n),V)) s€am =1'(asay,. .., Osm)
dove ks(1)<m,...,1< s(n)<m.

Dettaa la formula provata da il significato dil(7zv) e:
yrassicura che, data l'informazione or vale almeno con grado
1(73v).

Per esempio, nel primo capitolo € l'insieme fuzzy tale che

v(Smal(1)) = 1 e &mal(n) = Smal(n+1)) = 0.9, per ogmn U N.

Una dimostrazioner;, della formula Smalln) e data dalla

successione

Smal(1), (per ipotesi)
Smal(1l) = Smal(2), (per ipotesi)
Smal(2), (perMP)
Smal(2) = Smal(3), (per ipotesi)
Smal(3), (perMP)
Smal(n) , (perMP).

L'informazione fornita da una tale dimostrazionet&enuta per
ricorsione tramite le equazioni

I(72,v) = 1 e I(71,v) = 0.KI(71-,,V).

5. Un esempio: risolvere il paradosso della indisenibilita
Abbiamo gia visto esempi di dimostrazioni “approssie”
guando abbiamo esposto il modo di affrontare igassi del tipo
mucchio di grano nella logica fuzzy. Facciamo udieresempi in
relazione al cosiddetto “paradosso” di Poincarée paradosso si
riferisce alla relazione di indistinguibilita sditeeando il fatto
che, a dispetto della intuizione comune, questzi@he non puo
essere transitiva (si veda [Gerla 2008]). Esponiama forma
tipica di tale paradosso.
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Teorema 5.1.Non e possibile percepire la differenza di peso di
un corpo di 1 grammo da un corpo di 100 grammi.

Dim. Supponiamo di avere una successione di a@(pi..cn di
pesi crescenti da 1 a 100 grammi, ma la cui creseitanto
impercettibilmente da non permetterci di distinguler differenza
tra un peso ed il successivo. Questo significa cakgono
asserzioni del tipolnd(cy, ¢,), Ind(c,,Ca), ..., INd(Crn1,Cr). S€ Si
ammettesse la proprieta transitiva, come sembrairalat
ammettere, allora dalle prime due asserzioni sirepbe
dimostrare I'asserziondnd(c;,c;). Da tale asserzione e da
Ind(cs,c4) sarebbe possibile dimostrdral(cy,c,). Proseguendo in
tale modo si arriverebbe a dimostrdrel(c;,c.), cioé che 1
grammo non é distinguibile da cento grammi. O

Ora una soluzione immediata di paradossi di queégto e
semplicemente asserire che la nostra intuizioneacita
transitivita della relazione di indiscernibilita gbagliata. A
conferma di un tale punto di vista si potrebbe argotare al
modo seguente. E’ naturale considerare indiscdirdiloé punti la
cui distanza sia minore di un dato reale positsyoe quindi
rappresentare I indiscernibilita tramite la retamind = {(P,Q) :

d(P.Q) < &.

Per tale relazione é evidente che non vale la @@ptransitiva.
Infatti P, Q edR sono tre punti allineati e successivi tali che la
distanza tra il primo ed il secondo e quella traetondo ed il
terzo sono uguali ag allora P €& indiscernibile daQ, Q €
indiscernibile d&R maP non risulta essere indiscernibile Ba
Tuttavia questa soluzione “drastica” mi sembraudibde poiché
non é rispettosa della nostra intuizione la qualggerisce che
I'indiscernibilita dovrebbe pur avere una qualcberfa debole di
transitivita.
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Una soluzione differente la possiamo trovare aeibito della
logica fuzzy assumendo che la indiscernibilitausia similarita.

Teorema 5.2.Nella logica fuzzy la nozione di similarita permeet
di rappresentare I'argomentazione di Poincaré cuasdone il
contenuto intuitivo ma evitando il suo carattereapassale

Dim. Riferendoci al linguaggio utilizzato nella dimastione del
paradosso, consideriamo la teoria fuzzy ottenutauagendo I’
assioma che dice chead e transitiva(accettato con grado 1)
assiomi del tipolnd(c;.1,¢) accettati con grada # 1 (la fuzziness
entra in questo punto). Supponiamo inoltre che tama
triangolare sia tale chd™ = 0. Sotto tali condizioni possiamo
formalizzare I'argomentazione di Poincaré nel masguente
dove si e utilizzata la regola di introduzione detbngiunzione
ed il Modus Ponens:

Passo 1.
- Poiché

Ind(cy,cy) [con gradof]
-e

Ind(c;,c3) [con gradol]
possiamo asserire

Ind(cy,c) 0 Ind(Cy,C3). [con gradddA]

- Conseguentemente, poiché

Ind(cy,c2)0Ind(cy,C3) = Ind(cy,C3) [con grado 1]
possiamo asserire

Ind(cy,Ca) [con gradoAllA]
Passo 2.
- Poichélnd(c,,cs) [con gradoA?]
-e

Ind(cs,C4) [con gradod]
possiamo asserire

Ind(cy,Cs)OINd(Cs,Ca). [con gradot’]
- Conseguentemente, poiché

Ind(cy,c3)0Ind(cs,C4) = Ind(cy,Cy) [con grado 1]

possiamo asserire
Ind(cy,C4) [con gradd?]
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Passom-1.
- Poiché

Ind(Cy,Cm) [con gradal™?]
-e

Ind(Crn1,Cm) [con gradod]
possiamo asserire

INd(Cy,Crm4) INA(Crp-1,Crr) [con gradol™}]
- Conseguentemente, poiché

Ind(C1,Cm-1)LINA(Cr-1,Cm) = Ind(cy, Cr) [con grado 1]
possiamo asserire

Ind(Cy, Crm) [con gradd™}.

Abbiamo pertanto dimostrato la formullnd(c;,c) ma la
dimostrazione permette di concludere solo cheftafaula € vera
almeno con gradd™ = 0. Cid non & affatto paradossale poiché
equivale a dire che tale dimostrazione non & capadernire
nessuna informazione sulla asserzibwic,, c,). O

6. Ma meglio indebolire la proprieta transitiva

La soluzione ora proposta non sembra completamente
convincente in quanto, come posto ad esempio igvalin [De
Cock e Kerre 2003], lipotesit # 1 non é giustificata in una
attenta formulazione del paradosso. Infatti chiedn sia in grado
di distinguere il peso dic, dal peso dic.; € un fatto
completamente vero e pud magari essere provatmaaerie di
esperimenti ripetuti. Per fornire una risposta la tbiezione, in
[Gerla 2008] propongo di indebolire la nozione duiwalenza
fuzzy ammettendo una “transitivita debole”. Cio mssere fatto
in due modi sostanzialmente equivalenti. Cominciatabprimo
che consiste semplicemente nell'assegnare a @@bsitivita un
grado minore di 1 considerando pertanto un sistdimgssiomi
del tipo seguente:

Al OxInd(x,x), [1]

A2 OxOy(Ind(x,y) = Ind(y,X)), [1]

A3.1 [OxOyOz(Ind(x,20nd(y,2) = Ind(x,y)) 1]
conA# 1.

Proposizione 6.1Supponiamo che la relazione di indiscernibilita
verifichi Al, A2, ed A3.1con A #1. Allora & possibile ripetere
'argomentazione di Poincaré evitandone il caraetfgradossale.
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Dim. Supponiamo di muoverci nellambito della logica di
tukasiewicz e chd™? = 0. Allora il ragionamento paradossale di

Poincaré puo essere riformulato al modo seguente.

Passo 1
Poiche
Ind(cy,cy)
-e
Ind(c;,c3)
possiamo asserire
Ind(cy,c,)0Ind(c,,C3)
- Pertanto, poiché
Ind(cy,Co)0Ind(c;,,C3) = Ind(Cy,Ca)
possiamo asserire
Ind(cy,c3)
Passo 2.
- Poiché
Ind(cy,Ca)
-e
Ind(cs,Cy)
possiamo asserire
Ind(cy,c3)0INd(Cs,Cy).
- Pertanto, poiché
Ind(cy,c3)Ind(cs,C4) = Ind(Cy,Cs)
possiamo asserire
Ind(Cy,Cy)

Passan-2.
- Poiché
Ind(c1,Cma)
-e
Ind(Cr.1,Crm)
possiamo asserire

Ind(Cy,Cma) INd(Cin1,Cr)
- Pertanto, poiché

Ind(C1,Cm1) INA(Crn1,Cm) = INd(Cy, Gry)
possiamo concludere

Ind(cy, cn)

[con grado 1]

[con grado 1]
[con gradol11]

[con gradd]

[con gradoA!]

[con gradod']
[con gradol]
[con gradol’]

[con gradd]

[con gradd?]

[con gradoA™?|
[con gradol]
[con gradoi™?]
[con grado]

[con gradd™?).
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Essendod™ = 0, tale dimostrazione, pur essendo corretta, non
fornisce nessuna informazione sul valore di veditdnd(cy,Cy).

Pertanto la contraddizione non sussiste. O

Una seconda, a mio parere piu interessante idea aal parlare
di transitivita di una relazione si debba tenemgtcalella capacita
di un elemento di potere essere distinto dai rimanénfatti,
supponiamo chelnd non sia transitiva, allora possiamo
considerare una valutazione della formula
Dis(2) = OxUy(Ind(x,20Ind(y,2 = Ind(x,y)).
La proprieta espressa da tale formula € che duemnpe oggetti
che sono indiscernibili dasono anche indiscernibili tra loPdIn
altra paroleDis(z) asserisce che e adeguato come elemento di
confronto. Sedis é l'insieme fuzzy che interpretBis, allora
dis(z) € una misura del buon comportamentoz dispetto alla
proprieta transitiva. Ovviamente,
dis(2) = Inf{e(x,2)0e(y,2—e(xy) : X, yOS (6.1)
Ora, la definizione data diis permette di provare la formula
OxOyOz(Ind(x,2UInd(y,2)Dis(2) = Ind(x, y)), (6.2)
0, se si vuole, che
digx,2)0dis(y,2)0dis(2) < dis(x,y) (6.3)
e cid suggerisce la considerazione di un sistemassiiomi del
tipo
Al OxInd(x,X),
A2 OxOy(Ind(x,y) = Ind(y,X)),
A3.2 OxOyOz(Ind(x,2)0Ind(y,2 0P(2) = Ind(x,y)).

Definizione 6.2.SiaA # 1, siam tale cheA™ = 0 e supponiamo
che la relazione di indiscernibilita verifichl, A2, ed A3.2

insieme ad una interpretazione HEicon valori inferiori aA.

Allora e possibile ripetere I'argomentazione di rRairé
evitandone il carattere paradossale.

Dim. Consideriamo una relazione di indiscernibilitddisfacente
Al, A2, A3.2 insieme ad una interpretazione Rlia valori
inferiori a A, supponiamo che le formuled(c,,cn+1) valgano con
grado 1 e che le formul(c) valgano con un gradg <A. Inoltre

3 Da notare che tale proprieta coincide con la prifeie “nozioni
comuni” esposte nel libro primo degli Elementi di Euclide.
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siam tale cheA™ = 0. In queste ipotesi possiamo formalizzare
'argomentazione di Poincaré al modo seguente:

Passo 1.
- Poiché
Ind(cy,cy) [con grado 1]
-e
Ind(c;,c3) [con grado 1]
-e
P(c2) [con gradot,]
possiamo asserire
Ind(cy,c;) Ind(c,,c3) P(Cy). [con gradol[11[14;]
- Pertanto, poiché
Ind(cy,Co)Ind(c,,C3) [P(C,) = Ind(cy,C3) [con grado 1]
possiamo asserire
Ind(cy,c3) [con gradojy]
Passo 2.
- Poiché
Ind(cy,C3) [con gradojy]
-e
Ind(cs,Cy) [con gradol]
-e
P(cs) [con gradois]
possiamo asserire
Ind(cy,C3)0INnd(cs,c4) OP(Ca). [con gradol, [0 A4
- Pertanto, poiché
Ind(cy,c3)Ind(cs,C4) [P(C3) = Ind(cy,Cs) [con grado 1]
possiamo asserire
Ind(Cy,Cy) [con gradd,[14;]
Passan-2.
- Poiché
Ind(Cy,Cm1) [con gradoA,l]...0An ]
-e
INd(Crm1,Cm) [con gradol]
-e
P(Cna) [con gradol,4]

possiamo asserire
INd(Cy,Cm4) OINA(Cr.1,Crm) OP(Cria) [con gradol,O...0Am4]
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- Pertanto, poiché

Ind(cy,Cma) INA(Crm1,Cm) P(Cma) = Ind(cy, Gr)  [cOn grado 1]
possiamo concludere

Ind(cy, cv) [con gradd,[]...0Am4]-

Poiché A,00..0A,4 < A™ = 0, tale dimostrazione dnd(cy,Cry),
pur essendo corretta, non fornisce nessuna infeomazsul
valore di verita dilnd(c;,c,). Pertanto la contraddizione non
sussiste. 0

Da notare che ogni modello del sistema di assioliA?, A3.1

determina un modello del sistema di assiomi Al, A22 conp

costantemente ugualela viceversa. Infatti dire che 'assioma
OxOyOz(Ind(x,2)UInd(y,2) = Ind(x,y))

e verificato con gradd equivale a dire chend(x,2)0ind(x,2) -

ind(x,y)=A e quindi, per la proprietd del residuo, che

ind(x,2)dind(x,2)0A<ind(x,y).

La seguente proposizione fornisce un semplice gisei
modello del sistemi di assiomi considerati in qagstragrafo.

Proposizione 6.3.Fissato¢ =0, AOU e b = AY¢, definiamo
nell'insieme dei realR la relazione fuzzynd : RxR- U ottenuta
ponendoind(x,y) = 1 se }-yl<e e ind(xy) = b*¥*¢ altrimenti.
Allora, (R, ind) € un modello del sistema Al, A2, A3.1 di assiomi
guando si considera come norma 'usuale prodotto.

10 20 30 40

Insieme fuzzy dei numeri indiscernibili da 20. Sitinche i
numeri tra 19 e 21 non sono assolutamente disdkdal?0.
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Notiamo esplicitamente che il fatto chred non sia in grado di
distinguere due numeri con distanza inferiores atkntre registra
distanze superiori comporta che la proprieta ttassinon puo
essere verificata. Ad esempio risulta é¢hd(0,1) =ind(1,2) = 1
mentreind(0,2) =0.9.

In [Gerla 2008] si prova che i modelli del sistera A2,
A3.2 di assiomi sono legati strettamente ad un appooatia
geometria senza punti in cui la nozione di diamediouna
regione gioca un ruolo fondamentale.

7. Fondere I'informazione fornita da dimostrazionidiverse
Nella logica classica avere una dimostrazione @ asserzione
non e poi tanto differente dall'averne due o diédimeno se si
guarda solo alla questione se tale asserzione pessare
considerata un teorema o meno. Nel caso delladofgizzy le
cose stanno differentemente e questo fatto a mierpa una
delle caratteristiche piu affascinanti di tale i
Per fare un esempio torniamo alla dimostrazioreeatfbiamo
esposto nel primo capitolo come soluzione dellackduzzy del
paradosso del mucchio di grano. Tale dimostraziotiézza
come unico fatto la formul&mal(1) considerata vera con grado
1. Tuttavia € anche ragionevole, ad esempio, assuco& grado
1 anche le formul&mal(2),..., Smal(10). In questo caso oltre la
dimostrazionerg gia fornita nel primo capitolo dsmal(3), (in
cui I(/4v) = 0.81), noi potremmo considerare anche la
dimostrazionegs costituita dai passi:
P(2) in quanto ipotesi
P(2) =P(3) in quanto ipotesi
P(3) perMP dalle due formule precedenti.
In tale casd(7z,v) = 0.9. D'altra parte, s € la dimostrazione
(di lunghezza 1) che consiste nell'assum&mal(3) come
ipotesi, alloral(7g,v) = 1. In definitiva tre diverse dimostrazioni
della stessa formula forniscono tre diverse rispbst
Come ormai dovrebbe essere chiaro, la cosa € solo
apparentemente contraddittoria. Infatti le inforioak fornite
dalle tre dimostrazioni sono rispettivamente:
- Smal(3) vale almeno con grado 0.81,
- Small(3) vale almeno con grado 0.9,
- Small3) vale almeno con grado 1.
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Messe insieme tali informazioni equivalgono ad rafigre che
tale formula é vera con grado 1.
Appare allora naturale proporre la seguente dafine.

Definizione 7.1 Dato un sistema deduttivo fuzZy chiamiamo
operatore di deduzione associata’a |'operatoreD : U™ - UF
definito ponendo, per ogriJU" ed aCJF,

D(v)(a) = SudI(7v) : m dimostrazione doa}.  (7.1)

Il significato diD(v)(a) &€ ancora
data l'informazione vg vale almeno con grado(®(a),
ma ora possiamo anche affermare che:
D(v)(a) e la valutazione migliore possibile che il nostro
sistema inferenziale ci permette di ottenere sldreadi verita
di a data l'informazione v.
L'operatoreD : U" — UF deve essere visto come un operatore
che associa ad ogni insieme fuzzydi ipotesi l'insieme fuzzy
D(v) dei relativi teoremi.
Giungiamo ora alla definizione principale dellgita fuzzy.

Definizione 7.3.Data una semantica fuzz/ ed un apparato
deduttivo 2, diremo che la coppial{, 2) costituisce undogica
fuzzyse I'operatore di conseguenza logica definitalflecincide
con l'operatore di deduzione definito da

Quando sono verificate le condizioni date da taddinizione
diciamo anche che vale tmorema di completezza

Data una semantica, non & detto che esista sem@pparato
deduttivo per cui valga il teorema di completeztaiiceversa
invece vale.

Proposizione 7.4.Dato un apparato deduttivo fuzzy esiste
sempre una semantica rispetto alla quale vale atetea di
completezza. Dett® il relativo operatore di deduzione, tale
semantica coincide con l'insiemié dei punti fissi dD.

Dim. Anticipando i contenuti dell'ultimo paragrafo di egto
capitolo, osserviamo ch & un operatore di chiusura e quindi
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D(v) e il minimo punto fisso dD contenentev. In altre parole,
D(V) = n{mIM : mv} = Lc(v). 0

Coerentemente con questo fatto, nel seguito comsE®o

apparati deduttivi di cui non diamo esplicitamemt@ semantica.
Naturalmente un tale tipo di semantica non & nesdisfacente
in quanto abbiamo una idea di modello che, vistamite

linsieme fuzzy delle formule in esso vere, corosfde alla
completezza dell’informazione. Ad esempio sarelaggonevole
avere che tutti gli insiemi fuzzy it siano massimali i/.

8. Oltre l'intervallo dei reali

In questo libro abbiamo scelto di riferirci all'arvallo U come
all'insieme dei valori di verita. D’altra parte cgie viene fatto
dalla maggioranza degli studiosi della teoria dagliemi fuzzy,
Esistono infatti molte considerazioni a favore dlet scelta,
ragioni che si possono riassumere nel fatto cheatara varia in
modo continuo e che la nozione di numero reale seni
strumento principale per la rappresentazione daitimao.
Esaminando la cosa piu da vicino, cominciamo cosskrvare
che nello scegliere un insiemé di valori di verita dovremo
sicuramente fare in modo che esista un elementach@,
corrisponde all'essere totalmente falso, ed un etgmn 1, che
corrisponde all’essere totalmente vero. Inoltreedesgistere un
ordinamento iV per potere affermare che una asserzione € “piu
vera” di unaltra (cioé per potere rappresentare ni&ura
comparativa della vaghezza). Ad esempio se “Marialté” e
“Carlo é alto” sono due asserzioni valutate comwah V allora
la conoscenza di tali valori dovrebbe permetterastierire se
Mario & piu alto di Carlo o viceversa. Se vogliaite tale
confronto sia sempre possibild/ deve essere un insieme
totalmente ordinato (ovviamente con 0 come minimdleome
massimo). E’ ragionevole inoltre supporre cdhiesia denso se
vogliamo ad esempio applicare i nostri formalisrhicaso che
dati due oggetti grandi se ne possa trovare unovaudi
grandezza intermedia. Infine I'ordinamento Vh deve essere
completo se non altro per motivi tecnici. Infaei completezza
interviene sia nella interpretazione dei due qtiaatori, sia nel
processo di “fusione” dell'informazione fornita talsieme delle
possibili dimostrazione di una formula.
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Appare allora evidente perchésia un ottimo candidato per
essere I' insieme dei valori di verita di una l@gfozzy. Tuttavia
guella diU non € la sola scelta ragionevole. Ad esempioa@sist
proprietd vaghe per cui non sempre € possibile una
comparazione. Per illustrare tale possibilita cdegamo la
proprieta “essere bravo” riferita a studenti di wtaola. Allora
una valutazione irJ di tale predicato comporterebbe che, dati
due studenti che non abbiano lo stesso livello rdvira, sia
sempre possibile dire chi é piu bravo di un al@ltra parte se,
come di fatto avviene, il giudizio di un insegnaniene espresso
da un voto da 0 a dieci, allora non ¢ difficilednare i diversi voti
con corrispondenti gradi di verita i (ad esempio considerando
l'insieme {0,1/10, 2/10, ...,10/10}).

E’ completamente soddisfacente questo modo depeye ?
Per certi aspetti direi di si: ad esempio il Prespubtrebbe
decidere di premiare in ciascuna classe I'alunm® leh il voto
maggiore. Tuttavia questo modo di rappresentameolaone di
bravo non & completamente adeguato in quanto wmterse
potrebbe essere bravo per taluni aspetti e caparteltri. Ad
esempio si potrebbe rappresentare il grado di baadi uno
studente con la coppia (0.4, 0.7) dove 0.4 rapptasegrado di
conoscenza delle materie insegnate e 0.7 il gradeedtivita ed
autonomia di giudizio. Oppure, dovendo esprimeregiutizio
globale, si potrebbe tenere presente il gradoravura nelle
singole materie. Piu in generale, potrebbe essgrefisativo
“misurare” il grado di bravura con umgpla (x,...,%,) di valori in
U dove x rappresenta il grado di bravura rispetto al doteér
esimo. In tale caso la struttura di valutazioneredble essere |l
reticolo non totalmente ordinatd” e non il reticolo totalmente
ordinatoU.

9. Altre forme di informazione: constraints e bireicoli

Abbiamo gia messo in rilievo che I'apparato deduottdi un
sistema inferenziale fuzzy non elabora valori dritee ma
informazioni sui valori di verita delle formule csiderate. La
confusione che a volte si manifesta in letteratiedava dal fatto
che si sono sempre considerate informazioni del ‘monstraint
inferiore” cioe del tipo “il valore di verita dr € maggiore o
uguale ad” e si & portati quindi ad identificare un tale coaisit
con il valoreA e quindi la classe dei constraint cdn Tuttavia
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non esistono motivi per non considerare altri diphformazione,
ad esempio

“il valore di verita dia &€ minore di 3/4
oppure

“il valore di verita dia si colloca tra 1/3 e 3/4”.
Di fatto, la forma piu generale di informazione cpetrebbe
essere considerata e del tipo

“il valore di verita dia appartiene aX”
dove X e un sottoinsieme qualunque di Possiamo pertanto
identificare il nostro sistema di informazione agra class€ons
di sottoinsiemi di U i cui elementi chiamiamopezzi di
informazione oppure constraint. In Cons si considera un
ordinamentcs; che si definisce come il duale della relazione di
inclusione

XY < XOY

e che tiene conto del livello di informazione. Itfse X ed Y
sono due informazione su un valore di verta X OY, allora
dobbiamo ritenere chéfornisca piu informazioni sd di quanto
faccia X. Ancora, se ho una famigliaX);, di constraints sul
allora la “fusione” di tale informazione & data ltlaersezione
NnioX; che d’altra parte coincide con I'estremo superiaggpetto
<;. Pertanto, poiché tale possibilita di fusione €eagiale, € utile
ipotizzare ch&onssia chiuso rispetto all'intersezione.

Definizione 9.1.Chiamiamosistema di informazione su Un
gualunque sistema di chiusural$u

Ad esempio si potrebbero considerare come sisterna d
informazione la classe di tutti gli intervalli clsiun U (compreso
l'insieme vuoto) oppure la classe di tutti gli intalli del tipo
[A,1]. Dato un sistema di informazione, una regola dirgrea
dovrebbe stabilire come le informazioni sui podisialori di
verita delle premesse consentano di calcolare rivdaioni sul
valore di verita della conclusione. Dovremmo alloomsiderare
regole di inferenze del tipo

ay, ...,y , Cl, ,C|

r(ay....an) r"(Cy, ..., G)
conCy, ...,G e r'(Cy...,G ) elementi diCons L'interpretazione
di una tale regola sarebbe che:
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- se si e provato che le formutm,...,a, hanno valori di verita
verificantiCy,...,.G
- allora la formular’ (a4,...,.a,) ha valore di verita verificante
r'(Cy,...,G).
L'ipotesi di continuita sulla parte valutativa dnai regola deve
allora riferirsi all'ordinamentc; e non all’'ordinamento usuale in
U. Inoltre un sistema di assiomi logici dovrebbeeessuna
funzionela : For — Consil cui significato & che, anche se non si
ha nessuna informazione, per ogni formalal valore di verita
di a appartiene ada(a) (cioe verifica il constraintla(a)).
Supponiamo ch#&l sia una semantica fuzzy, allora la nozione di
tautologia si ottiene definenddau : F - Cons tramite
'equazione
Taua) = <{m(a) : mOM}>

dove, come viene fatto usualmente nella teoriasigemi di
chiusura, con X> si intende l'intersezione di tutti gli elementi d
Cons contenenti X. Ad esempio, seCons e l'insieme degli
intervalli chiusi, allora nella logica di Zadehauall-a) =
[0.5,1] eTauall- a) =[0,0.5]. Infine, ogni dimostrazionddi o
fornisce una informazionel(d,y) e quindi, la massima
informazione sul valore di verita disi ottiene ponendo

D(V)(a) = n{l(d,V) |d &€ una dimostrazione di}.
Un tale modo di vedere la logica fuzzy e ancordotuda
sviluppare.

Un altro possibile approccio alla logica fuzzy eelip di
valutare una formula con una coppiaA,) OUxU doveA e una
misura dei motivi a favore della verita die # una misura dei
motivi contro la verita di. In questo caso si vengono a definire
due possibili relazioni d’'ordine. La prima, chergerisce alla
verita, si ottiene ponendo

A s (A1) = ASA, 2yl
Questo significa che una formuaviene considerata piu vera di
una formulaa’ se esistono piu motivi a favore e meno motivi
contro. La seconda relazione, che si riferisce addg di
informazione, si ottiene ponendo

W) sc(A ) = AsA, przp
Tale definizione & coerente con il fatto che un awotm di
informazione pud aumentare sia i motivi a favore chmotivi

contro una certa asserzione. Le coppie (1,0) ¢, (6he risultano
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il massimo ed il minimo rispetts, rappresenteranno il vero ed il
falso, rispettivamente. Le coppie (0,0) e (1,1)e dfsultano
essere il minimo ed il massimo rispettagia rappresentano la
completa mancanza di informazione e [linformazione
completamente contraddittoria, rispettivamentequasto modo a
UxU viene fornita di una doppia struttura di reticdtaitato.
Strutture di tale tipo in cui sono definiti duadimramenti sono
studiate in letteratura sotto il nomeldireticoli. Anche in questo
caso si dovrebbe precisare come dare una adegfaizidne di
apparato inferenziale per una logica fuzzy basaitai reticoli.

10. Perché il principio di induzione é falso
Avendo definito in maniera un po’ piu precisa leziooi di
semantica e di apparato deduttivo per una logicazyfu e
possibile ora riguardare sia il paradosso del mieagihgrano che
la questione del principio di induzione matematica.

Per quanto riguarda il primo mostriamo che in téffe
gualunque predicato vago genera un paradosscdifal

Proposizione 10.1E possibile generare un paradosso simile a
guello del mucchio di grano in corrispondenza diiqgedicato
vago capace di variare gradualmente dal vero sbfal

Dim. SiaP il nome di una proprieta vaga in un insieme nootou
D e supponiamo chi sia interpretata da un sottoinsieme fugzy
di D che varia gradualmente tra 0 ed 1. Questa condizian
possiamo precisare supponendo che, fiss0, esista una
successionedf), di elementi dD tale che

) s(d)=1

ii) S(dn)'s(dnﬂ) s&

iii) s(dy)nn € decrescente e tende a zero.
Allora, riferendoci alla logica di tukasiewicz,

IP(dy)[ =1 e B(dy) =>P(dn1)| = 18(dn)+S(dhs1) 2 1-€.
Ora se ¢ &€ molto piccolo volendo inquadrare la situazione
nellambito della logica classica siamo portatize$umere che il
valore P(d,)=P(d,+1)| sia approssimativamente uguale ad 1. Ma
in tale caso, sempre tramite la logica classicatrepumo
riprodurre il paradosso del mucchio di grano rimsice a
dimostrare che, per ogni fissatp vale P(d,) in contrasto con
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l'ipotesi per cui la valutaziongx,) tende a zero e quindi, da un
certo punto in poiP(n) venga percepita come falsa.

Da tale dimostrazione segue che ci si puo diwedicostruire
paradossi assumendo ad esempio Risggnifichi essere magro
essere pulito, essere vicino. .Ad esempio si puo provare che:

- per quanti cioccolatini una personegra possa mangiare la
persona rimane magra,

- due punti qualunque dello spazio sono semjmiai,

- Se una persona é giovane rimarra sempre giovame|(@wm:
non esistono persone vecchie)

Passando al principio di induzione, ci accorgiathe il suo
rapporto con la logica fuzzy e alquanto problenatic

Teorema 10.2.La logica fuzzy non permette di risolvere il
paradosso del mucchio di grano nella forma chezgudil il
principio di induzione !

Dim. Nel primo capitolo, quando abbiamo esaminato iltputi
vista finitista sul paradosso del mucchio di graabbiamo gia
osservato come il principio di induzione rende fuks una
riformulazione del paradosso del mucchio di grahdatti
proviamo ad accettare, insieme alle due formule

i) Pic(1)

i) On(Pic(n) =Pic(n+1))
anche il principio di induzione applicato al preat@Pic

iii) Pic(1) = ((On(Pic(n) =Pic(n+1)) = OnPic(n)).
Allora due semplici applicazioni d&P permettono di provare la
formula OnPic(n) e quindi, per particolarizzazionPjc(m) per
ogni prefissatom. Proviamo ora a risolvere tale forma del
paradosso con la logica fuzzy supponendo di assegah
principio di induzione un valore di verita 1 edtrisguendo, come
al solito, adi) eii) i valori 1 e 0.9, rispettivamente. Allora la
conclusioneldnPig(n) pud essere provata con grado01911 =
0.9 in contrasto con il fatto chénPic(n) sia falsa. O

Naturalmente e ragionevole accettare che il priacigli
induzione non possa essere esteso ai predicayi.fuzz
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Teorema 10.3In ambito fuzzy il principio di induzione iN non
e valido.

Dim. Una prima argomentazione a favore di tale assezzéodi
carattere sintattico ed & una semplice estensianeudlla
utilizzata per dimostrare la proposizione 8.2. Sun@mo di
assegnare al principio di induzione un valore diitaed da
stabilirsi. Attribuiamo adi) e ii) i valori 1 e g # 0,
rispettivamente. Allora la conclusiongnPign) pud essere
provata con gradg/JA. Poiché sappiamo cHenPig(n) e falsa,
deve esserpl1A = 0. Seld e la norma del prodotto o del minimo
0 una qualunque norma priva di divisori dello zeio,comporta
cheA=0. Negli altri casi, indichiamo com),on Una successione
crescente e convergente ad 1, allger ogni n possiamo
riformulare il paradosso con una interpretazionepdedicatoPic
che comporti ches = y,. Pertanto, per la continuita di,
A=10A=(lim,_, ty)OA =1lim,_,, (104) = 00A = 0.

Una seconda dimostrazione della non validita diekjpio di
induzione é di carattere semantico e consiste m@ltare
direttamente il grado di verita del principio ddirzione

OP(P(1) = (On(P(n) =P(n+1) =0nP(n))
espresso come una formula nella logica del secardme.
Supponiamo ch® sia interpretato dall'insieme fuzz/: N - U
di N definito ponendo:

sn) = [1-0-1)kl,
conk fissato inN. In altre paroles(n) = 1-(n-1)/k per ognin < k+1
e s(n) = 0 altrimenti. Supponendo ad esempio di riferatia
logica di Lukasiewicz,

gn) - s(n+1) = p(n+1) -g(n)+1}, = 1-1k sen < k+1.

Abbiamo pertanto chélh(P(n) =P(n+1)| = 1-1k. D’altra parte,
essenddl(1)|= 1 e [In(P(n)| = O, possiamo calcolare che
|P(1) = (On(P(n) =P(n+1) =On(P(n))|

= [An(P(n) =P(n+1) =On(P(n)|

=1-|0On(P(n) =P(n+1) |+ |On(P(n)| =1-1+1k = 1/k.
Allora abbiamo provato che per ogki>0 esiste un modo di
interpretare la variabil® che rende vera con gradd 1d formula

P(1) = (On(P(n) =P(n+1) =0On(P(n))
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Poiché la quantificazione universale comporta ihsiderare
I'estremo inferiore di tali valori, il principio dnduzione € valido
con grado zero, cioé & completamente falso. O

Stante il noto legame tra il principio di induzioeda nozione di
buon ordine, non deve sorprendere che accantoiradiggo di
induzione si debba negare anche che l'ordinamestiale inN
sia un buon ordinamento.

Teorema 10.4.In ambito fuzzy l'ordine usuale iN non e di
buon ordine.

Dim. Ripigliando un esempio fatto dal filosofo James dilar
supponiamo che in una pozza d’'acqua vi sia ungiirche tale
girino segua la sua normale evoluzione fino a disenuna rana.
Se tale evoluzione é stata filmata continuamente, fenomeno
da origine ad una sequenza di fotogrammi,...F, Ora
sicuramente nei primi fotogrammi compare un girimonegli
ultimi compare una rana. Si pone allora il seguentélema:

qual e il primo fotogramma in cui compare una réha
Se l'ordinamento usuale dN fosse un buon ordine tale
fotogramma F,, esisterebbe in quanto sarebbe il minimo
dell'insieme {nON : f, rappresenta una rana}. Allo stesso tempo
I'esistenza di un talem appare assurda. Infatti i,y compare un
girino ed inF,, compare (improvvisamente) una raRartantoN
non e ben ordinato. O

* E da notare che, in accordo con il significato ciesume il
qguantificatore universale nelle logiche a piu vialonon € stata
dimostrata I'esistenza di un particolare predicate rende falso il
principio di induzione. Piuttosto si € visto chepmnque si consideki
in N & possibile trovare un predicato (vago) per cuprincipio di
induzione vale con grado minore o ugualela 1/

*® Ricordiamo che una relazione d’ordigein un insiemeS & detta di
buon ordinamentose ogni sottoinsieme non vuoto & ammette
elemento minimo (naturalmente ci si riferisce at@asiemi classici e
non a quelli fuzzy). Il tipico esempio di buon ardimento & quello che
si considera usualmente nell’insieme dei numerttinadit
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11. La logica come studio degli operatori di chiuga
Se D e l'operatore di deduzione della logica classidmra e
immediato dimostrare che sono verificate le sedypeaprieta:

i) DX)OX (inclusione)
i)  XOY = D(X)UD(Y) (monotonia)
iii) D(X) =D(D(X)) (chiusura).

Il significato di i) € che il meccanismo di deduzione é
conservativo cioe le ipotesi da cui si parte non sono messe in
discussione durante il processo deduttivo. La petjpri) €
particolarmente importante poiché esprime la maniatadei
sistemi inferenziali considerafi. Essa asserisce che se si &
pervenuti ad una conclusiomea partire da una informaziong
allora l'acquisizione di ulteriore informazione nguo farci
cambiare opinione circa. Infine iii) significa che il processo
dimostrativo rappresentato 8ae saturo, cioé che non e possibile
provare, a partire da(X) niente che non sia gia D(X).

Le tre proprieta considerate possono essere sspdésendo

cheD é un operatore di chiusura. La loro importanza piats
Tarski ed i logici della sua scuola a proporre ppraccio astratto
alla logica che viene appunto vista come studiopmiratori di
chiusura.
In particolare & possibile considerare il retictloed estendere
I'approccio di Tarski alla logica fuzzy (si veda esempio [Gerla
1997], [Gerla 1998], [Gerla 2004)] Qui ci limitiamo a
dimostrare solo i seguenti teoremi.

Teorema 11.11 'operatore di conseguenza loglaaassociato ad
una semantica fuzzy & un operatore di chiusureetieblo U".

Teorema 11.2.L'operatore di deduziori : U™ — UF associato
ad un sistema deduttivo fuzzy € un operatore disthia nel
reticolo U™

12. Il problema della compattezza

L'operatore di deduzione della logica classicaeolid essere un
operatore di chiusura verifica un'altra fondamengaloprieta: é
compatto. Ricordiamo la nozione di compattezza.

5 Come & noto, esistono anche logiche non monotone.
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Definizione 12.1.Dato un insieme non vuot§ un operatore
monotonoH : P(§ - P(S e dettocompatto se, per ogni
sottoinsiemeX di S,

H(X) = O{H(Xy) : X; sottoinsieme finito dKX}.

In altre paroleH & compatto se per ogmIH(X) esiste un
sottoinsieme finitoX; di X tale chexOH(X).”" La compattezza
dell'operatore di deduzionB esprime la finitezza della nozione
di dimostrazione. Infatti se alID(T) allora esiste una
dimostrazionerrdi a sotto ipotesiT ed in tale dimostrazione é
utilizzato solo un insieme finitd; di elementi diT. La proprieta
di compattezza € di notevole importanza: da essl(é&eorema
di completezza) segue ad esempio che se ognifo@téedi una
teoriaT ammette un modello allora I'intera teoffaammette un
modello®® Inoltre, come abbiamo gia osservato, esso permette
(insieme al teorema di deduzione) di ridurre le afitrazioni
sotto ipotesi a dimostrazioni di tautologie. Tuitava vera
ragione alla base dell'importanza della compatte&ziddatto che
essa e un presupposto della effettivita di ognc@seo deduttivo.
Non affronto tale questione poiché richiederebbeosoenze di
teoria della computabilita un po’ piu avanzate iadparticolare,
la teoria degli‘enumeration operator’(si veda [Rogers 1967]).

In ogni caso si pone il problema di come si pastandere la
definizione di compattezza alla logica fuzzy e adolica fuzzy
sia compatta. Ad esempio Pavelka propone la seguent
definizione [Pavelka 1978]
Definizione 12.2.Diciamo che un operatord : U" - U" &
Pavelka-compattcse per ogni formula ed ogni insieme fuzzy
di formule esiste un sottoinsieme fuzzy finitai v tale che:

" Questa proprietd caratterizza in un certo sensmdessi finitari di
costruzione. Infatti se si interpretf(X) come l'insieme delle cose che
possono essere in qualche modo costruite utilizzayidelementi diX
allora tale condizione equivale a dire che tuttd che pud essere
costruito a partire d&X in realta pud essere costruito utilizzando un
numero finito di oggetti irX.

%8 |nfatti la teoriaT & consistente in quanto una eventuale contraddizion
sarebbe derivabile da una parte fifitali T in contrasto con il fatto che
per ipotesi Ty ammette un modello. Essendb consistente deve
ammettere anche un modello.
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H(v)(a) = H(v)(a).
Purtroppo tale definizione non si dimostra adeguat

Proposizione 12.3La logica fuzzy non € in generale Pavelka-
compatta.

Dim. SiaG(n) € un predicato che possiamo interpretare come “
un numero grande” e siala teoria fuzzy che pongG(n)) = 1-
1/n. Supponendo di avere assunto la form@@)—=[x(G(x))
come assioma logico di grado 1, la dimostrazione

G(n) [con grado 1-f]
G(N)=X(G(X)) [con grado 1]
X(G(X)) [con grado 1-1]

dimostra la formuldX(G(x)) con grado 1-1. Fondendo tutte le
dimostrazioni ottenute al variare dn, otteniamo che
D(7)(IXG(x)) = Supon 1-1h = 1. Tuttavia e evidente che nessuna
parte finita dir consente di provarexG(x) con grado 1. O

La questione e che nel determinare il grado di dinabilita di
una formulaa dobbiamo tenere conto anche del processo di
fusione delle informazioni fornite dalle varie distiazioni dia e

tale processo € di carattere infinitariGome risposta a tale
guestione in una serie di lavori (si veda ad eserfiacino e
Gerla 2002] e Gerla [2008), si propone una nozione diversa di
compattezza che viene identificata con la noziareutinuita in

un reticolo.

Definizione 12.4.SiaL un reticolo completo, allora un insier@e
di elementi diL & chiamataliretto se

XOC, yC = [C , x<z7, ¥7.
Chiamiamo limite induttivo di C I'elemento z = SudC). Un
operatore crescenfe L - L e dettocontinuo se conserva i limiti
induttivi.

Se scriviamoz = IimC per indicare il limite induttivo diC
possiamo anche dire clie L L e continuo se, per ogni insieme
direttoC,

J(limC) =lim J(C). (12.1)
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E’ evidente che la composizione di due operatontiooi € un
operatore continuo.

Proposizione 12.5Sia L un reticolo completo & : L-L un
operatore continuo con la proprieta di inclusidpasto allora

H(X) = SupJ"(x), (12.2)
H(x) & il minimo punto fisso diJ maggiore o uguale ad.
L’'operatoreH : L L definito in questo modo & un operatore di
chiusura continuo che ha gli stessi punti fissl.di

13. La compattezza come continuita
Possiamo ora proporre la seguente nozione di coezgat

Definizione 13.1.Dato un insieme non vuot®ed il reticolo dei
sottoinsiemi fuzzyU® di S, chiamiamocompattoun operatore in
US che sia continuo.

Si pone il problema se una tale identificaziondadebmpattezza
con la continuita sia giustificabile. In proposftossiamo dire che
in questo modo si ottiene una definizione che esequella
classica. Infatti sd_ € il reticolo dei sottoinsiemi di un dato
insieme, allora gli operatori continui coincidon@nc quelli
compatti. Inoltre nel caso, che a noi interessé,reticolo dei
sottoinsiemi fuzzy di un dato insieme possiamo teariazare gli
operatori continui in termini di finitezza [Murali991]. Per farlo,
utilizziamo la relaziones definita ponendo, per ogni copsa t

di insiemi fuzzy s<t se, per ognxdSupygs), risulta ches(X)<t(x).

Proposizione 13.2. Un operatore) : US- U® & continuo se e
solo se, per ogni sottoinsieme fuzzgi S
J(s) =0{J(s) | s € finite ed s <s} (13.1)

Un altro motivo a favore della definizione 13.1he@bbastanza
ampia da permettere di provare che tutti gli omeradi
deduzione delle logiche fuzzy sono compatti. A talmpo
cominciamo a considerare I'operatore di conseguenzediate.

Definizione 13.3. Dato un sistema deduttivo fuzzy7( al),
poniamo
KW(a) =Sudr' (v(ay),..v(ay) : (' ,r")Has r'(a,....an) = a}.
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Definiamo allora lbperatore di conseguenze immediate:H
UF - UF ponendo, per ogmU",
H(v) = vOalOK(v). (13.3)

K(v) rappresenta linsieme fuzzy delle formule che spar®o
derivare dav tramite I'applicazione di una regola di inferenza.
Interpretiamo H(v) come [l'insieme fuzzy delle formule che
possiamo derivare in un passo, cioe con una diametre di
lunghezza uno. Dire cheé un punto fisso pa equivale a dire
che v € chiuso rispetto alle regole di inferenza e comtie
I'insieme fuzzy degli assiomi logici.

Proposizione 13.4.L'operatore di conseguenza immedi&taé
compatto, monotono e con la proprieta di inclusione

Per la proposizione 12.5, esserttloontinuo e con la proprieta di
inclusione, per ognv in U™ I'insieme fuzzyd,H"(v) & il minimo
punto fisso dH contenente. Vale inoltre il seguente teorema.

Teorema 13.5DettoD 'operatore di deduzione, risulta che

D(v) = O,H"(v). (13.4)
Pertanto l'operatore di deduzione € un operatorehiiisura
compatto.

D(v) risulta pertanto essere il piu piccolo insiemeziu di
formule contenenteg, chiuso per regole di inferenza e contenente
I'insieme fuzzy degli assiomi logici.

Concludiamo dicendo che il motivo principale adieer della
identificazione della compattezza con la continuitache la
continuita € una condizione necessaria perché diadp
inferenziale della logica fuzzy abbia i caratteella effettivita.
Non vuole essere compito di questo libro entrafdenmexito di
una tale questione che richiederebbe un po’ di teripttavia il
discorso & analogo a quello per cui per le funzdinvariabile
reale la continuita & un presupposto necessadaaaihputabilita.

14. Paradigma della logica fuzzy e logica probalistica

Abbiamo gia visto che probabilita e vaghezza samm fénomeni
totalmente diversi. Tuttavia il formalismo propogter la logica
fuzzy si dimostra essere interessante anche pefod&ca
probabilistica (si veda [Gerla 19%}] [Gerla 19944, [Gerla
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1997]). Basta prendere in considerazione la seg@motnsistente
nella classeM, delle probabilita finitamente additive definite
nell'insieme F delle formule del calcolo proposizionale. Nel
seguito denoteremo cdb la contraddizioneala e conl la
tautologiaalh a.

Definizione 14.1. Chiamiamo semantica della logica
probabilisticala classel/, delle funzionim: F - U tali che

a) sea e logicamente equivalente atlalloram(a) = m(a’)

b) m(0) =0

coml=1

d) m(atlp) = m(a)+m(B)-m(allp).

L'interpretazione di un modelloldAM, & che per ogni formular

il numerom(a) rappresenta la probabilita che, mendo random
m, I'asserzionea sia vera. Accettando il paradigma entro cui Si
muove la logica fuzzy, la logica probabilistica ctiebbiamo
definire deve elaborare informazioni parziali sumndello m.
Ad esempio in tale logica possiamo elaborare inzione del
tipo

“la probabilita dia oscilla tra 0.6 e 0.9,

“la probabilita difé minore o uguale a 0.1”,

“la probabilita diye maggiore di 0.7".

Poiché 1 =m(ak a) = m(a)+m(- a)-m(a a) = m(a)+m(- a),
risulta chem(- @) = 1-.m(a). Pertanto, ripetendo quando detto nel
paragrafo 1, €& ragionevole rappresentare [linfoiorez
disponibile tramite una funzione : F-U e dire chem € un
modello div se, per ogni formulaa, “la probabilita che si
verifichi a é almenos/(a)”.

Per quanto riguarda l'operatore di conseguenzedobc(v)
viene ad essere I'estremo inferiore di tutte Iebphilita che sono
maggiori o uguali a. In letteratura una funzione di questo tipo
ha gia un nome.

Definizione 14.2.Una funzione che si possa ottenere come
estremo inferiore di una famiglia di probabilitanitamente
additive prende il nome dnviluppo inferioreo, semplicemente,
inviluppo.
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PertantoLc(v) e l'inviluppo generato da e gli inviluppi sono i
punti fissi di Lc. Essi rivestono una notevole importanza per
rappresentare situazioni di informazione non cotaplén
situazioni aventi carattere probabilistico (si veaé esempio
Papamarcou and Fine [1986]).

Una volta definita la semantica rimane la questidincercare
adeguati apparati inferenziali che permettano tiotare Lc(v).
Tale questione € interessante per la costruzionesistemi
diagnostici ed & esaminata, ad esempio in [Weibbsgér and
Pdhimann 1990] anche se in casi molto particoldgi miei
lavori affronto tale questione proponendo un oppastsistema
di regole di inferenza che “funziona” (nel sense germette di
provare un teorema di completezza) ma che probabikn
potrebbe essere migliorato. Tale sistema si basasegguenti
connettivi.

Definizione 14.3.Dati h e k, indichiamo conCF il connettivo
logico il cui significato & ch€¥ (e, ..., ) assume valore 1 solo
se esistono almeroformule vere nella sequenza,...,ah.

Chi si occupa di reti neuronali puo interpretaresja connettivo
come un neurone cdmlinee di ingresso che “spara” un impulso
se la somma degli impulsi in entrata supler®er il teorema di
completezza funzionale naturalmente potrei definitae
connettivo e considerar€ (e, ..., a,) come un modo per
indicare la formul&/{e; ,yA ... Ay © 1=i(1)<...<(K)<h}.

Definiamo la funziond! ponendo

M(ch...,ar) = Max{k O N : C(ay,...,ar) consistente}

per ogniai...,a, in F. Allora la soddisfacibilita div puo essere
caratterizzata tramitil.

Teorema 14.4.Un insieme fuzzy di formule & soddisfacibile se e solo
se per ognix,...,ah in F,
) + ... +v(ap) < M(ay....an). (14.2)

L'apparato inferenziale si ottiene aggiungendo adapparato
inferenziale per il calcolo proposizionale classieo seguenti
regole.
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Definizione 14.5.Sianoh, m, k numeri naturali tali che > m>k,
e sia

D(h,m) ={(ay,....an) : M(a,....an) =M},
allora chiamiamdi-m-k+egola di inferenza la regota= (r',r") il
cui dominio éD(h,m) ed inoltre

F (i) = (i) P (o) = | Xk H

mk+1 |

Il significato di unah-m-k+egola e chiaro solo per alcuni casi
particolari. Per esempio lah-1-1-regola €& la regola di
introduzione della disgiunzione definita ponendo:

ay,....0h . Ay, n
.. .Oay, ’ AlD .0 /]h

dove a,...,.a,, devono essere mutualmente esclusii e la co-
norma di Lukasiewicz. Ponendio= m = k otteniamo la regola di
introduzione della congiunzione
aq,...,.an . /11,...,/]h
aU...Oay, ' /11|:J DAh

doveas,...,a, devono essere consistenti tra lord € la norma di
tukasiewicz.

In aggiunta alle regole ora date, dobbiamo ancmsiderare,
per ognih edm, h =m, la h-m-regola di collapsing = (c',c")
definita inD(h,m ponenda'(a,...,an) = 0 per ogniay,...,ah €

1 si+.+1>m,

c"(Ag,...An) =
0 altrimenti.

Tale regola afferma che se le formulg...,an, sono state provate
con gradily,... Ay che violano la condizione di consistenza (14.1)
allora €& possibile dimostrare la contraddiziofiee quindi
qualunque formula. Ad esempio la 2-1-regola diagsing dice
che se sono state dimostrate due formalee a, tra loro
contradditorie con gradi; e A, con A; +4, >1, allora possiamo
asserire anche la contraddizidhe

Non procedo ulteriormente nella descrizione dé tsistema,
dicendo solo che esso permette di ottenere un nteordi
completezza. Cio permette di calcolare l'invilupgenerato da
una data funzione: F - U.
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CAPITOLO 4
ESEMPI DI APPARATI INFERENZIALI FUZZY

1. L’approccio “graded” alla logica di Lukasiewicz
Si pone il problema se si possa trovare una loftizay per cui
valga un teorema di completezza. La risposta etipaséd in
questo paragrafo esponiamo I'esempio principaléodaca fuzzy
di Lukasiewicz del primo ordine. Stante il carate&lementare
che ho voluto dare a questo libro, non riporto ilastrazioni
rimandando chi fosse interessato ad una trattazadeguata (si
veda ad esempio [Novak 2007]). Si assume che guhggio
contenga, per ogmi U una costante proposizionaledove con
U denotiamo linsieme dei numeri razionali id. Questo
significa che nella formazione delle formule dietéihguaggioA
viene considerato come fosse una formula atomicaeka
interpretazione delle formule il valore assegnatol & A.*°
L'importanza di tale allargamento consiste nel dfatthe i
constraint chiusi possono essere espressi assdeenddta (con
grado 1) di alcune formule di tale linguaggio. Fsamente il
fatto che il valore di verita di una formula appartiene
all'intervallo [A,4] pud essere espresso con l'asserire che le due
formule a =y, e A =a assumono il valore 1. In particolare,
l'informazione rappresentata da un insieme fuzzipdiesiv puo
essere rappresentata dell'insieme (crisp) di foen{u(a)=a :
alF}. La struttura di valutazione considerata € I'digge di
tukasiewicz U, O, —) dove ricordo ché] e — sono definite
ponendo

Xy = pety-1f 5 x-y = y-x+1j;
I connettivi logici corrispondono al tipo di opemaz
dell'algebra di tukasiewicz e saranno &;,. Come al solito altri

% Questo “trucco”, anche se risulta efficiente, néncerto molto

naturale. Nessuno ritiene che % sia una assereidantomeno che sia
un'asserzione una espressione del tigd/4=4/5). Se quindi si vuole
creare un modello che sia in qualche modo rapptathem delle forme

di ragionamento che coinvolgono i predicati vagttiora la soluzione

proposta in questo paragrafo non mi sembra molibdistacente.

D’altra parte, non sono a conoscenza di dimostréziel teorema di

completezza che non utilizzino tali costanti praposali.
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connettivi sono invece definiti. Ad esempio assuntdache— A
sia una abbreviazione della formufe=0 e corrisponde alla
funzione 1A. Inoltre ACB e abbreviazioni della formula
(B=A)=A e ALB della formula-(-Al=B)). Tali connettivi
corrispondono ad una interpretazione Whcome massimo e
minimo. Le regole di inferenza sonollaestensione canonica del
Modus Ponens

AA=B A u
B AOu
e I'estensione canonica della regola di generaliore
A A

CIX(A) A
Inoltre si accetta la seguente regola di introduzidelle costanti
logiche
A A
A=A 1

Questa ultima regola é particolarmente signifi@atiinfatti
permette in ogni istante di trasformare una affeiove di
dimostrabilita con gradd con una affermazione di dimostrabilita
classica, cioe con grado 1.

Passiamo ora a definire l'insieme fuzzy degli @ssilogici.
Tale insieme € la funziong: F - U tale chd(A) =1 seA=Ae
L(A) = 1 seA coincide con uno degli assiomi della seguente lista

R1 A=(B=A)

R2 (A=B) = ((B=C) = (A=0C))

R3 (-B=-A)=(A=B)

R4 ((A=B)=B) = ((B=A)=A)

T1 Ox(A) = A(x/t) (per ogni termine sostituibiky
T2 Ox(A=B) = (A=0x(B)) conxnon libera inB

B (=4 - (4=u).

Nei casi non specificatj assume valore 0.
Possiamo ora enunciare il teorema di completezza.

Teorema 1.1.Per la logica di tukasiewicz del primo ordine vale
il teorema di completezza.
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Osserviamo che per tale logica vale anche la aedetivata
della introduzione della congiunzione (osservazicime sara utile
guando parleremo di programmazione logica).

Proposizione 1.2.Nella logica di tukasiewicz la regola di
introduzione della congiunzione

A,B AU

AB AQu
€ una regola derivata.

2. Metalogica fuzzy per logiche crisp
Le logiche fuzzy la cui semantica € di tipo verofionale
derivano dall’'esigenza di trattare predicati vagligé predicati
che possono essere attribuiti ad oggetti con ghadrsi. Un altro
modo per ottenere logiche fuzzy e quello di rifgra predicati
“crisp” ma di accettare meta-predicati fuzzy. Adempio
indichiamo conTAU l'insieme delle tautologie della logica
classica e supponiamo chesia un insieme di ipotesi (0, se Si
vuole, di assiomi propri). Per potere applicareteibrema di
deduzione, supponiamo che nci siano solo formule senza
variabili libere. Allora nella logica classica l@lazione | di
“deduzione dapotesl’ pud essere definita ponend’o|— asea
UOTAU oppure se
“esistono; OT,...,.a,0T tali chea,O...0Oa,=a OTAU”.
Ora e possibile ammettere che il meta-predicatseies una
ipotesi” sia vago cioé che ci sia una situazionecum ipotesi
diverse siano accettabili con gradi diversi. Cigngica che
dobbiamo riferirci ad insieme fuzaydi ipotesi invece che ad un
insieme crisprl e che, conseguentemente, dobbiamo valutatk in
affermazioni del tipo
“esistonoa; v, ...,a,0v tali chea;O...Oa,=a OTAU.
Tenendo conto che l'asserzionexflv,....a,[lv’, in quanto
congiunzione di asserzioni atomiche,valutata corv(ay)O...
Ov(a,) e tenendo conto che il connettivo “esiste” viene
interpretato in logica fuzzy tramite l'estremo supee, la
valutazione sara data dal seguente numero
Sudv(an)U... Ov(ay) : on...Oa, — a OTAUL.
Queste considerazioni giustificano la seguenteniidine.
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Definizione 2.1.Data una norma triangolafé ed un insieme
fuzzy di assiomv, il grado di dimostrabilitedi una formulaa € il
numeroD”(v)(a) ottenuto ponend®"(v)(a) = 1 seadTAU e
ponendo

D (v)(a) = Sudv(a)D... Ov(ay) : au..0a, — a OTAU}
altrimenti.

Non & difficile provare che I'operatof@™: UF— U" definito in
questo modo € un operatore di chiusuha.modo piu elegante di
definire D” & tramite una opportuna nozione di inclusione
graduata.

Definizione 2.2.Sia 0 una norma triangolare €8lun insieme
non vuoto, allora per ogni sottoinsieme finito amtaX ed ogni
insieme fuzzys: S - U, chiamiamoll-grado di inclusione di X
in vil numerolncly(X,s) definito ponendo
1 sX =0
Incl5(X,s) =
Ine(X,s) =s(x) ... Os(X,) seX = {Xg,... Xn}-

Tale definizione deriva dal fatto che l'inclusiodie{x;,... X} in s
equivale alla congiunzione delle affermazioni
“X, appartiene ad”, ..., “x, appartiene ad”.

Tale nozione graduata di inclusione estende qutdlssica e verifica le
seguenti proprieta.

i) XOY = Inclg(X,s) = Incla(Y,s)

i) sOs" = Inclg(X,9) < Incly(X,s)

i) Inclg(XOY,s) = Incly(X,s) O Inclz(Y,s)

iv) Incl(X,s) = Inclg(X,s).
Ovviamente risulta che

D(v)(a) = Sugd Incly(X,s) : X O M«(F), X |—a} (2.1)

dovell{(F) indica I'insieme delle patrti finite o vuote Bi

L'operatore D” definito in questo modo risulta essere
'operatore di deduzione del seguente semplicisssigtema
inferenziale fuzzy.

Definizione 2.3. Data una norma triangolare continua,
chiamiamolJ-estensione canonica della logica classiadogica
fuzzy che si ottiene considerando Ieestensioni del Modus
Ponens e della regola di particolarizzazione edrasado come
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insieme di assiomi logici un insieme adeguato erldgica
classica.

Osserviamo che una tale definizione di estensiame gssere
applicata anche a logiche crisp diverse da quddissica. Basta
solo cambiare la relazione di deducibilfta

Teorema 2.4.L’estensione canonica del calcolo dei predicati
della logica classica rispetto ad una data nornengdolare
continuall ha come operatore di deduzione I'operafre

3. Ogni situazione ha la sua norma: idempotenza
Ma il discorrere & come il correre, e
non come il portare, ed un cavallo
barbero solo correra piu che cento
frisoni (Galileo Galilei:Il Saggiatorg

Abbiamo visto che ogni norma triangolare permetteastruire
un semplice apparato inferenziale fuzzy che estdadegica
classica. Si pone allora la domanda:

guale norma deve essere scelta fra tutte le pitisgib
La mia opinione &€ che non sia possibile sceglier@ wolta per
tutte ma che in contesti diversi siano necessariena diverse.
Una distinzione fondamentale tra norme e se valenemo
'idempotenza x(0x = x (tenendo conto che l'unica norma
idempotente & il minima)).

Cominciamo a considerare il primo caso. La logica
corrispondente certamente non e adatta a spiegpegadosso
del mucchio di grano. Infatti in tale caso, poig®é)™ = 0.9,
'affermazione “un mucchio con chicchi & piccolo” sarebbe
provata con grado 0.9 qualunque sia il valore fiss@di n.
Mostriamo invece due contesti in cui il minimo seab
particolarmente adatto.

Esempio 1: l'assioma della scelta.Nell'assiomatizzare le
fondamentali teorie matematiche & spesso accadwdoatcuni

assiomi sono sembrati meno affidabili di altri & @uindi si sia
cercato o di dimostrarli o, comunque, di evitarib uso nelle
dimostrazioni. Il primo celebre esempio & dato’dsdioma delle
parallele nella geometria di Euclide. Come € nBtglide spesso
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portava avanti dimostrazioni complicate pur di natiizzare
'assioma delle parallele. Altri altrettanto celieler piu recenti
esempi riguardano la teoria degli insiemi. Tipictale proposito
e 'assioma della scelta. E’ un fatto che tuttiatematici evitano
se é possibile l'uso di tale assioma e che se sostetti a farlo
si sentono poi in dovere di avvisare il lettore eagj di
scusarsene. Allo stesso tempo nessun matematich,laldella
dimostrazione di indipendenza dell'assioma dellaeltac
dichiarerebbe che tale assioma €& piu falso o pia degli altri
assiomi. Piuttosto si tratta di una certa “diffidah nei suoi
confronti difficilmente esprimibile in termini dell logica
classica. La logica fuzzy che utilizza il minimesce invece a
rappresentare abbastanza bene un tale fenomerutti, Irdd
esempio, indichiamo codF un sistema di assiomi per la teoria
degli insiemi non contenente I'assioma della scedtandichiamo
conAgl'assioma della scelta. Allora la nostra diffider{naa non
completo rifiuto) verso l'assioma della scelta pbtie essere
rappresentata dal seguente "insieme fuzzy deglors che si
accettant

1 saxy O ZF-A;

v(a) =4 0.8 searcoincide corg
0 altrimenti.

BN

Allora e evidente che, riferendoci alld-estensione canonica
della logica classica:

1  se e possibile dimostrame senzaés
D (v)(a) =< 0.8 seAse essenziale per provase
0 searnon é conseguenza diF+As,

Da notare che e la proprieta di idempotenza deflana del
minimo che permette di trascurare il numero di esalhe si e
utilizzato I'assioma della scelta registrando ssdosi e utilizzato
0 meno.

Naturalmente potremmo anche considerare un insienzg v
di assiomi che assegni valori non nulli anche @dfesi del
continuo o ad altri possibili assiomi che la con@ndei
matematici ritiene meno “indiscutibili” di altri. nl ambito
geometrico e possibile fare un discorso simileapporto all’
assioma delle parallele.
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Esempio 2: percorsi facili. Supponiamo di volere costruire un
sistema esperto riferito a possibili percorsi pscuesioni in
montagna ed alla opportunita di effettuare il pescoper una
persona con maggiore 0 minore esperienza. Se &TVI
Facile(p) per indicare che il percorsp e facile, un modo
ragionevole di valutare la formulgacile(p) potrebbe essere il
seguente:

i) valutiamo ogni possibile tipo di difficoltd comunumero

tra 0 ed 1 (ad esempio un salto di un metro e mpaiebbe

essere valutato 0.9),

ii) assumiamo che il grado di difficolta di un pesmp sia

misurato dal massimo dei gradi delle difficolta ce¢rovano

sup,

iiil) assumiamo che il grado di verita Bacile(p) sia la

negazione del grado di difficolta gl
Naturalmente cio presuppone che nel dichiararesucopso piu o
meno facile non si tiene conto ad esempio delldwsughezza. Se
indichiamo conx ey due percorsi successivi e crty l'unione
di tali percorsi, allora appare naturale accetfassioma

Facile(x)OFacile(y) =Facile(x+y)  (con grado 1)

0, per meglio dire,

Facile(X)=(Facile(y) =Facile(x+y)) (con grado 1).
Supponiamo ora di avere una successione di pipeotiorsip;,
p2, ... ciascuno successivo all’altro ed indichiama g I'unione
dei percorspy, p, ... ,Pi. Supponiamo inoltre che tutti i percorsi
siano abbastanza facili e che quindi tutte le fdenttacile(p;)
siano, ad esempio, valutate 0.9. Allora:

- usandoFacile(q;) = (Facile(p,) = Facile(gy)) ed applicando
due volteMP riusciamo a provare Facitgj con grado 0.80.9.

- usandoFacile(q,) = (Facile(ps) = Facile(gz)) riusciamo a
provareFacile(gs) con grado 0.90.900.9

- usandadracile(dee) = (Facile(piog) = Facile(giog)) riusciamo a
provareFacile(g;o0) con grado (0.95°.

Ora nel caso della norma del prodotto o di quellautasiewicz

il valore di (0.9 & o uguale o quasi uguale a zero. Questo
significa che la dimostrazione ora esposta nonigoennessun
tipo di informazione suracile(giog). Tenendo invece conto del
fatto che il grado di difficolta di un percorso ndipende dalla
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sua lunghezza, la logica che sembrerebbe fornirgliare
informazione per questo tipo di fenomeno sembreyebksere
quella in cuid & il minimo e quindi 0.8°=0.9.

4. Ogni situazione ha la sua norma: non idempotenza
Differentemente dal caso in cui la norma & idempetei
ragionamenti che sono formalizzati tramite normen ridem
potenti hanno la seguente caratteristica:

piu volte si utlizzano ipotesi poco affidabili imn

ragionamento, meno questo ragionamento € da carsile

affidabile.
In altre parole, il coinvolgimento di concetti vaghembra
comportare I'esigenza di limitarsi solo a ragionathébrevi”.
Cio e istintivamente sentito dalle persone. Ad gd¥em
consideriamo il predicato di “essere molto vicinad
ammettiamo, come sembra naturale, che per talecptedvalga
la proprieta transitiva. Supponiamo inoltre di sepzhe:

- un certo bar e molto vicino al tale albergo

- 'albergo € molto vicino alla stazione,
allora non abbiamo difficolta ad inferire che ilramolto vicino
alla stazione. Ma se apprendiamo ancora che:

- la stazione & molto vicina al Duomo,

- il Duomo & molto vicino all’Universita

- I'Universita & molto vicina al Municipio,
allora cominciamo ad avere qualche esitazione aladere che
il bar € molto vicino al Municipio.

Dal punto di vista tecnico, I'opportunita di notilizzare troppe
volte ipotesi non completamente vere &€ consegudetdatto
che, sex edy sono valori di verita diversi da zero ed 1 allgiryy
risulta essere strettamente minore sia xdiche diy, cioe
strettamente minore del mininxaly.

Tuttavia la norma del prodotto e quella di tukasoz
presentano notevoli differenze.

Esempio 1 (per 'uomo calvo & meglio Lukasiewicz).

Mentre la norma del prodotto si presta bene ppatibdosso del
mucchio di grano non sembra tuttavia molto adeguetia la
soluzione del paradosso dell'uomo cal®upponiamo infatti di
assegnare alla formul€(10.000) grado di verita 1 ed alle
formule C(n)=C(n-1) grado di veritgydiverso da 1 e da 0, allora
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procedendo in modo simile a quanto fatto per ilagasso del
mucchio di grano riusciamo a provae€0), cioéche “un uomo
con zero capelli e capelluto” ma la validita detdimostrazione é
%21 Ora nel caso del prodotto, per quanto possaeesssso

il valore }%°°%'é comunque diverso da zero e cid contrasta con il
fatto che un uomo con zero capelli puo ritenergietato solo
con grado zero. Invece, nel caso della norma dakigwicz, se
assegniamo all'implicazioneC(n)=C(n-1) grado di verita
y=1-0 con J = 1/(10.000-1), allora, perveniamo alla
conclusioneC(0) con grado ¥)'>%°*= 0, cosa che sembra piu
corretta.

Esempio 2 (il paradosso dei test ugualisupponiamo di dover
scegliere tra due persomee B per una assunzione e che per
qguesto scopo ci si voglia servire di una serieesi. tSupponiamo
inoltre che i due candidati abbiano conseguit@intést entrambi
punteggio 50 in una scala da 1 a 100. Allora, iseballa logica
fuzzy l'asserzioneSupera_te$f) = (Supera_te¢B)) dovrebbe
essere valutata Q.B.5. D’altra parte & lecito attribuire alla
implicazione

Supera_tegA)[- (Supera_te$B)) = Preferibilg(A,B)
grado 1. Da cid segue che é possibile dimostPagéeribile(A,B)
con grado 0.50.5. Allo stesso tempo, poiché le capacita dei
candidati si sono mostrate uguali, I'asserzidtreferibilg(A,B)
deve essere considerata completamente falsa (seude,
completamente ingiusta). Ne segue che necessatiandeve
essere 050.5 = 0. Una tale conclusione in letteratura vieiséa
come un paradosso poiché se ci si riferisce allmaalel minimo
oppure a quella del prodotto & effettivamente unag@sso.
Tuttavia se si accetta la norma di Lukasiewicz degaroprio che
0.500.5=0.5+0.5-1 = 0.

Quanto detto in questo e nel precedente paragraf@ in
rilievo che non é ragionevole riferirsi ad una w@nioorma
triangolare ma che situazioni diverse possono poddogiche in
cui la congiunzione e definita da norme diversesdbuente
esempio mostra che potrebbe essere necessariaeamsi allo
stesso tempo (nella stessa logica) norme diverse.
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Esempio 3 (percorsi leggeri e percorsi sicuri)Arricchiamo
'esempio 2 del paragrafo precedente aggiungendaredicato
Facile anche il predicatheggero Questo secondo predicato non
si tiene conto del grado di difficoltd ma dellaidatmaggiore o
minore per effettuare un percorddipende quindi fortemente
dalla lunghezza dello stesso. Con le stesse nofaziotale
esempio supponiamo che ciascun segmen®ia leggero, cioé
che sia breve e che non richieda sforzi fisiciipaldri. Possiamo
rappresentare tale tipo di situazione con gli assiia visti per
Facile mentre peteggerosi assumono gli assiomi:

Leggerdp) (con grado 1),

Leggerd@x)Leggerdy)=Leggerdgx+y) (con grado 0.9).
Allora, procedendo come al solito, possiamo proveaeile(qy)
con grad0 0.9 eLeggerdg,) con grado = 09

Ora, poiché la facilita di un percorso non dipeniddia sua
lunghezza, e ragionevole assumere che9®.9 per ogni intero
n. Poiché la leggerezza di un percorso dipende imiera
determinante dalla sua lunghezza, ci aspettiamoesligta un
interomtale che, per ogmi>m, 0.9 = 0.

Possiamo ottenere entrambe le condizioni solo dtando
che la norme triangolari utilizzate p&acile e Leggerosiano
differenti e precisamente la norma del minimo e llqudli
Lukasiewicz, rispettivamente. In tale caso abbidnisogno delle
due diverse estensioni del Modus Ponens tramit@date. Per
fare cio abbiamo bisogno di due implicazieni, e = nel nostro
linguaggio capaci di esprimere i due tipi di assidgramite le
formule

Facile(q)=>n Facile(gi.)) ; Leggerdq) = Leggerdg.).

D'altra parte non e sorprendente che non ci sgtmitare
nemmeno ad un numero finito di connettivi logiciagdo
vogliamo trattare valori di verita in un continuonce U.

La situazione si complica ulteriormente se si nssehe lo
stesso predicatoFacile potrebbe a volte richiedere una
interpretazione dil come prodotto. Infatti, indichiamo cqm, p,
.... una successione di percorsi tali che
- la pendenza ¢, € nulla
- la pendenza @, € lievemente superiore alla pendenzp.di
- a parte l'eventuale pendenza, i percgssinon presentano
ulteriori difficolta.

In tali ipotesi allora e lecito assumere
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Facile(p;) ; Facilgp,)=Facile(py+1).

BN

Senza entrare nei particolari, € evidente che siamaina
situazione simile a quella del paradosso del muacdhigrano o
dell’'uomo calvo e quindi] non puo piu essere il minimo!

5. La logica fuzzy € monotona ?

Il fatto che I'operatore di conseguenza immediatégica fuzzy
sia monotono e conservativo significa che se awsmnentk ipotesi
aumentano anche le conseguenze da tali ipotese @sserzioni
dimostrate ad un dato passo del processo deduitingpossono
essere successivamente annullate. Quando una lagifiaa tali
condizioni si dice che monotonaln questo paragrafo vogliamo
mostrare che, se entra in gioco anche il gradoatirisistenza di
una teoria fuzzy, la monotonia della logica fuzzy sélo
apparente.

Definizione 5.1.Detto D l'operatore di deduzione di una logica
fuzzy, chiamiamayrado di inconsistenzdi un insieme fuzzy di
formulev il numero

Incv) = Inf{D(V)(a) : a O F}. (5.1)
Selnc(v) = 1, allora diciamo che é totalmente inconsistente

Per fare un esempio, riferiamoci allaestensione canonica
della logica classica del primo ordine. In taleccabbiamo che il
grado di inconsistenza ha una forma particolarmsaneplice.

Proposizione 5.2.Consideriamo unal-estensione canonica del
calcolo dei predicati classico e s{auna contraddizione, allora
per ogni insieme fuzzy di formulerisulta:

Inc(v) = D™(v)(x) = Sud Inclo(X,v) : X & inconsistenje

Dim. E’ sufficiente osservare che, poicj(lél- a per ogni formula
a, risulta cheD"(v)(x) < D (v)(a). 0

In altri termini per led-estensioni il grado di inconsistenza di una
teoria fuzzy v e il grado con cui si pud provare una
contraddizione oppure, equivalentemente, il gradoverita
dell’asserzione V contiene un insieme contraddittorio di
formule”.
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Se v e totalmente inconsistente allora, come nella Bbgic
classica, ogni formula pu0 essere provata con grad®uo
tuttavia capitare che il grado di inconsistenza sianné nullo né
uguale ad 1. In tale caso se siamo in grado digoeouna formula
a con un gradoD(v)(a) diverso da zero ma risulta che
D(v)(a) =Inc(v), allora di fatto non esiste nessuna ragione in
favore della validita dia. Questo perché il grado di validita di
una formulaa € rappresentato piu dalla differerzgév)(a) Anc(v)
che dal valoreD(v)(a). Una interessante conseguenza di questo
fatto & che:

la logica fuzzy, nonostante il fatto che D siaaperatore

monotono, non puo essere considerata una logicatooa.
Infatti, poiché siaD(v)(a) che Inc(v) crescono al crescere dei
valori div, il valore D(v)(@)-nc(v) non cresce necessariamente
al crescere dei valori dv. Supponiamo ad esempio che
l'informazione disponibile ad un istante sia v e che tale
informazione conduca ad affermace cioé D(v)(a@) > Inc(v).
Supponiamo che successivamente, allistdhtesia disponibile
nuova informazione’ in modo chev sia esteso ad un insieme
fuzzy piu grandevdv' ma che tale nuova informazione sia
parzialmente inconsistente con la precedente. #ligrazie al
fatto che il grado di inconsistenza é cresciutqossibile che
D(vOV)(a) = Inc(vOVv). In tale modo, mentre all'istanté
linformazione v suggeriva la validita dell'asserzioner,
all'istante successivd’ la nuova informazione porta ad un
cambiamento di opinione per cui non esiste nessagiane per
credere nella validita dr.

In base a tali considerazioni sarebbe forse pitretto
sostituire l'operatore di deduzione con il seguageratore di
deduzionenormalizzato

Definizione 5.3. SiaD l'operatore di deduzione di un apparato
inferenziale fuzzy, allora definiamooperatore di deduzione
normalizzatoD, ponendo, per ognv O U, D,(v) uguale alla
teoria totalmente inconsistente nel caso inme(v) =1 e

D(V)(a) = %‘c(”j;v) (5.2)

selnc(v) # 1.
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E’' interessante osservare chB,(v)(a)=1 implica che
Dn(vOV)(a) =1 per ogni nuova informazione. Cio significa
che se siamo assolutamente sicuri della validitia dermula a,
allora nessuna nuova informazione pud cambiare datra
opinione.

Ovviamente, nonostante il fatto cBg sia piu significativo di
D, da un punto di vista tecnico & preferibile riferia D. Infatti
all'operatoreD e possibile applicare la teoria dei punti fissi pe
operatori monotoni, teoria che € molto sempliceteqte. D’altra
parte il considerareD non comporta nessuna perdita di
informazione in quanto, daf®, possiamo calcolat®,.

Un esempio Esaminiamo un esempio tipico di ragionamento non
monotono e vediamo come tale ragionamento si pogsadrare
nella logica fuzzy purché si tenga conto del grado
inconsistenza. Consideriamo un linguaggio conteneseguenti
predicati:

SUX) : xe un cittadino svedese,

Gi(x) : xha genitori italiani,

Pr(x) : xé protestante.
e poniamo

T ={SYb) = Pr(b), S\b) OGi(b) = —Pr(b), S\b)}.

Tale teoria afferma che $ee svedese allora e protestante e che
seb & svedese e con genitori italiani allora non e gatainte.
Inoltre afferma ché € svedeseT € consistente, infatti un suo
modello si pud ottenere assumendo @wb) e Pr(b) siano
asserzioni vere mentfgi(b) é falso.T inoltre permette di provare
Pr(b). Supponiamo ora di apprendere &ig) e vera e quindi di
doverci riferire alla teoriaT = T O{Gi(b)}. Tale teoria e
inconsistente perché in essa é possibile provare Bi(b) che
Pr(b). Tuttavia il senso comune non considéfavuota di
contenuto ed € portato a ritenere la conclusiefa(b) piu
plausibile della conclusion®r(b). Questo perché, in un certo
senso, la regolaSyb)OGi(b) = - Pr(b) viene considerata
prioritaria rispetto alla regol&syb) = Pr(b). Questo tipo di
argomentazione non & monotono in quanto I'aggiutitaun
nuovo fatto, la formulaGi(b), determina un cambiamento di
opinione circa la validita d?r(b). La logica fuzzy suggerisce una
via per formalizzare un tale tipo di argomentazioh&atti
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“fuzzifichiamo” la teoriaT sostituendola con l'insieme fuzzy di
formulev definito ponendo:

1 s&=SyYb)

0.8 sg= SYb)UGi(b) = —~Pr(b),
v(a) =

0.6 sex=Svb) = Pr(b),

0 altrimenti.

In questo modo forniamo gradi diversi di “affidatait alle varie
formule coinvolte nel discorso. Se, per sempliggascegliamo
come norma triangolare il minimg avremo che:

DY(v)(a) =1 sesub) |a,

D™(v)(a) = 0.8 seT {SWb)} }a eSub) i a,
D(v)(a) =0.6 s€T | a eT{S\b)} I a
DYv)(@) =0 altrimenti.

In tale caso risulta chac(v) = 0 e quindiD”(v) = D",(v). Inoltre
possiamo dimostrardr(b) con grado 0.6. Aggiungiamo ora
l'informazioneGi(b) con grado 1, cioe poniamwo= v [ {Gi(b)}.
Allora é subito visto che:

D'(w)(@)=1  seSvb), Gi(b) |} a,
D(v)(a) =0.8 seT{Sh)}, Gi(b) } a eS\b), Gi(b) ta,
DYv)(a) =0.6 altrimenti.

Ne segue chic(v) = 0.6 e quindi che,

Di(W)(a)=1  seSyb), Gib) |} a,
Dn(v)(a) =0.5 seT{SWb)}, Gi(b) | a eSyb), Gi(b) i-a,
D.(v)(@) = 0  altrimenti.

In conclusione, se accettiamo che i gradi di dinadslita siano
forniti dagli operatori di deduzione normalizzaigulta che pur
essendw una estensione propriavgirisulta che

- v permette di dimostrar@r(b) con grado 0.6 e Pr(b) con
grado 0O,

- v permette di dimostrarer(b) con grado 0 e Pr(b) con grado
0.5.



Cap. 4 : Esempi di apparati inferenziali fuzzy 137

Ipotesi: Tutte le forme di ragionamento nonmonotono e per
default possono essere formalizzate nella logieayfdornendo
pesi diversi a regole diverse ed introducendo iadgr di
inconsistenza nella valutazione dei gradi di dimadstita.

6. Metalogica fuzzy: ragionamenti con sinonimia
M. Ying in un lavoro del 1994 considera una loginacui &
permessa l'applicazione di una regola di infereamazhe quando
gli antecedenti di tale regola non coincidono ceseszioni gia
provate. Ad esempio, supponiamo che io debba compua
regalo per mio figlio e che fornisca al commessordi libreria la
seguente regola:

x & un thriller = x & buono per mio figlio
Allora nel caso in cui nel negozio non ci sia uordi che sia
catalogato come thriller il commesso (che suppoaiasn sia
laureato in matematica con il massimo dei votidele con una
tesi in logica) deve necessariamente risponderachda niente
adatto alle mie esigenze. Infatti i dati non glirpettono di
trovare un librod per cui si possa provafé € buono per mio
figlio” . Di fatto pero se il commesso e un bravo venditeradn
laureato in matematica) tenta comunque di suggexumalche
libro che potrebbe andare bene. Ad esempio se I, li
chiamiamolob, & un giallo, allora il bravo commesso provera a
proporlo anche se e cosciente che l'asserdioldéuono per mio
figlio non puo essere considerata completamente veraainta
essere libro giallo ed essere thriller sono coserde. Se ora
formalizziamo il ragionamento fatto dal commesso, c
accorgiamo che ha la seguente forma:

1. xéunthriller = xadatto a mio figlio +
2. “romanzo giallo” & un sinonimo dithriller”  +
3. b e unromanzo giallo =

b & adatto a mio figlio.

In tale inferenza un ruolo particolare € giocatlh défermazione
“romanzo giallo” & un sinonimo di‘thriller”

che esprime una relazione tra nomi di predicaté exlindi una

affermazione metalinguistica. Ora la sinonimiaeolid essere un

meta-predicato e indiscutibilmente di tipo fuzzy qonanto due
predicati possono essere considerati sinonimi cadigliversi.
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Pertanto appare naturale che il grado di veritéadminclusione
“b e adatto a mio figlio” dipenda dal grado di sinonimia tra
“romanzo giallo” e “thriller” .

Naturalmente & possibile che anche i predicatiidglaggio
siano vaghi. Ad esempio potremmo considerare ugalaedel
tipo

x € un thrillere x economico= x & adatto a mio figlio
dove il predicato “economico” é fuzzy. In tale cgsmremmo
avere un ragionamento del tipo

1. x & un thrillerex economico= x adatto a mio figlior
2. “romanzo giallo” & un sinonimo di‘thriller” +

3. b éeconomico+

2. b e unromanzo giallo =

b & adatto a mio figlio.

La conclusione sara ovviamente accettabile con naogche

dipende

a) dal grado con cui si ritiene la regola corretta,

b) dal grado di sinonimia traomanzo giallo” e “thriller” ,

¢) dal grado con cui € lecito considerbreconomico

€) dal grado con cub é catalogabile come romanzo giallo
Facciamo ora qualche passo per la formalizzaferlee di

argomentazione di tale tipo.

Definizione 6.1. Chiamiamo O-relazione di sinonimiaogni
relazione dilJ-similarita Sin definita sull’insieme dei nomi di
relazioni.

Una relazione di sinonimia puo essere estesa séiimeF delle
formule al modo seguente.

Definizione 6.2. Chiamiamo [J-sinonimia tra formule la
relazione Sindefinita ponend&in(a,f) = 0 nel caso in cuire 8
non abbiano la stessa strutflir@ponendo altrimenti

% Diciamo che due formule e £ hannola stessa strutturae 3
si puo ottenere dar sostituendo alcune occorrenze di nomi di
predicati (non necessariamente in modo uniformel).e8empio
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Sin(r(ty,...t), r' (t,...ty)) = Sin(r,r’)
Sina+p,ad+F) =Sina,a)0Sina,a’)
Sin(- a) = Sin(a) ; Sin(0xa) = Sin(q)
dove+ denota un qualungque connettivo logico binario.

Detto questo modifichiamo le regole di inferenzariado ovvio.
Ad esempio il Modus Ponens assume la forma seguente
a, a=pf AU
B AOudSin(a,a’)

Non esaminiamo ulteriormente questo modo di praeedea
mettiamo in rilievo che se si vede la deduzione egiverca di
un punto fisso dell'operatore di conseguenze imategiallora
non e difficile estendere ogni logica fuzzy tramaenozione di
sinonimia. Per mostrare come ci0 possa esseredaihinciamo
col definire un interessante operatore.

Definizione 6.3.Data una relazionsin : Fx F - [0,1] di O-
sinonimig definiamo I'operatoreSIN : U™ — U ponendo, per
ognis O U edx OF,

SIN(S)(X) = Sud sin(x',x) O s(x) : x'OF }. (6.1)

InterpretiamdSIN(s) come l'insieme fuzzy delle formule che sono
sinonimo di qualche formula &

Proposizione 6.4.SIN : U" — U" & un operatore di chiusura
continuo.

Tenendo conto che la composizione di due operatoriinui
ancora un operatore continuo, appare natufalemporre”
I'operatore di conseguenza immedi&ali una qualunque logica
fuzzy con 'operator8IN, ottenendo

K = C-SIN. (6.2)
Data una valutazione iniziale C(SIN(V)) & I'insieme fuzzy delle
formule che possono essere dedotte in un paadormule che
sono inv oppure che sono sinonimi di formule che sonw.i@ra
e possibile che un tale insieme fuzzy non sia chiigpetto alla

la formula Ox(r(x,y)Is(2=s(x)) ha la stessa struttura sia di
OX(r (x,y)X(2=09(x)) che dilIx(r(x,y)Is(2)=1t(x)).
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relazione di similaritd. Allora dobbiamo aggiungerle
asserzioni dedotte anche le formule simili a fornnIC(SINV)),
cioé considerare linsieme fuzzSINIC(SINV))) ... Andando
avanti in questo modo otteniamo un insieme fu2gy(v) con un
processo a limite

v O SINV) O D(SINV)) O SIND(SINW))) O. . . » Dg(V).
Naturalmente, da un punto di vista strettamenteematico,
possiamo dire che, essendoun operatore continuo, viene ad
essere definito un operatof®;, che associa ad ogni insieme
fuzzyv l'insieme fuzzy

Dsin(V) = DnJ\l Kn(v) (63)

cioé il minimo punto fisso diK maggiore o uguale a.
Chiamiamologica basata sulla sinonimiaina logica che sia
caratterizzata da tale operatore.

7. La programmazione logica classica

Per capire meglio le potenzialita ed i limiti deltzgica fuzzy
forse la cosa migliore é riferirsi a frammenti diet logica, come
ad esempio quelli legati alla programmazione lodicazy. Per
fare questo ricordiamo alcune nozioni base detdg@mmazione
logica classica. Per semplificare I'esposizionerifigirisco solo a
programmi positivi.

Definizione 7.1.Unaregola positivee una formula del tipo

al. D= a
cona, ai, ..., ay formule atomiche. Chiamian@ausola positiva
di programmaogni formula che sia atomica o che sia una regola
positiva. Una teori® prende il nome dprogramma positivee é
costituita solo da clausole positive di programma.

Per rappresentare meglio la strategia di deduzidae un
programma, useremo la notaziome & o[..0a, invece di
a,0..Oav= a. Il conseguentear viene dettatesta I'antecedente
a,0..Oa, corpo della clausola. Chiamiamtatto una formula
atomica chiusa e chiamianfmse di Herbrand'insieme Bp di
tutti i fatti che si possono scrivere nel linguaggii P. Nel
seguito il termine “positivo” sara sottointeso. home
“programma” deriva dal fatto che nel linguaggio di
programmazioneProlog i programmi degli usuali linguaggi
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procedurali sono sostituiti da sistemi di assioh@ sono clausole
di programma.

Se ci limitiamo alle teorie che sono programmiifpdse se ci
poniamo solo il compito di dimostrare fatti, alloéapossibile
utilizzare due metodi di dimostrazione particolanteesemplici.
Il primo metodo, prende il nome dnetodo di risoluzionell
secondo metodo, che esamineremo nel seguito, esisaé al
calcolo dei punti fissi di un particolare operatohiamato
operatore di conseguenze immedidteentrambi i casi sono utili
le seguenti nozioni.

Definizione 7.2.Dato un programm@, indichiamo con

- Fatt(P) linsieme dei fatti che appartengonoPao che si
ottengono dalle formule atomicheFRlper particolarizzazione;

- RedP) l'insieme delle regole chiuse che appartengoR®@ &he
si ottengono per particolarizzazione dalle regole d

- P = Fatt(P)ORedP).

Ad esempio s® consiste nelle clausole
r(a,b)
r(b,c)
r(x,X)
rex)Y) < r(Y,X)
allora
Fatt(P) = {r(a,b), r(b,c), r(a,a,), r(b,b), r(c,c)}
RedP) = {r(a,@)«r(a,a), r(ab)<r(b,a), r(a,0«r(c,a),
r(b,a)<r(a,b), r(b,b)<r(b,b), r(b,0<r(c,b)
(c,<r(a,0, r(c,b)<r(b,0), r(c,0<r(c,C)}.
E’ evidente che anche se si assume Rl finito, nel caso in
cui esistono infiniti termini chiud? risulta in generale infinito.
La seguente proposizione mostra che a tutti gketiffposso
riferirmi al programmaP invece che al programmi. Questo
mostra che la programmazione logica si svolgenicarto senso,
nell'ambito del calcolo proposizionale.

Proposizione 7.30gni programmd é logicamente equivalente
aP.

Il metodo di risoluzione si basa sul processortiicazionedi
due formule. Esso consiste nel rendere uguali cwenuie



Cap. 4 : Esempi di apparati inferenziali fuzzy 142

atomiche tramite una opportuna sostituzione dedleabili. Ad
esempio la formula(a,x) puo essere unificata alla formulgy,b)
ponendo al posto di il valoreb ed al posto dy il valore a. In
guesto caso diciamo che le due formule samuficabili.
Chiamiamo unificabili anche due formule che coincio.
Ovviamente puo capitare che due formule non siarificabili
come avviene, ad esempio per la coppia di form@e) er(b,y).
In tale caso si dice che l'unificaziofelisce.

Supponiamo ora di volere provare il fattoo, se si vuole, di
effettuare una interrogazione del tipo “é dimostealr 7
Allora possiamo procedere partendo dalla formula da
dimostrare ed “andando all’indietro”. Precisamep@ssiamo
procedere tramite i seguenti passi:

1. verifichiamo sea € unificabile con un formula atomica i
cioé sea OFatt(P). In caso positivo consideriam® dimostrata,
ci fermiamo e rispondiamo “si”: Altrimenti si pasa&

2. verifichiamo sea puo essere unificata con la testa di una
regola, cioe se esiste=a;[l...0a, in RedP) con testag. In caso
positivo tentiamo di dimostrare,....a, applicando a ciascuno di
tali fatti i passi 1 e 2. Se riusciamo a dimostrargi i fatti
ay,...a, allora consideriamar dimostrata, rispondiamo “si” e ci
fermiamo. Altrimenti tentiamo con un'altra regola

3. se dopo avere esplorato tutte le possibili regma testa
unificabile ad a ci accorgiamo che tutti i tentativi di
dimostrazione falliscono, allora ci fermiamo e dsgdiamo “no”.

Per capire lidea facciamo un esempio considerando
programma

P={r(ab), r(c,d), r(xx), sxy)=r(xy), sly.x)<r(xy)}-
e tentando di dimostrare alcuni fatti.
a) Proponiamoci di dimostraréc,d).
La dimostrazione € semplice poiché é sufficientestattare che
tale fatto € un assioma (cioe appartield.a
b) Proponiamoci ora di dimostrare il fatt(,c).
In questo caso € sufficiente accorgersi che tatadta appartiene
a Fatt(P) in quantopuo essere unificata alla formula atomica
r(X,X).
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¢) Proponiamoci di dimostrare il fatigh,a).
Poichés(b,a) non appartiene Batt(P) = {r(a,b), r(cd), r(a,a),
r(b,b}, r(c,c), r(d,d)} possiamo tentare di unificarb,a) con la
testa di una regola o, se si vuole, di vedergsa) coincide con
la testa di una regola iiRedP). In RedP) le regole che
potrebbero essere utili sono

gb,d <r(b,a) e s(b,a <r(ab).
Nel primo caso dobbiamo concentrarci sul compitdiniostrare
r(b,a). Tale compito non pud riuscire in quant(,a) non
compare irFatt(P) e non compare nella testa di nessuna regola in
RedP). Allora tentiamo di utilizzare la seconda regelquindi di
provarer(a,b). Poiché ci accorgiamo chdga,b) appartiene ad
Fatt(P) possiamo fermarci e concludere cfiga) & dimostrabile.
Se non avessimo trovatda,b) in RedP), poiché non esistono
regole con la testga,b), ci saremmo fermati per concludere che
r(b,a9 non € un teorema. Infatti tutte le possibilita di
dimostrazione sono state esplorate.
d) Proponiamoci infine di provamgb,d).
E’ evidente che questa &€ una impresa impossibithgdale fatto
non appartiene Ratt(P) e non € unificabile con nessuna testa di
regole del programma.

I metodo di risoluzione si ottiene in un certonse
meccanizzando questo modo di proceder& importante
osservare che in effetti l'apparato inferenzialdizzto non usa
nessun assioma logico e si puo ridurre al solodiise regole di
inferenza: la regola di particolarizzazione, il MisdPonens e la
regola dilFintroduzione che possiamo supporre nella forma piu
generale:

ay,...,0n

regola dellaC-introduzione
a.0..0a, (reg )

La regola di particolarizzazione permette in untcesenso di
sostituire P con P. La regola dilFintroduzione permette di

®n realta teoricamente si presenta come un metodo d
refutazione che parte dalla negazione del fatia provare per
tentare di pervenire ad una contraddizione.
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provare il corpo di una regola, il Modus Ponengdivare la
testa.

8. Programmazione logica fuzzy

Le idee della programmazione logica fuzzy sono on&ia
estensione di quelle ora esposte della programmeziogica
classica.

Definizione 8.1.Diciamo che una teoria fuzgzy: F - L € un
programma(programma positivp se Supgp) € un programma
(programma positivo).

Dovendoci limitare ai programmi fuzzy e sufficierensiderare
un apparato inferenziale che non ha assiomi lagicutilizza la
fuzzyficazione delle regole di inferenza considenal paragrafo
precedente. Pertanto avremo il solito Modus Poherry

a, a=p AU

B AOu
la regola di particolarizzazione
Oxa(x), A
a(x/) A
e la regola ditintroduzione
aq,...,a, /11,...,/1;1

a,...Oa, /11[||:J/1n
Da notare che tale apparato inferenziale risultaeres un
frammento sia di quello della logica di tukasiewfézche di
quello di altre logiche fuzZ¥.

Per la programmazione logica fuzzy il modo di pdere
rispetto ad una interrogazione del tipo “con qughkado é
dimostrabile @ ?” non €& molto diverso da quello della
programmazione logica classica. Ancora una voltarogramma
fuzzy risulta essere equivalente all'insieme fuzdglle sue
istanze ground. In questo caso pero si deve teswr® che un
fatto o una regola ground possono essere istanZerutiule

2 Infatti, come abbiamo gia osservato, le prime dwgole
appartengono a tale logica e la terza € una retpslaata.

% Si veda I'estensione canonica della logica classi@mite una fissata
norma triangolare.
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diverse ed in questo caso deve essere preso fleviadassimo di
appartenenza al programma di tali formule.

Definizione 8.2. Dato un programma fuzzyp, definiamo
l'insieme fuzzy di fattiFatt(p) ponendo

- Fatt(p)(a) = 0sea non € un fatto

- Fatt(p)(a) uguale al massimo dei valori che assumaelle
formule che per particolarizzazione permettono derere o
altrimenti.

Similmente definiamo l'insieme fuzzRedp) di regole ground
ponendo

- Redp)(@) = 0 sea non € una regola ground

- Redp)(@) uguale al massimo dei valori che assymeformule
che per particolarizzazione permettono di ottemer@trimenti.
Infine poniamo

p = Fatt(p)ORedp).

Come nel caso classigorisulta essere logicamente equivalente a
p.

Proposizione 8.3L'insieme fuzzy di fatti provabili da coincide
con l'insieme dei fatti provabili da.

Dato ora un programmp, le possibili dimostrazioni do
coincidono con quelle classiche a partire dal @ognaSupgp).
Tuttavia, data una dimostraziorgé necessario anche calcolare
linformazione A = I(zp) fornita da z. Possiamo anche
interpretareA come il “prezzo da pagare”ogni volta che si
utilizza una formula irSupgp). Dobbiamo allora registrare in un
“contatore” tale prezzo ed aggiornarlo ad ogni pasella
dimostrazione. Per farlo, nello sviluppare una ditrawioner
possiamo partire ponendo inizialmerte 1 e poi aggiornare tale
valore man mano che si va avanti. Precisamenté [s@saon di
una dimostrazione abbiamo in memoria il valokeallora al
passo successivo dobbiamo moltiplicare tale valere
- il valore di appartenenzapedella regola utilizzata
- il grado con cui si sono dimostrate le formulenaiche presenti
nel corpo della regola utilizzata.

Come al solito, dopo avere esplorato tutte le |bissi
dimostrazioni dia & necessario “fondere” i vari gradi ottenuti.
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Per fare un esempio consideriamo il programmazyf
costituito dai fatti

amgcarlo, eleng [0.9]
amgcarlo,giovanng [0.8]
amgmaria,maria) [1]
amgx,x) [0.9]
donndmaria) [1]
donndluisa) [1]
giovanémaria) [0.8]
alta(maria) [0.7]
giovandeleng [0.6]

e dalle tre regole

amgcarlo,y)<donndy)Cbellay) [0.9]
bella(x)«<giovangx) [0.2]
bella(x)<alta(x) Ogiovan€Xx) [0.9]

ed assumiamo come norma triangolare l'usuale prodot
Volendo calcolarg dovremmo scrivere un po’ troppe formule e
quindi per brevita ci riferiremo ancorga
Se si pone l'interrogazione

amgmariamaria) ?
allora tale formula e ottenibile per particolarizimme da
amgx,x) con grado 0.9. Tuttavia essendo presente ancime co
fatto con grado 1, essa e provabile con gradg0.9, 1} = 1.
Se si pone l'interrogazione

amgcarlo, maria) ?
ci accorgiamo (dopo avere postb= 1) che una eventuale
dimostrazione di tale formula deve usare la pringgola
amgcarlo,y)<donngy)bellaly) (quindi poniamol = 1x0.9) in
qguanto tale fatto non appartiend-att(Supgfp)). La sostituzione
di y con“maria” permette I'unificazione tramgcarlo, maria) e
amgcarlo,y). Cido conduce all’esigenza di dimostrare le forenul
donngmaria) e bellalmaria). La formula donngmaria) puod
essere provata con grado 1 (poniafing 1x0.9x1). La formula
bella(maria) potrebbe essere provata tramite la seconda regola (
= 1x0.9x1x0.2) che a sua volta comporta il provare
giovandmaria) (A = 1x0.9x1x0.2x0.8 = 0.144). Tuttavia
bella(maria) potrebbe essere provata anche tramite la terzéarego



Cap. 4 : Esempi di apparati inferenziali fuzzy 147

(A = 1x0.9x1x0.9) che a sua volta comporta il provare
alta(maria) (A = 1x0.9x1x0.9x0.7) e poigiovandmaria) (A =
1x0.9x1x0.9x0.7x0.8 = 0.4536). Essendo 0.4536 > 0.144
possiamo concludere chemgcarlo, maria) € un teorema con
grado 0.4536.
Se si pone invece l'interrogazione

amgcarlo, luisa) ?
allora applicando la prima regola € 1x0.9) si pone il problema
di provaredonndluisa) (A = 1x0.9x1) ebella(luisa). E’ evidente
che questo ultimo fatto non e provabile e quindsg@mo
concludere chamgcarlo, luisa) & provabile con grado O (o, se
si vuole, non & provabile).

9. Usare la tecnica dei punti fissi

Abbiamo gia visto come, in presenza di un apparderenziale,
sia utile I'utilizzazione della tecnica di calcodtei punti fissi di
un operatore. Nel caso della programmazione logjoasta
tecnica si dimostra ancora piu utile e si basaopdtatore di
conseguenze immediate definito al modo seguente.

Definizione 9.1. Dato un programma positive, definiamo
I'operatoreTr : P(Bp)—P(Br) ponendo, per ogni sottoinsiernxe
di Bp
Tp(X) = X O Fatt(P)
{a | a<amO. Oa, O RedP), ;iOX,...,a,0X}. (9.1)

Il significato di tale operatore € che se ad urtocgasso del
processo inferenziale € stato dimostrato un insi¥nde fatti al
passo successivo € possibile dimostrare I'insi&s() di fatti.

Teorema 9.2.L'operatoreTp € compatto e conservativo. Detto
Mp I'insieme dei fatti deducibili da un programr®arisulta che
Mp € il minimo punto fisso dis e quindi che

Mp = DnDNTPn(D)- (9.2)

In altre parole, per og@iiBp,

PFa OnaOm(0).
Non esponiamo la dimostrazione di tale teoremaaneidmo un
paio di esempi per illustrarne il significato.
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Esempio 1.SiaP = {r(a,b), r(c,d), s(x,y)=r(xy), s(x,y)<r(y,x)},
alloraUp = {a,b,c,d}. Inoltre,

T(O) = Fatt(P) = {r(a,b), r(c,d)} ;

TH(0) = {r(ab), r(cd)} O{s(a,b), s(c,d), s(ba), s(dc)} ;

T(O) = TAD).
Pertanto I'insiemer?(0) = {r(a,b), r(c,d), s(ab), s(c,d), s(b,a),
s(d,c)} € il minimo punto fisso diTp e quindi coincide con
I'insieme Mp dei fatti che si possono derivare dal progranima
In tale esempio si raggiunge il punto fisso in sloié passi.

Esempio 2.Consideriamo un linguaggio con una costamntan
simbolo s per una funzione unaria ed un nome di predicato
monadico‘dispari” . Consideriamo il programma positivo
disparic).
dispari(s(s(X))) < dispariX).
Allora
T(O) = {dispari(c)}
T?(D) = {dispari(c)} O{ dispari(s(s(c)))}
T°(0) = {dispari(c), disparis(s(c)))} I{ disparis(s(s(s(0)))))}

In tale esempio tutti gli insiemI™(CJ) sono diversi tra loro e
I'insieme Mp dei fatti dimostrabili coincide con I'unione infiai
O.onT(0) che coincide con linsieme dei fatti del tipo
dispari(s(...s(a))) doves compare un numero pari di volte.

Possiamo estendere un tale modo di procedere alla
programmazione logica fuzzy (si veda [Vojtas 20@1]Gerla
2005]). A tale scopo dobbiamo definire, con una lch&
precauzione, I'operatore di conseguenze immediate.

Definizione 9.3.Sia p: F - L un programma fuzzy, allora
chiamiamooperatore di conseguenze immediagsociato
I'operatoreT,, : UB _ U® definito ponendo, per ogni sottoinsieme
fuzzy sdi B, ed allB,,

To(9)(@) = (@) (@) LT(9)(a)
dove

T,(9)(a@) =Sufp(a<al..Oa)0s(a)0..08(ar) : ay,...,a, 0By}
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Ovviamente nel calcolo diy(s)(a) possiamo limitarci alle regole
che appartengono al supporto gli Come nel caso classico
'operatore di conseguenze immediate fornisce weyaite e
potente modo di calcolare I'insieme fuzay dei fatti derivabili
dap.

Teorema 9.4.L'operatoreT, € compatto e conservativo. Inoltre
I'insieme fuzzym, dei fatti che sono conseguenzepdtoincide
con il minimo punto fisso df, e quindi

m, = OnnTp (0).

Se ci riferiamo all’esempio di programma fuzzy st del
paragrafo precedente otteniamo dpgl) coincide con I'insieme
fuzzy di fatti

amgcarlo, eleng [0.9]
amgcarlo,giovanng [0.8]
amagmaria,maria) [Max{0.9,1}=1]
amgcarlo,carlo) [0.9]
amgelena,elenp [0.9]
amggiovannagiovanng [0.9]
amgluisa,luisg [0.9]
donndmaria) [1]
donndluisa) [1]
giovandmaria) [0.8]
alta(maria) [0.7]
giovandeleng [0.6]

TpZ(D) si ottiene unend®y([1) con l'insieme fuzzy di fatti
bella(maria) [Max{0.8000.2, 0.970.7110.8}=0.504]

bella(eleng [0.210.6 =0.12]
T,2(0) si ottiene unendd,*() con il fatto fuzzy
amgcarlo,maria) [0.971000.504 = 0.4536].

E’' evidente che se si va avanti non si ottengonrioki
ampliamenti diT,%0) e che quindiT,X(0) & il punto fisso
cercato.

10. Sinonimia e corruzione in programmazione logica

Non €& molto difficile inventarsi una programmaziotagica
basata sulla sinonimia. Per quello che riguardemetodo del
punto fisso l'unica variazione € intrecciare [I'appkione
dell’operatore di conseguenza logica con I'opegattirsimilarita
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SIN definito nel paragrafo 5. Successivamente si geveedere
al calcolo del minimo punto fisso per I'operatoremposto
TeSIN

Piu interessante é definire un metodo di risoloeiohe si basi
su di una versione “rilassata” della unificazioBepponiamo che
nel programma che abbiamo gia considerato al phsttatto

alta(maria) [0.7]
ci fosse il fatto
altina(maria) [0.85]

Supponiamo inoltre di fare la domandattacarlo,maria) ?.
Allora se si accettano le procedure della progranmng logica
non esiste nessun modo di procedere alla dimostr@alel fatto
cottg(carlo,maria) non essendo esso unificabile con la testa di
qualche regola. Tuttavia corrompendo un immaginario
“guardiano dell’'unificazione” e pagando un oppoduprezzo
potremmo comunque fare scattare la prima regolpreltzo da
pagare e legato al grado di sinonimia t@md e “cottd.
Supponiamo che tale grado sia 0.8 e mettiamo inenieamuesto
numero che deve essere composto con il grado ditabdita
della regola ottenendo quindi= 0.90.8. Ora possiamo tentare
di procedere come abbiamo fatto prima. Purtroppoassendoci
piu un fatto del tipcalta(maria) possiamo provarbella(maria)
solo con la seconda regola ottenendo0028= 0.16 e quindi
amgcarlo,maria) solo con gradd).90.80.16 = 0.1152. Tuttavia
anche in questo caso possiamo ottenere di megéoinfatti
accettiamo cheditina” sia un sinonimo didlta’ con grado 0.86,
allora possiamo fare scattare lo stesso l'unifimagi e quindi
utilizzare la terza regola. Il prezzo da pagare“@lardiano
dell'unificazione” per provarebella(maria) in questo caso é
0.900.860.850.8 che composto con il prezzo di 0.8 per 'uso
della prima regola mi restituisce 0.3789504. Laacsispresenta
conveniente essendo 0.3789504 maggiore di 0.11&2arRo si
puo concludere cheamgcarlo,maria) € provato con grado
0.3789504.

11. Modelli di Herbrand

Nella programmazione logica classica, dato un progna P,
I'insieme Mp dei fatti deducibili daP viene detto anchenodello
minimo di Herbrand di Pl motivo & che a tale insieme é
possibile associare un modelloRIche risulta in un certo senso |l
piu piccolo possibile. L'idea & che sia possibitsteuire modelli
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di una teoria a partire dal linguaggio stesso inécespressa la
teoria. Piu precisamente si assume che:
si__possa considerare come dominio di interpretazion
l'insieme dei “nomi che si possono formulare nefjliaggio”.
Per fare questo é utile la seguente definizione.

Definizione 11.1.Dato un linguaggid che contenga almeno una
costante, chiamiamauniverso di Herbrandl'insieme U, dei
termini chiusi diL.

Se non esistono nomi di operazioni alldda coincide con
l'insieme delle costanti e quindi & in generalgtéinSe invece
esistono nomi di funzioni, allord, e infinito. Ad esempio se nel
linguaggio ho una costante 1 ed un nome di oparazig allora
l'universo di Herbrand sara costituito dai ternghiusi

1, 1+1, (1+1)+1, 1+(1+1), . ..
Se nel linguaggio ho anche il simbolo 0, alloranferso di
Herbrand sara costituito dai termini del tipo

0,1, 1+1, 0+1, 1+0, (1+1)+1, 1+(1+1), ...
Se il linguaggio contiene solo i nomi “Maria” e “@a’ allora
l'universo di Herbrand si riduce all’insieme {Mari€arlo}. Se
oltre a questi due nomi si introduce anche il nainéunzione
padre_dj allora nell’'universo di Herbrand sara costituitagli
infiniti termini

Maria, Carlo,

padre_d{Maria), padre_d{Carlo),

padre_d{padre_d{Maria)), padre_dfpadrgCarlo)),

Definizione 11.2.Chiamiamointerpretazione di Herbrandina
interpretazionel,,l) con dominioJ, tale che
- per ogni costantesi ponel (c) =c
- per ogni nome di funzione-ariah, 1. (h) & definita ponendo, per
ognity,...tnin U,

Is(h)(ty,...tn) = h(ty,...tn)

Non €& invece imposta nessuna condizione sul modo di
interpretare i nomi di relazione e le interpretazidi Herbrand
differiscono tra loro proprio per il modo come gueegiene fatto.

La seguente proposizione mostra che é possibilifiidare le
interpretazioni di Herbrand con i sottoinsiemi alitifin L.
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Proposizione 11.3.Le interpretazioni di Herbrand sono in
corrispondenza uno-ad-uno con i sottoinsient di

Dim. Sia S un sottoinsieme dB,, allora possiamo definire una
interpretazione di HerbrandJ(, lIs) ponendo, per ogni home di
relazionen-ariar,

IL(r) = {(ty,...£n) : r(ty,... 1) OS}.
E’ chiaro che la corrispondenza che associa ad dgni
l'interpretazione U, Is) € iniettiva. Per mostrare che é suriettiva,
consideriamo una qualungue interpretazione di HedbrU,,l),
allora e semplice verificare che posio= {allB. : (U.,l) |=a}
risulta che (U, Ig) coincide conl{,,l)). 0

Tale proposizione permette di identificare la atasdelle
interpretazioni di Herbrand coR(B.) e quindi anche di vedere
tale classe come un insieme ordinato (per megtmutia algebra
di Boole). Stante la definizione, possiamo infaltie che una
interpretazione di Herbrande contenutan una interpretazione
di Herbrandl’ se SOS' cioé se ogni fatto che risulta vero lin
risulta vero anche ih.

Esempio.Sial il linguaggio le cui costanti sora b, ¢ ed avente
un predicato binario ed un predicato monadic Risulta allora
che U, ={a, b, ¢}. Se si considera ad esempio linsierBe=
{r(a,a),r(c,b),r(b,c), s(a), s(c)} di fatti allora viene definita
l'interpretazionds per cuilg(r) = {(a,a),(c,b),(b,c)} e I(s) = {a,c}.
Poiché B, contiene 3 + 3= 12 elementi esistono?2= 4096
possibili sottoinsiemi dB. e quindi 4096 possibili interpretazioni
di Herbrand di tale linguaggio.

Se partiamo da un programrRaallora scriveremdJr € Br per
indicare I'universo di Herbrand e la base di Hemdraelativi al
linguaggio in cui e scrittoP. E' di particolare importanza
l'interpretazione di Herbrand definita al modo sewje.

Definizione. 11.4.Dato un programmd chiamiamomodello
minimo di Herbranddi P l'interpretazione di HerbrandUg,Ip)
associata all'insiemé&p = {a UBp : P |—a} di fatti che sono
conseguenza logica Bi
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Allora nel modello minimo diP ogni predicator viene
interpretato ponendo

Ip(r) = {(ta,-- &) : P Frta,..- o)}
Questo significa che, almeno per i fatti, in taledello la verita
coincide con la dimostrabilita. L'espressidneodello minimo di
Herbrand” e giustificata dalla seguente proposizione di cui
omettiamo la dimostrazione.

Proposizione 11.5.Dato un programma positive il minimo
modello di Herbrand dP € un modello di Herbrand & che e
contenuto in tutti i possibili modelli di HerbraxdP.

Tale modo di procedere pud essere esteso allagmnoggzione
logica fuzzy al modo seguente. Omettiamo le dinaastni che
possono essere trovate in [Vojtas 2001] e [GGHD.

Definizione 11.6.Chiamiamointerpretazione di Herbrand fuzzy
una interpretaziondl(,|) con dominioJ, tale che
- per ogni costantesi ponel (c) =c¢
- per ogni nome di funzione-ariah, I (h) & definita ponendo, per
ognity,...tn in U,

Is(h)(ty,...tn) = h(ty,...£n).

Anche in questo caso le varie interpretazioni dirlddend
differiscono solo per il modo di interpretare i giati. Vale
inoltre la seguente proposizione.

Proposizione 11.7Le interpretazioni di Herbrand fuzzy sono in
corrispondenza uno-ad-uno con i sottoinsiemi fudizs; .

Dim. Sias un insieme fuzzy di fatti, allora possiamo definirga
interpretazione di Herbrand fuzzy,(ls) ponendo per ogni nome
di predicator, I4r)(ty,...ty) = S(r(ty,...tn)). Tale corrispondenza &
iniettiva. Per mostrare che € suriettiva consideoauna
qualunque interpretazione di Herbrand fuzay,l) e sias
l'insieme fuzzy dei fatti veri in tale interpretarnie, cioé poniamo
S(r(ty,...tn)) = 1(r)(ts,...1n). Allora una semplice verifica mostra
che l'interpretazione associata &oincide corl. O
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Pertanto possiamo identificare le interpretazioniHg&rbrand
fuzzy con la classe dei sottoinsiemi fuzzyBgdie quindi definire
anche un ordinamento tra tali interpretazioni. cRamente
diciamo che una interpretazion¢ €& contenuta in una
interpretazione di Herbrand se risulta ches € contenuto irs;.
E' di particolare importanza [linterpretazione dietdrand

definita al modo seguente.

Definizione 11.8. Dato un programma fuzzyp chiamiamo
modello minimo di Herbrandi p I'interpretazione di Herbrand
(Uplp) associata all'insieme fuzzyme di fatti che sono
conseguenza logica di

L’espressionémodello minimo di Herbrand e giustificata dalla
seguente proposizione di cui omettiamo la dimogirez

Proposizione 11.9.Dato un programma positive il minimo
modello di Herbrand dP € un modello di Herbrand & che e
contenuto in tutti i possibili modelli di HerbraxdP.

12. Il controllo: usare I'esperienza di un “praticane” ?
I maggiori successi della teoria degli insiemi fuzono legati
alla tecnica del controllo fuzzy. Questo successo @ casuale.
Infatti, a mio parere, dietro alle tecniche “ingegstiche” del
controllo fuzzy si nasconde la vera essenza e ditapza
filosofica della logica fuzzy.

Ricordiamo che la teoria usuale del controllo bene scopo
guello di “progettare” apparecchi del tipo

sensofi risposte

capaci, dato un inputx, percepito tramite un sensore
dall'ambiente, di emettere un outputhe determina un'azione
sullambiente. In altri termini, un tale appareccitalcola una
funzione f: X Y tale che (x) sia uguale al controllo da fare, dato
X. Ad esempio, X potrebbe essere linsieme delle possibili
temperatureY l'insieme delle possibili velocita di un ventiledo
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veta

)

temperatur

v

Ora, usualmente, tale funzione & ottenuta a patsre

1. una teoria generale su come é fatto il mondoalnsente
fornita dalla fisica), teoria che si esprime tramitna serie di
equazioni differenziali

+
2. metodi matematici per risolvere le risultantiuaegioni ed
ottenere pertanto la funzione f

+
3. costruzione di un marchingegno capace di reakzzla
funzione ottenuta.

In altre parole si applica lo schema
fisica— teorie generali- equazioni
- matematica» ingegneria.
Si pone tuttavia il problema se questo sia l'unimodo di
procedere che si ricollega ad un problema ben pipi@ ed
interessante: € sempre necessario ed utile aecckttaquazioni

Razionalita = Scienza moderna = fisica + analsiamatica ?

Il punto di vista della teoria degli insiemi fuza che sia
possibile ottenere un buon controllo utilizzandddrmazione di
tipo qualitativo che wun “esperto-praticone” pud nioe
relativamente al controllo da fare. Per espertdiqgpae si deve
intendere una persona con nessuna conoscenzaatedeic
fenomeni considerati ma con una grande esperienzdals
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fenomeni e grande abilita a trattarli. Tale especimunicherebbe
la sua competenza ad un apprendista nel linguaggicale con
espressioni del tipo

SE x € Bass®LLORA metti y Lentg
SE x é Alto ALLORA mettiy Veloce

SEx & MedioALLORA . . .

Tre osservazioni in proposto di tale sistema dolegono
fondamentali:

1. Tale sistema e capace di trasmettere informazion
(un essere umano €& capace di capire tali suggeiirenn
gualche modo, di applicarli)

Y

2. L'informazione trasmessa non & complgiarsone diverse
interpretano i suggerimenti dell’esperto in modeso)

3. La mancanza di completezza dell'informazione @ms3ere
colmata solo da una (a volte lunga) esperienza

Su queste affermazioni non credo ci possano esdebdi,
tuttavia da esse nascono le seguenti domande:

- Quale € la natura di un tale tipo di informaziénhe

- E' possibile fornire ad una macchina tale tiptmntbhrmazione in
modo che la macchina sia capace di eseguire laveelgegole
come farebbe un essere umano?

- Come comunichiamo tra noi ?

Tali questioni a me sembrano fondamentali sia dgwmto di
vista filosofico che da un punto di vista tecnit@a. speranza é
che un vecchio cuoco possa insegnare ad una macetun
eseguire le sue ricette o che una macchina possatdre un
buon medico dopo avere letto manuali di medicimbgo avere
fatto un po’ di esperienza (ammazzato un po’ diigdp. I
controllo fuzzy puo essere visto come un tentativaffrontare
tali questioni.

13. La procedura proposta dal controllo fuzzy
Il sistema di regole che abbiamo scritto nel patgprecedente
non & molto diverso dal procedimento di descrivera funzione
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f in modo approssimato tramite una tabella

dovey; e l'immagine di tramite_fmentre i rimanenti valori di f
vengono ottenuti con metodi di interpolazidhdJna descrizione
linguistica di tale tabella € infatti del tipo

SE x e(approssimativamenteguale a);
ALLORA metti y (approssimativamente ugualgya

SE x e(approssimativamente ugualgxa
ALLORA metti y (approssimativamente ugual@y

Parlando in termini geometrici, dopo avere disegnapunti
(XLY1), -..,&.yn) per approssimare una data funzioné metodo
di interpolazione mi permette di tracciare una ‘faiocurva che
passa vicino ai puntk{,y), ...,%n,Yn)-

La procedura del controllo fuzzy non € molto digernfatti,
una volta che un esperto abbia fornito un sistemagble del
tipo:

SE x é PiccoloALLORA mettiy Lentg
SE x & Medio ALLORA mettiy Veloce

possiamo rappresentare tale descrizione tramitetalnella del
seguente tipo:

X y
Piccolo Lento
Small Veloce
Medio Moderato

Grande Velocissimo
Verybig| Moderato

® Tipico & l'esempio delle tavole dei logaritmi o ldeltavole
trigonometriche che si usavano fino a pochi anni fa
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dove le paroléPiccolo”, “Small”, “Lento” ... sono interpretate
come “numeri fuzzy” tramite opportuni sottoinsiemi fuzzy
piccolo: X - U, small: X U, lento: Y - U, .... A tale tabella
dovremo fare corrispondere una unione di corrispatipunti
fuzzy (piccolo,lentg, (small velocg ... Per fare questo
interpretiamo un punto fuzzy comeigcolo, lentg tramite il
prodotto cartesiano piccoldento: XxY - U definito ponendo
(smallkvelocg(x,y) = smallx)[Ivelocdy).
Il coinvolgimento della norma triangolarel nel definire il
prodotto cartesiano si giustifica con il fatto chegrado di
appartenenza dikfy) a smallkvelocecoincide con la valutazione
della congiunzione dell'affermaziorx appartiene amall” e
I'affermazione"y appartiene aeloce”.
Per fare un esempio, supponiamo che la norma geodotto
usuale e che i sottoinsiemi fuzzgiccolg lento, ... siano
rappresentati da funzioni-triangolo, come in figura

0.8

0.6

0.4

0.2

2 4 6 8 10

Allora, se si adotta come norma triangolare il ptoa usuale, il
punto fuzzypiccoloxlento sara rappresentato dalla figura chiara
seguente dove per ogni puntqyf il numero piccoloxlenta(x,y)
rappresenta l'intensita di bianco xy).
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Il secondo passo consiste
nell'associare al sistema
di regole, o se si vuole
alla tabella una “funzione

fuzzy” che si definisce

come estensione della
0 2 4 6 8 10 nozione di funzione non

deterministica, cioé come estensione della nozitbnelazione.

Definizione 13.1 Dati due insiemi non vuoX edY chiamiamo
funzione fuzzyogni relazione fuzzy diX in Y cioe ogni
sottoinsieme fuzzy dXxY.

Sef : XxY - U & una funzione fuzzy edIX allora I'insieme
fuzzy s : Y - U definito ponendos(y) = f(x, y) puo essere
considerato come l'insieme fuzzy dei possibili amtpin altre
parole f(x,y) & il grado con cui si pud considerarein output
corrispondente all'input.

Detto questo, al sistema di cinque regole assacidan
funzione fuzzy non determinist: XxY-U ottenuta come
unione di cinque punti fuzzy, cioé la funzione fyzz
f = (piccoloxlento)(smalkvelocdd (medio<moderat(

O(grandexvelocissimdl(verybigcmoderatd.
La rappresentazione di tale funzissea allora la seguente:

SF Dobbiamo ora associare
ad f (funzione fuzzy non
determinista) una funzione
f (classica e determinista)
| procedimenti adottati a
tale scopo prendono il

° : ¢ ° ¢ " nome di processi di
defuzzificazioneAd esempio pud essere adottatonitodo del
baricentroche consiste nel definifdaramite I'equazione

[, f(r.y)Dydy
[, f(r,y)dy

Il grafico corrispondente a tale funzione o, sewdle, la curva
interpolante, sara del tipo:

f(r)=
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Infine il passo piu importante
4 consiste nel calibrare tutto
s tramite un processo di
“addestramento®™ A tale
scopo si confronta la funzione
ottenutaf con la funzione che
5 n - - - si voleva ottenere. Se il
risultato non & soddisfacente
si cambia l'interpretazione delle parole va@mall, Veloce,..
cioé si cambiano i sottoinsiemi fuzzy con qualclhgo tdi
strategia. Questo ultimo passo & necessario pbisfegmazione
trasmessa dall'esperto non & completa e puo essmpletata
solo tramite un processo di apprendimento.
Riassumiamo la procedura proposta dal controllayfuz

STEP 1.Le parole

“Piccolo” , “Small”, “Lento” . ..
sono interpretate tramite“quantita fuzzy” in maniera
ragionevole.

STEP 2.Si associa ad ogni regola un punto fuzzy ed tdrsia di

regole la funzione fuzzy : XxY_ U ottenuta come unione dei
punti fuzzy corrispondenti.

STEP 3. Tramite un processo diefuzzificazionesi associa adl
(funzione fuzzy non determinista) una funzionestainista
f:XSY.

STEP 4. Sef e una approssimazione adeguatd dii si ferma;
altrimenti si cambia l'interpretazione delle parekghe Small,
Veloce. . . e sivaa STEP 2.

14. Logica e modelli di Herbrand per il controllo uzzy

A dispetto del grande successo del controllo funpy, esiste una
convincente giustificazione logica delle tecnicheplaate.
Inoltre si sente l'esigenza di potere consideraescdzioni
linguistiche piu complesse di quelle esprimibilartiite una

% Questo ruolo dell’addestramento-apprendimento &ed®o anche la
caratteristica fondamentale delle reti neuronali hed un significato
filosofico fondamentale.
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semplice tabella. Vediamo allora se si possa inguadjuanto
proposto dal controllo fuzzy nellambito della logimatematica
che sembra essere lo strumento piu adeguato per la
rappresentazione e la trattazione delle conosceinga esperto.
Naturalmente la prima tentazione e quella di imetgre la
struttura del tipo SE-ALLORA di una regola come una
implicazione logica. Ad esempio potremmo interpetaina
regola come “SEx e Piccolo ALLORA vy é Lento” tramite una
formula della logica del primo ordine del tipo
Piccolax)=Lentdy). Sfortunatamente cid non puo essere fatto
in un modo cosi diretto. Infatti, supponiamo ahsia un input
tale che Piccolqr) sia falso, allora Ila formula
Piccolar)=Lentdt) sarebbe vera per oghin Y e quindi ogni
tOY fornirebbe un controllo corretto. Cio non é sicoeate nelle
intenzioni dell'esperto che ha fornito le regole. ¢osa sarebbe
meno grave se i predicati che si applicano agliinp

Piccolo, Small Medio, Grande Verybig
costituissero una sorta di partizione dell’ insietidali input ed
infatti nel controllo fuzzy si tende a fare in modhe questo
avvenga. Tuttavia nel comportamento di un espediste
sicuramente la possibilita che per particolari inpan si sappia
guale sia la regola da applicare.

Partendo da tali considerazioni in [Gerla 2@0% [Gerla
2005] ho proposto un approccio al controllo fuzine ermette
di vederlo come un capitolo della programmaziorgick fuzzy.
L’idea & che dato un inputed un possibile output il numero
f(r.t) rappresenti il grado di verita dell'asserziéné una buona
risposta dato r. Cid significa che laf & ottenuta come
interpretazione della relazione vaBaonoin una logica a piu
valori. Per illustrare una tale idea, supponiamoadéere un
linguaggio del primo ordine\ che contenga una simbolo di
relazione binariaBBuono Associamo poi al sistema di regole
proposte nel paragrafo precedente il programmayfpzd& - U
definito ponendo:

Buondx,y)<Piccolax)[Lentqy) N1l
Buondx,y)<Smal(x)[Melocdy) [A2]
Buondx,y)=Medigx)[Moderatdy) 3]
Buondx,y)<=Granddgx)[(Velocissimgy) [A4]

Buondx,y)<Verybigx)[IModeratdy) [1s]
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Piccoldr) diccolq(r)]
Smallt) [smallt)]

dove indichiamo com e tdelle costanti che denotanoe t, al
variare dirCX e t0Y, rispettivamente. Osserviamo che in questo
caso le paroléiccolo Lentg Small... denotano predicati € non
quantita fuzzy come avviene nell'approccio uswleontrollo
fuzzy.

Fissiamo una norma triangolare, calcoliamo I'inséedei fatti
deducibili da tale programma, cioe il suo minimodaio di
Herbrand ed in particolare consideriamo ['esteresibnono :
XxY U del predicatoBuono in tale modello. E’ immediato
verificare che sef & la funzione fuzzy ottenuta tramite la
procedura esposta nel paragrafo precedente e dugono uguali
ad 1, allorgf (r,t) coincide corbuondr,t).

Teorema 14.1.Dato un sistema di regole per un controllo fuzzy,
e detta f la funzione fuzzy definita come nel paragrafo
precedente, risulta che, per oghiX etJY,

f(rt) = D”(p)(Buondr,1) = my(Buondr,b).

Dim. Non esponiamo una dimostrazione generale, perajtria,
ma illustriamo la questione riferendoci all'esemple abbiamo
considerato fino ad ora. Calcoliamo alldyaondr,t) cercando
tutte le possibili dimostrazioni dBuondr,t). Considerando la
prima regola, otterremo la seguente dimostraziocbe
indichiamo conr; :

Buondx,y)< Piccoldx)CLentdy) A
Buondr.t) « Piccoldr)[Lentdt) [A1]
Piccolqr)[Lentdt) [piccoldr)lentq(t)]
Buondr,t) [A:0piccolar)dlentq(t)]

Pertanto linformazione fornita da tale dimostramo su
Buondr,t) e I(z,p) = A0piccolar)Olentqt). Analogamente,
tramite la seconda regola otteniamo una ulteriameostrazione

m, di Buondr,t) che fornisce [linformazionel(z,,p) =
Adsmallr)Ovelocét). Procedendo per ogni regola e fondendo le
informazioni ottenibili in questo modo abbiamo che
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D(p)(Buondr.t)) =
Max A;[0piccoldr)dlentat), A.L0smallr) Ovelocét),
Asd0medidqr)O0moderatdt), A,00granddr)Ovelocissimé),
Asfdverybigr)d0moderatdt)}.
Se si suppone ch&=A,=1s=1,=4A5 = 1, si ottiene I'uguaglianza
f(r.t) = D(p)(Buondr,1)). O

In questo modo abbiamo visto come lapproccio loga
controllo fuzzy permetta di riottenere e quindi lamcdi
giustificare le procedure utilizzate usualmente tme tipo di
controllo. Naturalmente il potere espressivo dieltaca va molto
oltre quello che si ottiene con programmi positidlora niente
vieta che si possano considerare teorie piu cosgplesr ottenere
controlli piu efficienti. Per prima cosa appare umate un
controllo in cui i gradi di accettabilitd;, A,, ... delle regole non
siano necessariamente uguali adnltale caso nel processo di
apprendimento potrebbero essere variate non solo le
interpretazioni dei predicati vaghi ma anche i pési.. A,
assegnati a ciascuna regola. Naturalmente potrgd@yeino
accadere che nel processo di apprendimento aloeifes rdgole
assumano peso 0 e che quindi tali regole vengandattt
cancellate.

Ancora, si potrebbero considerare programmi pignglessi.
Ad esempio potremmo accettare nel corpo di unalae¢o
negazione. Oppure potremmo supporre che oltre tels
regole che dicano cido che e buono ci siano ancheleeche
dicano cido che andrebbe evitato in una azione dtrotho. Ad
esempio supponiamo che nel nostro linguaggio esista
predicatoCattivoe che al programma fuzpysi siano aggiunte le
regole

Rischios@x,y) & (- Granddx))[Velocgy) [0.8]

Rischios@x,y) < (- Granddx))[Velocissim¢y) [1]

Per calcolare la relazione fuzdgchioso: XxY - U che interpreta
il predicatoRischiosonel modello minimo di Herbrand, avremo
una formula del tipo
rischiosdx,y) = Max{(1-grandgx,y))Uvelocgy)]0.8,
(1-granddx,y))Ovelocissim@y))}.??
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In tale caso potremmo fondere i due tipi di informae
considerando un ulteriore predicafitimo ed aggiungendo al
fuzzy programma la regola

Ottimgx,y)<Buondx,y)[= Rischiosd@x,y) [1].

Successivamente dovremmo calcolare il valotema(r,t) =
D(p)(Ottimq(r,t)). Ad esempio, se si considera la norma di
tukasiewicz, si avra che

ottima(x,y) = pbuondx,y) — cattiva(x,y)|
Naturalmente il processo di defuzzificazione dewg pssere
applicato alla relazione fuzaottimo: XxY - U.

15. Quantita contro qualita nella scienza moderna

Come gia accennato nel paragrafo 11 del primo dapitil
controllo fuzzy pud essere inquadrato nell’ambito qdiella
scienza ingenua che viene elaborando l'uomo nela s
quotidiana “lotta per la sopravvivenza’. Tale se@rningenua
elabora teorie di carattere qualitativo che vengespresse nel
linguaggio comune e si riferiscono agli oggettil'dsperienza
quotidiana. In particolare, il controllo fuzzy pwgssere visto
come tentativo di definire modelli numerici del nood¢ome
agiscono tali teorie nell'interazione individuo-natnallo scopo
di rendere possibile adeguate implementazioniall $enso esso
si pone come un capitolo dellintelligenza artiile
(riproduzione delle attivita intelligenti dell’'uomce non come
alternativa alle usuali “scienze forti”. E’ [l'ogdget di
investigazione che é diverso. Nella logica fuzzytrsitta di
trovare modelli matematici di una modalita, di ¢
essenzialmente qualitativo, che assume [intelligerumana.
Nelle scienze forti si tratta invece di trovare mllidnatematici
della struttura intima del mondo con un approcdiocarattere
principalmente quantitativo, che vuole esplicittaedipendenza
funzionale tra le grandezze fisiche in gioco.

D’altra parte la scienza moderna é nata propriardaprecisa
accusa contro la scienza aristotelica preesistegtella di
procedere ad un tipo qualitativo e “verbale” di dgthe
scientifica in contrapposizione all’'esigenza di approccio
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quantitativo e “numerico® Ad esempio per la scienza antica lo
studio del comportamento dei corpi liberi, si treglunell’
osservare che la natura degli oggetti li spingesaét proprio
luogo naturale e che per alcuni tale luogo é feateoer altri il
cielo. Non ci si pone il problema di quargomenta la velocita di
un corpo che si vede precipitare verso terra.

Per esaminare come sia avvenuto questo passaiggio
gualitativo al quantitativo si deve risalire allesalssioni
medioevali sulle “qualitd” in cui veniva osservatache le
“qualita” aristoteliche potevano anche realizzacgin gradi
diversi. Ad esempio “essere caldo” € una qualita pho variare
in modo continuo dal freddo allincandescente. tesso si puo
dire per la qualita “essere in moto”. Un momentaca@le sara
guando Nicola Oresme in testi come firattato sulle
configurazioni delle qualita e dei mot{1353) oDe uniformitate
et difformitate intensionurmmonsidera il caso di una qualita che
possieda una datatensitaper ogni punto di un corpo oppure per
ogni istante di un dato intervallo di tempo. Adrep® l'intensita
nel caso della qualita “essere caldo” corrisporiizetemperatura
che puo variare da punto a punto di una barretth.chiso della
gualita “essere in moto” l'intensita corrispondé&alelocita che
pud variare da istante ad istante. Oresme rappeesen
geometricamente questo fenomeno considerando umea li
orizzontale in cui sono rappresentati i punti dicanpo lineare o
gli istanti di tempo e rappresentando lintensitélla qualita
tramite segmenti verticali che si poggiano vertitate a tale
rettd’. Da notare che Oresme non si limita alle qualgilie, e
ci0 e espressione del fatto che il suo discorsolevigssere
generale. Ad esempio leggiamo il seguente pasea tarmisura
e la rappresentazione grafica del dolore la cwgnsitad(t)
concepita come una funzione del tempo.

 |'accusa ad Aristotele non poteva essere certcsatiovalutare
'osservazione della natura e del mondo che cioadida. Infatti per
Aristotele l'osservazione diretta aveva un ruolosé maggiore che
negli scenziati che lo contestavano, come ad ese@glileo, Cartesio
o Newton.

®Ricordiamo che dovranno passare molti anni prima lehmoderna
geometria analitica venga inventata.
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lo suppongo quindi che il dolore o I'afflizione sima certa
qualita del’anima che si sviluppa nel tempo e puod
intensificarsi con gradi diversi. Quindi & possibjper due di
tali qualitd essere semplicemente uguali oppurehanche
una sia piu spiacevole di un altfa.

Ora l'accettazione di livelli diversi di intensifger una qualita
e la sua rappresentazione funzionale hanno quattcsaile alla
rappresentazione delle proprieta vaghe tramiténglemi fuzzy
Tuttavia mentre nella modellizzazione proposta destultimi i
gradi di intensitd sono _gradi di veritappresentati da numeri
nell'intervallo U, in Oresme lintensita & una grandezza fisica
rappresentata da segmenti che, in termini attcatijspondono a
numeri reali. Niente connettivi logici quindi, m&rd/azione ed
integrazione ! Da questo momento quindi:

le qualita escono dal mondo della logica ed entiamuello
dell'analisi_matematica e dall’aristotelico Oresnmasce
'approccio guantitativo alla scienza che spod&siaolverosa
logica di Aristotele.

Diventa centrale lo studio di funzioni di variabitealef : R" - R
capaci di rappresentare le dipendenze funzionaBa&ffetto che
regolano il sistema-natura e diventa indiscusspibgione:

Scienza moderna = scienza delle quantita

Tale equazione ha avuto tanto successo che lacaiceella
rispettabilita scientifica ha spinto e spinge, dail€o ai giorni
nostri, la stragrande parte dei ricercatori adiapgh nei contesti
pit improbabili®®

% Con le espressioni “semplicemente uguale” e “miacevole di’
intendeva “avere lo stesso integrale” o “averegrae maggiore” per le
funzioni-intensita del dolore corrispondenti.
% Nel bel film “L’attimo fuggente” si pud trovare wsempio di questo
desiderio di ridursi a tale paradigma. Nella suamar lezione |l
Professor Keating (il Capitano) cita il seguentsgpatratto dal libro
“Comprendere la poesia’del Professore Emerito Johnathan Evans
Prichard.
“Per comprendere appieno la poesia, dobbiamo, irmitarto,
conoscere la metrica, la rima e le figure retorichepoi porci due



Cap. 4 : Esempi di apparati inferenziali fuzzy 167

16. Ritorno alla qualita: il successo del controdl fuzzy

Ora, anche se e vero che tale equazione ha avuta ed valore
enorme, non é affatto scontato che tutte le forntazionalita si
possano ridurre ad essa. Infatti se si passa dalidio della
natura ad altre scienze, come le scienze socalpsicologia,
I'economia, la medicina, il diritto, allora subiéppare evidente il
limite di un tale paradigma di razionalita. Provaiad esempio
ad esaminare un’asserzione nel campo delle saatomiche di
guesto tipo:

SE il governo non & molto stabile

E

le persone sono sfiduciate

E

non pensi di dovere affrontare spese imminenti
ALLORA

reinvesti buona parte dei tuoi titoli in beni imnilab

E’ una asserzione ragionevole ed asserzioni s#initovano nelle
pagine di economia di tutti i giornali. Ma che sfgrano parole

come “molto stabile”, “sfiduciate”, e tutte le @tf? Certamente
sarebbe bello avere un libro di economia con uoaa¢anto ben
elaborata da permettere di ricavare una funzipref(x) che ci

dica esattamente quale € la sonynda investire in beni immobili
in una data situazione&. In fisica esistono molti libri che
contengono teorie e formule che fanno una cosagdekre

perché non dovrebbe essere possibile fare la stEssa in

economia ?

domande: uno con quanta efficacia sia stato il fpuetico e due,
quanto sia importante tale fine. La prima domandéuta la forma
di una poesia, la seconda ne valuta I'importanzaaWolta risposto
a queste domande, determinare la grandezza di wesia diventa
una questione relativamente semplice. Se segniarperfezione di
una poesia sull’asse orizzontale di un grafico sda importanza su
quello verticale, sara sufficiente calcolare I'aréatale della poesia
per misurarne la grandezza...

La risposta del Professor Keating & netta:
“Cacca! Ecco cosa penso delle teorie di J. Evangliard. Non
stiamo parlando di tubi, ... stiamo parlando di pize
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Similmente, apriamo un testo di legge e leggiamauicolo
del tipo:

“Se una persona ha molestato sessualmente un'allicra
dovra essere condannata ad un numero y di anni di
detenzione variabili da 1 anno a 5 in misura cqeaadente
alla gravita della molestia.”

E’ chiaro che una giuria nel dovere applicare telama si sentira
fortemente imbarazzata a stabilire quale dovrebbsere il
numero corretto di anni di pena da assegnare. Imsorgi
dovrebbe elaborare una teoria giuridica che defnisina
funzioney = f(x) che stabilisca, a seconda del gradi molestia,
il numeroy di anni di pena. Si potrebbe in proposito elaborare
una casistica complessa ed esaustiva e descrniveraitabella il
numero di anni attribuibili nei vari caSi.

In definitiva € un fatto che esistono numerosissiampi in
cui il punto di vista quantitativo non sembra prakile. Questo
ad esempio accade tutte le volte che:

- non si € riusciti a trovare una teoria adeguata

- esiste una teoria ma non si sanno risolveredezgni da essa

fornite

- esiste una teoria, si sanno risolvere le equadaressa fornite
ma tali funzioni sono troppo complicate da caloeldtrempo,

memoria, costo).

Da notare che tale non praticabilita non si regeisolo alle
scienze umane. Essa pu0 manifestarsi anche in campi
tradizionalmente appartenenti alla fisica ed @éigneria. Ad
esempio si cita spesso un importante success@ambifo di un
problema che appariva irrisolvibile dal punto distai
tradizionale: quello detto dgbendolo rovesciato”

"0 Mi sembra di ricordare che il rito della confessiomella religione
cattolica contempli o abbia contemplato tabelletade tipo per una
corretta corrispondenzpeccato -~ numero di preghierel’'uso del
controllo fuzzy potrebbe essere un sistema moltd pioderno,
scientifico ed efficiente e permetterebbe di autimmare buona parte
del lavoro degli uomini di religione permettendo diminuirne il
numero e quindi consentendo allo stato di elimirargurrre il 7 per
mille.
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input

Pl
<«

azione di controllo

Pendolo rovesciato

Il problema & simile a quello di un giocoliere aeve tenere in
equilibrio un’asticella poggiata verticalmente swd dito e pud
essere illustrato dalla figura indicata sopra doceenpare un
carrello, che pud scorrere lungo un binario, con asta
incernierata nel punt@. Si vuole trovare una forma di controllo
che permetta all'asta di mantenersi verticale arsghan piccola
oscillazione ad un dato istante la porterebbe areadl controllo
dovrebbe consistere in uno spostamento in avaindietro del
carrello. Se l'asta verticale tende a cadere imt@ybaricentro in
avanti rispetto al punto di appoggh), allora si deve fare un
rapido spostamento in avanti del carrello fino argio I'asta non
raggiunga la posizione (quasi) verticale. L'inerperd porta a
fare si che il baricentro si trovi ora spostatoiétich e quindi che
l'asta tenda a cadere indietro. Se ci0 accadeaallor rapido
spostamento indietro del carrello permette di fadsumere una
posizione verticale ... e cosi via. Si manifestaral il tipico
ondeggiare del giocoliere che in generale non hadirdifficolta
a mantenere in equilibrio I'asticella.

Ebbene, & avvenuto che mentre la realizzazione mi u
meccanismo di controllo nell’'ambito dell'approcciasuale
(teoria + equazioni differenziali) non é riuscitale realizzazione
e risultata invece estremamente semplice tramiteoiitrollo
fuzzy. Si e proceduto solo a tradurre in regole tg@ SE ...
ALLORA .... il comportamento naturale di un gio@vk.
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CAPITOLO 5
ESISTENZA POTENZIALE, EFFETTIVITA’

1. Esistenza potenziale ed esistenza attuale

Supponiamo ch® sia una proprieta vaga definita in un dominio
D e che, pur non esistendo un oggetdD verificante
pienamenteP esistano oggetti i i quali la verificanocon un
grado sempre maggiore e sempre piu prossimo ad 8eo.
indichiamo conr : D — U l'estensione diP, cio significa che
esiste una successiote d,, ... di elementi dD tale che

a) (r(dn))nDN € crescente
b) r(d,) # 1 per ognid,D.
o) lim,_.r(d,) = Sugr(d,) |nON} = 1.

In tale caso la formulaxP(x) risulta essere vera nonostante non
esista un “testimone semantico” per &urisulti vera. Ora noi
potremmo considerare tale situazione come una lgmss della
logica fuzzy e della sua interpretazione dei qtiaatori.
Tuttavia potremmo anche guardare a questo fenomano
positivo, come possibilitd di rappresentare due dipesistenza:
guella potenziale e quella attuale. Questa po#gaildil esaminata
in [Gerla 20064.

Definizione 1.1.Sia a una formula che abbia come sola variabile
liberax; e O,I) un modello fuzzyallora diciamo che la formula
X a & attualmente versse esistadlID tale chel(a, x/d) = 1.
Diciamo chelXxa € vera solo potenzialmente €& vera ma non
attualmente.

Nel primo caso parleremo dsistenza attualeel secondo caso di
esistenza potenziale

Definizione 1.2. Diciamo che linterpretazione fuzzyD(l) e
groundse in essa non esistono formule esistenziali @resiere
solo potenzialmente.

Inutile dire che tutte le interpretazioni fuzzy dominio finito
sono ground. Sono ancora ground tutte le interpieta che
coinvolgono un numero finito di elementi di almeno nel caso
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in cui la struttura di valutazione consideratalé the ogni sua
sottoalgebra finitamente generata & firfita.

Nei prossimi paragrafi considereremo due esemmpaatielli
fuzzy che non sono ground ed in cui & presententaressante
fenomeno di esistenza solo potenziale. Quando niemev
specificato altrimenti nel seguito mi riferirdo alllgica di
tukasiewicz del primo ordine.

2. Un esempio: la geometria senza punti

Sotto il nome digeometria senza puntwanno una serie di
tentativi di fondare la geometria senza assumengegarimitiva

la nozione di punto. Al posto di tale nozione, afprisce quella
di regione o corpo solido Per una panoramica sulle varie
proposte fatte suggerisco di vedere [Gerla 199&],un articolo
divulgativo consiglio di vedere [Gerla 2006]

Il primo a porsi tale problema probabilmente écstatamoso
filosofo inglese A. N. Whitehead nei suoi due lilkin Inquiring
Concerning the Principles of Natural KnowledgeThe Concept
of Nature In tali libri € assunta come primitiva, oltredazione
di regione quella di inclusione tra regioni. Pertanto egli
considera strutture ordinate del tipgR, (J) per le quali ipotizza
alcune proprietd Inutile dire che una regione non deve essere
intesa necessariamente come insieme di punti @usione non
deve essere intesa necessariamente in senso stxemi punti
vengono invece definiti tramite un processo digastne al modo
seguente.

Definizione 2.1. Una classe astrattivaeé una successione
decrescente di regioni.f,on tale che non esiste una regione che
sia contenuta in tutte le sue regioni.

' La nozione di interpretazione ground & collegataquella di
interpretazione witnessed proposta da Hajek in una serie di
fondamentali lavori. Hajek chiama in questo modariterpretazioni
tali che tutte le valutazioni di formule esisteiz& ottengono tramite
un massimo e tutte le valutazioni di formule unsadir tramite un
minimo (vedere [Hajek 2007]). Infatti €& evidente echogni
interpretazione witnessed & anche ground.

"AWhitehead non vuole scrivere un testo matematicquiadi non
propone un sistema assiomatico ben preciso. Piottamle mettere in
evidenza alcuni aspetti fondamentali della nozidimegione.
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BN

L'idea e che una classe astrattiva rappresentaracegso di
generazione di regioni sempre piu piccole, procedse “al
limite” definisce un ente geometrico astratto cloé&rgbbe essere
un punto, una linea o una superfi€leNaturalmente potrebbe
capitare che due classi astrattive siano due mogirsi di
rappresentare lo stesso ente geometrico. Ad esesnpigardi la
figura affianco in cui e presente una
successione di cerchi concentrici ed una
di quadrati concentrici. Allora si deve in
gualche modo definire una equivalenza
tra classe astrattiVé.Per affrontare tale
guestione  Whitehead propone la
seguente definizione.

Definizione 2.2.Una classe astrattiva,f,on copre una classe
astrattiva §,).on S€ per ogni regione, esiste una regions, tale
cher, O sy

La copertura € una relazione di preordine cheoblosmodo,
induce nell'insieme delle classi astrattive unaazmine di
equivalenza ed un corrispondente quoziente.

Definizione 2.3.Due classi astrattive sono dettguivalentise si
coprono a vicenda. Uente geometrico astratté una classe
completa di equivalenza rispetto tale relaziondlaNgasse degli

enti geometrici astratti € definita una relazionerdine <
ponendo :

[(ro)non] < [(S)non] = (Fo)non € coperta dasf)non.

Definizione 2.4.Chiamopuntoun ente geometrico astratfo=
[(r)non] “che non ha parti” cioé che sia minimale rispetta

Whitehead non pone la condizione di numerabilita [ee classi
astrattive. Ho preferito una tale formulazione péreni sembra meglio
rappresentare la dimensione “potenziale” del prazel astrazione che
permette di passare dalle regioni all’idea di punto

“Una esigenza simile a quella di introdurre la noeiodi
equiconvergenza quando si definiscono i numeriiré@mite le
successioni di Cauchy.
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Ora la proposta di Whitehead anche se molto affaste ed
interessante appare inadeguata. Riferiamoci ad piseral
modello, alquanto naturale, definito dagli apertl cpiano
cartesiano e dalla relazione di inclusione. In tabedello
consideriamo tre successioni di regioni. La printa guccessione
G = (Bn)non delle sfere aperte con centro nell’origife= (0,0) e
raggior,=1/n. La seconda e la terza sono invece le successijoni
e G, definite tramite le sfere di raggiorlé centri (-In,0) e,
(/n,0), rispettivamente.

Risulta allora chés copre entrambe le clagsiy andG,, ma che
G non é equivalente né alla prima né alla secoraissel Allora
[G] non essendo minimale non rappresenta un punttarnte,
poiché G, G; e G, non sono equivalenti, I'origine viene a
spezzarsi in (almeno) tre elementi geometRC¢i= [G4], P = [G],
P~ = [G;]. Ovviamente questo fenomeno & molto lontano dalle
intenzioni di Whitehead e dalla intuizione comudne.

Anche se non mi risulta che Whitehead si accorgald
fenomeno deve comunque avere percepito I'inadepzetdella
sua proposta se pochi anni dopo l'uscita dei pdoe libri egli
propone un terzo libro intitolatBrocess and Reality cui viene

5| fatto che la sola nozione di inclusione si ditmbiadeguata per
una approccio alla geometria senza punti non éreondente poiché la
nozione di inclusione non avendo carattere topog@ metrico non
pud essere abbastanza potente da rappresentaredim aweguato lo
spazio geometrico.
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assunta come primitiva la nozione topologicacdnnessiones
guella metrica diegione ovale

Ora in [Gerla e Miranda 2004] e [Coppola, Gerlaravida
2010] si esplora la possibilita di utilizzare lagica fuzzy per
recuperare il primitivo approccio basato sull'irgibne. Basta
accettare che l'inclusione sia una relazione griedaavedere la
definizione di punto come un passaggio dal potémzilattuale.
Infatti, consideriamo un linguaggio del primo omlicon due
costanti proposizionald ed 1, in cui sia presente il nome di
relazione binaridncl. L'interpretazione intuitiva dincl & quella
di rappresentare una inclusione graduata tra redrferendoci
a tale linguaggio utilizzeremo:
- Xy come abbreviazione della formulzl(x,y) = 1
- Ug(x,y) come abbreviazione della formutzcl(x,y)OIncl(y,x)

- Puntdx) come abbreviazione della formuly(y<x =Ug(x.y)).
L'interpretazione dkCly e che il grado di inclusione diiny é
1, linterpretazione diUg(x,y) € chex e approssimativamente
uguale ady. Infine l'interpretazione diPuntdx) &, in un certo
senso, che“x non ha parti” che coincide con la famosa
definizione di punto di memoria euclidea. Infattlet formula
dice che ogni parte diin realta € approssimativamente uguale ad

X. Detto questo, possiamo considerare una teorizahmenga gli
assiomi

Al Incl(x,X) (proprieta riflessiva)

A2 Incl(x,y)OIncl(y,2) = Incl(x,2) (proprieta transitiva)

A3 (xOy)d(yOx) = (x=y) (anti-riflessiva)

A4 [XPuntdx).

Chiameremo una tale teori@oria degli spazi ad inclusione
graduata

Teorema 2.5.Esiste un modello fuzzy della teoria degli spaki a
inclusione graduata il cui dominio é la clas8edegli aperti di

uno spazio metrico euclideo ed in @4l e solo potenzialmente
verificata.

Non entriamo nei particolari della dimostrazione & possono
trovare nei lavori citati. Mi limito a dire che itale modello
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linclusione graduata & definita tramite la funzoeccessb e :
Ax A : -[0,0] ponendo, per ogni coppia di apettdy,

incl(x,y) = [1e(X.Y)ln.
In tale caso il predicatbg e interpretato dalla relazione fuzay
tale che

uixy) = 11€(xy)kh
avendo denotato cod la distanza di Hausdorff. Il predicato
Puntoe interpretato dall’insieme fuzzytale che

p(X) = [1D(X)In
dove D(x) denota il diametro di In altre parole, se si prescinde
dal problema della normalizzazione, [linclusione adyrata
coincide con il duale dell'’eccesso, I'uguaglianzadyata con il
duale della distanza di Hausdorff ed il predicatessere
puntiforme” con il duale del diametro. Che la fotenuxPuntdXx)
sia potenzialmente ma non attualmente verificatpeealal fatto
che in uno spazio euclideo si possono trovare rimsaperti di
diametro arbitrariamente piccolo ma non si posstmovare
insiemi aperti di diametro nullo.

3. Un altro esempio: la teoria degli insiemi enormi
Consideriamo un linguaggio con identitd adeguatolpdeoria
degli insiemi, cioe contenga:

- i simboli di relazionell, [, =, per denotare linclusione,
l'appartenenza e I'equipotenza,

- la costantél, le operazioni insiemistichél, n, - ela funzione
singleton,denotata con { _}.

- il nome di relazioné=q, che chiamiamequipotenza graduata
L'interpretazione di riferimento & che gli oggedticui parliamo
sono gli insiemi finiti e cheEq rappresenta una sorta di
equipotenza graduata che estende l'usuale equigmteBe
denotiamo connf(x) la formula Eq(x,xd{x}), il significato di
Inf(x) € che il numero di elementi di rimane lo stesso se si
aggiunge ad un elemento, proprieta questa che caratterizza gli
insiemi infiniti. Pertanto si potrebbe interpretaede predicato

® Ricordiamo che in uno spazio metricd) la funzione eccesssi
definisce ponende(x,y) = Sud d(P,y) : POx} dove d(P,y) = Inf{d(P,Q :
QOy} e la distanza diP day. La funzione eccesso & utilizzata per
definire la famosisima distanza di Hausdorff
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come “essere enorme” e chiamare infinito un insieche e
enorme con grado 1.

Definizione 3.1.La teoria degli insiemi enormg una teoria che
esprima le proprieta piu importanti della classglidasiemi finiti
e che contenga inoltre i seguenti assiomi:

Al. Eq(xX) (riflessivita)

A2. Eq(x,y) = Eq(y,® (simmetria)

A3.Eqx,yOEqy,2 = Eqx,2 (transitivitd)

Ad. x=X'= (Eqx,y) = EqX'y)) (compatibilita).

AS5. Inf(x)T(xOy)=Inf(y)

A6. —Inf(0d)

A7. [XInf(x) (assioma dell'infinito).

Per la teoria degli insiemi enormi vale il segudrt@ema.

Teorema 3.2.Esiste un modello fuzzy della teoria degli insiemi
enormi il cui dominio € la classe degli insiemiifiied in cuiA7 e
solo potenzialmente verificato.

Dim. Consideriamo [linterpretazione fuzzyD() in cui D
coincide con la classEin degli insiemi finiti di un qualunque
modello della teoria degli insiemi é definita su tutti i simboli
della teoria degli insiemi in modo usuale. In piinterpretakEq
ponendo

I(EQ(xy) =1 RCOmO)] sex=y=[]
_ Min{n(x)n(y . .
I(EQ)(xy) = Max(nn0)) altrimenti

dove n(x) ed n(y) indicano il numero di elementi d e diy,
rispettivamente. In tale interpretazione il prethcdnf e
interpretato dall'insieme fuzznf definito ponendo

inf(x) = n(x)/(n(y)+1).
Una semplice verifica mostra che tale interpretaice un
modello della teoria degli insiemi enormi in cuédistenza di un
insieme infinito € potenziale ma non attuale. O
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4. Ultrapotenze per passare dal potenziale all’atiale

Si pone il problema se sia sempre possibile trasfoz un
modello fuzzy D, ) in cui sono presenti fenomeni di esistenza
potenziale in un modelloD(,I") che sia equivalente &) ma

che sia invece ground. Possibilmente cio dovreldsere fatto
individuando un metodo per passare da un procedso d
generazione di oggetti chgotenzialmenteverificano una
proprietd ad oggetti astratti chattualmente verificano tale
proprieta. Tale questione & esaminata in [Gerla620@d e
collegata ad una questione proposta in [Hajek 2007]

I fenomeno non €& nuovo in matematica. Ad esempio
l'introduzione dei numeri reali tramite successiahirazionali
(successioni di Cauchy) puo essere vista propritalm chiave.
Supponiamo di avere un processo che mi permetteodare
numeri razionali che verificano la proprieta “aveérequadrato
prossimo a 2" con un grado sempre piu vicino ad imeéermini
di analisi matematica cio significa che ho indiatlu una
successionegf).on di razionalitali chelim, ..|g.>-2| = 0. Allora
posso trasformare tale processo in un nuovo “oggett
matematico”, che é la classe completa di equivald@)m]
modulo la equiconvergenza. Tale nuovo numero werifia
proprieta “avere il quadrato prossimo a 2" con grad

Naturalmente bisognerebbe vedere quanto questm rdod
procedere possa essere considerato generale. Uativien
interessante pud essere fatto tramite la nozioneltdipotenza
definita al modo seguente.

Definizione 4.1.Dato un insieme non vuo®® unfiltro suSé un
insieme di partiZ/di Stale che

XOU eYOU = XnYOU ;

XOU eYOX= YO U
Diciamo che?/ e unultrafiltro se oltre a queste due proprieta
verifica anche la seguente :

XOU - -XOU

Un esempio tipico di filtro & quello costituito Balclasse dei
cofiniti, cioe degli insiemi il cui complemento énifo. Un
esempio di ultrafiltro si ottiene fissandan Se ponendo?/ = {X
OP(S : xOX}. Si dimostra (tramite I'assioma della scelta) che
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esiste un ultrafiltro contenente il filtro dei cafi. Sia P una
proprieta definita inS, allora nel caso accada cheS : x
verificaP} 0 7/ allora si dice ch® e quasi ovunque verd.'idea
e che un filtro sia una class& di insiemi X che sono tanto
grandi o i cui elementi siano tanto importanti éheufficiente
che una propriet® sia vera in un insieme i/ perché si possa
considerare vera.

Nel seguito considereremo sempre il caso inSubincide
con l'insiemeN dei naturali. E’ possibile definire una nozione di
convergenza di una successione rispetto ad ua. filtr

Definizione 4.2.Sia 7/un filtro in N edsJU" una successioni di
elementi diU. Diciamo chel & il limite di s rispetto ad?/ e
scriviamol = lim s oppurel =lim (i) se per ogni intornodi |
risulta che {OS: §(i)J1} 0 7/ cioes(i)0X quasi ovunque.

Nel caso in cuf/sia il filtro dei cofiniti tale nozione coincide oo
guella usuale di convergenza di una successiomdtrdnessa
verifica tutte le usuali proprieta della nozioneasdica. Ad
esempio vale il teorema di unicita del limite egseJ" - U & una
funzione continua es,...,$ SONO successioni iV, risulta

glim _s(i),.,...,lim  s,(i)) =lim_g(s1(i), .. (1))
E’ possibile inoltre provare le seguenti proprieta.

Proposizione 4.3Sia?/un ultrafiltro, allora per ogni successione
sOUN, esiste il limite disrispetto adZZ Inoltre, se?/ contiene il
filtro dei cofiniti, la convergenza usuale implia convergenza
rispetto a7/ cioé

limy_os(n) =1 = lim ,s(n) =1.

Dato un insieme non vuo® ed un ultrafiltro Z/ in N definiamo
una relazione di equivalenza nella classeD" di tutte le
successioni di elementi Bi ponendo

f=g <« {nON:f(n)=9g(n)}0 %«
In altre parole diciamo che due successioni sondvakpnti se
sonoquasi ovunque ugualindichiamo conD’ I'insieme D/ 7/
= {[f] : f OD%} delle classi di equivalenza modutodove f] =
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{fOD" : f=f}. SeddD, allora indicheremo cord] la classe di
equivalenza della successione costantemente uguhl€uesto
significa cheD” pud essere visto come una estensioriz. di

Definizione 4.4.Sia O, |) una interpretazione fuzzy €t un
ultrafiltro. Allora l'ultrapotenza di(D,l) modulo?/ e il modello
fuzzy ©’,") definito ponendo:

D' =DYU

I'(c) = [I(c)] per ogni costante.

F(N)([sd - [s]) = [<IO)(S(N),.., $(M))>non] per ogni nome

di funzioneh

NOUEA sen[S]) = lim, 1(r)(sy(N),.-., $(N)) per ogni nome di
relazioner,

Tale definizione coincide con quella classica tenohe,
owiamente, per linterpretazione dei predicati.r Ressa e
possibile dimostrare il seguente fondamentale teare

Teorema 4.5.Consideriamo una logica fuzzy i cui connettivi
logici siano interpretati da funzioni continue a %I un ultrafiltro
non principale. Allora data una interpretazionezfufD, 1), per
ogni formulaa,

I'(a, [sd.....[s)]) = limy (@, s(i), ... (1)) (4.1)
Quindi, in particolare, poiché per oghi... d, (0D,
l*(a1 [d1]1’[dn]) = I_(ai dly---!dn)a (42)

(D',I") & una estensione elementare M@jl); Inoltre risulta che
(D ,I") e ground.

5. Ma manca un approccio totalmente soddisfacente
Tale approccio al problema del passaggio dal p@knz
all'attuale e estremamente generale e molto elegdatun punto
di vista matematico. Tuttavia ha vari difetti. Adseenpio
proviamo ad applicarlo alla teoria degli spazi dclusione
graduata partendo dai modelli definiti nel teorer2eb.
Supponendo che la dimensione sia uno consideriamsetie
armonica (,)non di numeri reali che si ottiene ponendo= 1 e
r+1 = rt+1l/n. Tale serie determina una successione di intervall
apertil, = (r,, rh+1) UNO successivo all’altro

(2.0, 1.5), (1.5,1.8), (1.8, 2.1), (2.1, 2.3)3(2.5), ...
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Poiché
p(l,) = (1-D(1,))00 =n/(n+1),

tale successione permette di affermare che la farmPoini{(x)
e potenzialmente soddisfatta. Passando all’'ulteayzat modulo
un ultrafiltro non principal€/ , consideriamo I'element® =
[(I)non] €d osserviamo che

I"(Point)(P) = lim , I(Poinf)(l,) =limy_. nf(n+1) =1,
Pertanto, come previst®, soddisfa il predicat®oint con grado
1. Purtroppo il“punto” P e alquanto strano poiché essendo per
ogni aperto limitatoX I'insieme {n ON : XOl,} vuoto o finito,
nessuna regione limitata contiene tale punto. @uesto & molto
lontano dalla nostra intuizione e dalla definiziah&Vhitehead di
processo di astrazione anche se appare naturhleireque si sia
occupato di analisi non standard.

Un discorso simile puo essere fatto in rapporta &doria
degli insiemi enormi. Infatti consideriamo il molte(D,I) che
abbiamo proposto nel teorema 3.1. In tale modedltsicleriamo
la classe di intervalli itN definita ponendo

In = [n(n-1)/2,n(n+1)/2]
che costituisce un ricoprimento del tipo

[0,1], [1,3], [3.6], [6,10], [10,15], ...

Poichél(Inf(x),lI,) = n/(n+1) una tale classe consente di asserire
che la formulaXInf(x) & potenzialmente vera. Consideriamo ora
una ultrapotenza(,l") di (D,!) ed in tale ultrapotenza I'elemento
[i]OD" definito dalla successionie= (I,),n. Allora poiché dal
fatto chelim,_. n/(n+1) = 1 segue chiém n/(n+1) = 1, risulta
chel’(Inf(x), [i]) = 1. Siamo passati da un infinito potenziale ad
un infinito attuale in accordo peraltro con il tepra 4.5. Tuttavia

a meno di non essere un seguace dellanalisi ramdatd
bisogna ammettere che l'oggettd] [¢ alquanto strano. Ad
esempio, comunque fissiamaN, poiché linsieme QON :
{n}01,} contiene al piu due elementi il suo complemento é
cofinito e quindi appartiene ad/ Da cio segue chenf non e
“contenuto” ini o, se si vuole, cha non & un elemento di]]
Detto in termini di analisi non standard I'oggdiifocontiene solo
elementi non standard.

Probabilmente il metodo delle ultrapotenze nondégaato
poiché si riferisce ad una nozione di equivaleriza ©on tiene
conto della nozione di approssimazione che dovrebdsere
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definita all'interno del dominio. Si dovrebbe pa@ezsprimere il
fatto che un elemento del dominio sia una maggmminore
approssimazione dell’ente astratto che si vuoléndlef D’altra
parte in Whitehead il processo che porta a tradoemuna
successionedf), di regioni in un ente geometrico astratk@
basato sull'idea ché..; ed, sono approssimazioni differenti di
e ched,.; sia piu prossimo d di quanto lo sia,. Questa idea é
trasportabile nel caso della teoria degli insiemioreni. Si
potrebbe allora utilizzare la seguente definizione.

Definizione 5.1.Supponiamo che in un modello fuz4y,k) in D
sia definita una relazione d'ordirg allora chiamiam@rocesso
di astrazioneogni successione decrescente di elementDdi
Denotiamo corD* la classe dei processi di astrazione. Dato un
ultrafiltro 7/ possiamo allora definire una interpretazione fuzzy
(D<) tale che

D = {[(X)non] O D" 1 (X;)non € un processo di astrazione}.

Da notare che in tale definizione e necessariaipoisi sulla
monotonia delle operazioni e dei predicati rispetto Anche su
tale definizione esistono dei dubbi e non conosama u
formalizzazione completamente valida per il passagdal
potenziale all'attuale. Qualche ulteriore (piccaldprmazione su
tale argomento puo essere trovata in [Gerla 2006]

6. Effettivita e vaghezzd’

Come e noto, le nozioni di “decidibilitd” e di “sedecidibilita”
(0o “enumerabilita effettiva”) giocano un ruolo ceie
nellambito della logica classica. Ad esempio cdasamo
quello che e il teorema fondamentale della logiea mfimo
ordine: il teorema di completezza. Se svincolianhosiio
contenuto dal particolare sistema inferenziale @stp Cci

accorgiamo che di fatto esso consiste nell’assehegel’insieme

" per capire quello che si dira nel seguito saretitesla conoscenza di
qualche elemento di teoria della computabilita.tdwa di fatto faremo
riferimento solo alla nozione dfunzione computabile”da intendere
come funzione che pud essere computata in un lggioadi
programmazione fissato (supponendo che non esistani di
memoria nell’interpretazione di un programma).
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delle conseguenze logiche di un insieme decidithilassiomi é
almeno semidecidibile o, equivalentemente, che teesisn
processo effettivo per potere produrre le consexpudogiche di
una teoria decidibile. D’altra parte tali nozioron® strumenti
fondamentali per la dimostrazione dei famosi tear@mtativi,
ad esempio la incompletezza e la non decidibil@iiatitmetica
(si veda ad esempio [Shoenfield 1967])n definitiva senza la
dimensione “decidibilita” una buona parte dellaitagverrebbe
annullata o banalizzata ed essa si limiterebbesatl@antica.

Ora questo discorso si applica altrettanto bete labica
fuzzy: tale logica non puo avere un senso se nothisirisce
prima che cosa significa attribuire al suo appadeduttivo i
caratteri dell'effettivita. Purtroppo i risultathe si sono ottenuti
in tale ambito non sono molto incoraggianti. Infa# si guarda
all'insieme delle formule logicamente valide allariasi accorge
che manca il requisito essenziale della effettivangerabilita (si
veda [Scarpellini 1962], [Hajek 1998] e [Montagn@02]).
Addirittura anche la logica monadica non risultaees decidibile
in contrasto con la ben nota decidibilita del cidodei predicati
monadico classico (si veda [Baaz et al. 2001],)Pelletier
sottolinea in modo tragico (per meglio dire ironitonportanza
di questo fatto per la logica fuzzy:

“Many observers might think this should the deattelkfor

fuzzy logic”.
Sembra quasi dire che solo i fuzzisti fanno fintaniénte nei
confronti di questo neo, non certo piccolo, detleollogica. Per
sfuggire al suono macabro di tali campane tuttagiatono delle
possibili risposte. Quella piu diffusa si riferised’approccio
“non graded” alla logica fuzzy ed alle nozioni dciabe di
decidibilita e semidecidibilita. La semidecidikdlitdell'insieme
delle formule valide & ottenuta al prezzo di caméida
definizione di validitd che viene data non rifetesi ad una

Se non ci preoccupassimo della effettivita allor@trgmmo
considerare direttamente come teoria dei numeeriittinsieme delle
formule vere dell’aritmetica. Per definizione quetdoria &€ consistente,
completa ed in essa tutte le asserzioni vere difliatica sono
dimostrabili: nessun problema !

" S ricordi che logica di Aristotele @ monadica eingli tale
indecidibilita potrebbe comportare una difficolt@lltestendere la teoria
dei sillogismi ai predicati vaghi.
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singola struttura di valutazione ma ad una sotsseladi una
intera varieta di strutture di valutazione. Taledmali procedere
a mio parere non € molto soddisfacente poiché mibsg un
tantino “ad hoc”. Per chi fosse interessato, talestjone viene
esaminata in un mio articolo che puo essere travatete [Gerla
2009].

Un altro modo di rispondere, che si riferisce agdproccio
“graded” alla logica fuzzy, consiste nel propormfinizioni di
semidecidibilita e decidibilita per un insieme fyzazhe tengano
conto che ci si muove nell'ambito del continuo. Nedssimi
paragrafi esamineremo come cio possa essere fatto.

Nota. Il fenomeno della non decidibilita di molti predica
classici € stato utilizzato da M. A. Changizi peara una
interpretazione di tipo informatico della vaghezgahangizi
1999]. Changizi osserva che esistono proprigtéhe, pur non
essendo decidibili sono parzialmente decidibili rselguente
senso. Esistono algoritmi i quali rispetto ad uomdnda del tipo
“x verifica P 7" possono convergere 0 meno. Se convergono
forniscono risposte correttdd esempio nella logica del primo
ordine, data una teoria decidibile un predicato rappresentabile
dalla formulaP(x) ed un numero naturale posso generare uno
dopo l'altro tutti i teoremi diT. Se compare la formul(x) posso
fornire in output il valore 1, se compare la formulP(X) posso
fornire il valore 0. S& non & decidibile ifT allora tale algoritmo
potrebbe non terminare. Un elemertoper cui non esiste
convergenza e consideraborderline. La vaghezza nascerebbe
dalla esistenza di tali casi borderline e quindsceaebbe dal
fenomeno della non decidibilita.

Tale teoria non mi sembra molto convincente poithé
vaghezza si presenta quasi sempre in ambiti {ctiee sono quelli
che incontriamo nella vita quotidiana). D’altra fgarin un
dominio finito tutti i sottoinsiemi sono decidibé quindi non ha
senso fare entrare in gioco questioni di non dbii@di. Un'altra
difficolta e di carattere tecnico. See borderline rispetto ad un
dato algoritmo ma di fatto verificR, allora basta aggiungere
all'algoritmo una istruzione del tipo Ik = x THEN YES per
avere un nuovo algoritmo in cyinon & piu borderline. Pertanto
la definizione di borderline non mi sembra ben data
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7. Le macchine di Turing fuzzy

Nel primo capitolo abbiamo gia esposto un esempaigbritmo
che coinvolge nozioni vaghe. Si tratta di una séaplicetta per
fare una crema:

1. metti una pentolguasi pienadi latte sopra una fiamma
debole

2. aggiungi un uovo

3. aggiungun po’di zucchero

4. se il contenuto kBguido allora effettua un giro di cucchiaio
altrimenti vai all'istruzione 5

5. spegni il fuoco.

Che significa eseguire tale algoritmo ? Una cosa&réa, non si
tratta di un algoritmo deterministico. Persone ieein generale
fanno creme diverse e perfino la stessa persogaini diversi
potrebbe fare creme diverse. Nel leggere la ricattaogni passo
in cui e coinvolta una nozione vaga siamo in preaeti una
decisione da prendere: come interpretare quel fopiena di
latte” oppure quel “fiamma debole”? Sembra inevlab
rinunciare immediatamente ad ogni pretesa di détésmo.
Un'altra cosa da osservare & che ogni esecuzidhagigitmo
pud essere considerata pil 0 meno corretta, cio® pneno in
accordo con quanto scritto. Il grado globale diretbezza puo
essere calcolato considerando i gradi di corredted= singoli
passi. Ovviamente, in accordo con la nozione dorélgo, non
stiamo valutando la bonta della crema (cioe setpoue quello
che volevamo). Un cuoco cuoce anche cose che non gl
piacciono. Stiamo valutando fino a che punto I'ezeane della
ricetta é stata corretta.

Le prime proposte per formalizzare la nozionelgib@dtmo in
ambito fuzzy furono fatte da E. S. Santos in uter@ssante serie
di lavori. In particolare Santos, partendo da weaidi L. Zadeh
[Zadeh 1968], propose la nozione di macchina dinfufuzzy e
la conseguente nozione di funzione fuzzy compuwabih
accordo con quanto osservato prima, tale nozioteneés quella
classica di macchina di Turing non deterministica odi
ricordiamo la definizione.

Definizione 7.1.Una macchina di Turing non deterministiGa
una struttura del tipd5(A, I, M, b, qo , ¢;) dove:
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(1) Se un insieme finito i cui elementi chiamiarsiati

(2) A € un alfabeto finito

(3) I € un insieme finito dsimboli inputl € A

(4) M O SxAxSxAx{-1, 0, 1} é l'insieme dellanosse possibili
(5) bOA-1 e il simbolo dispazio vuoto

(6) qo e g sono due stati chiamasitato inizialee stato di
accettaziongrispettivamente.

Si assume che in ogni istante la macchina stiadgmaio la
casella di un nastro infinito e che stia in unced®inato stato. |
valori -1, 0, +1 corrispondono ad un passo indjeteomo, un
passo avanti, rispettivamente. Udascrizione istantanea una
gualche espressione capace di indicare come sairibdite le
lettere dell’'alfabeto sul nastro, quale € lo stassunto dalla
macchina e quale é la posizione della testa dirketiAd esempio
possiamo chiamare descrizione istantanea una pardi tipo
a...anSah+1..-am il cui significato e che sul nastro e scritta agla
a;...a,, che la macchina é nello sta@d osserva la lettera,.
Denotiamo conDI l'insieme delle descrizioni istantanee. Data
una descrizione istantand@ = a;...a,Sa.1...an, Una possibile
mossa %, ti, &, t,d)OM permette di passare ad un'altra
descrizione istantand® ses; = s, t; = a,.1 € Q’ si ottiene da

a) sostituendo al posto tiil simbolot,

b) effettuando lo spostamendialella testina

¢) sostituendo al posto dj lo statos,.
In questo caso scriviam®@-Q’. Se xOI© & una parola
dell'alfabeto-inputl, chiamiamocomputazione con input sna
succession€);...Q, di descrizioni istantanee tale cpe coincide
con sx e Q- Q1. Diciamo che una tale computazione € di
accettazionger xseQ, contiene lo stato di accettazione.

Definizione 7.2.Diciamo che una parolel™ & accettata dalla
macchina di Turing(S A I, M, b, q , @) se esiste una
computazione di accettazione petn sottoinsieméX di I* viene
detto Turing-semidecidibilese & I'insieme delle parole accettate
da una macchina di Turing non deterministica. DitiacheX e
Turing-decidibilese siaX che il suo complemento sono Turing-
semidecidibili.
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Per ottenere la nozione di macchina di Turing yubasta
sostituire all'insiemeM delle mosse possibili un sottoinsieme
fuzzy di M. Ricordiamo che corJ denotiamo linsieme dei
numeri razionali irJ.

Definizione 7.3. Unamacchina di Turing fuzz& una struttur&
=(SAI,Mb q,q & O) dove § A I, M, b, q, ) € una
macchina di Turing non deterministgy : M—U & un
sottoinsieme fuzzy dl e 0 € una norma triangolare.

Il numero (s, t1, S, t2,d) viene interpretato come il grado di
accettabilita della mossa(ti, S, to, d).

La nozione di computazione coincide con quellaalesper le
macchine di Turing non deterministe ma ad essHianaa anche
una valutazione del grado di accettabilita dellapotazione.

Definizione 7.4.1l grado di accettabilitadi una computazione
Q:...Qn si definisce per ricorsione ponendo:
V(Q) =1
V(Q:..Q) = V(Q:..Q.0)0u(r) serM e la mossa che ha
permesso il passaggio @a; aQ.

Ovviamente, dato un inpf possono esserci piu computazioni di
accettazione perte tali computazioni possono avere gradi diversi
di accettabilitd.Se si tiene presente che nel caso delle logiche
fuzzy il quantificatore *“esiste” viene interpretatbramite
I'estremo superiore, appare naturale la seguerfieiziene dove
AcqX) denota l'insieme delle computazioni di accettagiperx.

Definizione 7.5.Data una macchina di Turing fuzByl'insieme
fuzzy s 1" - U delle parole accettate da $i definisce ponendo,
per ogniwdl™,

qw) = SugV(Q) : Q DAcdw)}. (7.2)
Diciamo che un insieme fuzay: I" - U & Turing-semidecidibile
se e linsieme fuzzy delle parole accettate da maachina di
Turing fuzzy.

Si noti che, coerentemente con il fatto che I'estresuperiore in
U dell'insieme vuoto e uguale a 0, se non esistamptitazioni
di accettazione peralloras(x) = 0.
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Come nella teoria della computabilita classicpadire dalla
nozione di semidecidibilita possiamo definire siaelp di
insieme fuzzy decidibile che quella di funzione Zyz
computabile.

Definizione 7.6.Un insieme fuzzys e dettoTuring-decidibilese
sia s che il suo complementes sono Turing-semidecidibili (si
veda [Biacino e Gerla 1989]). Una funzione fuzizyl*xI" - U &
Turing-computabilese, vista come fuzzy sottoinsiemeltkl™ &
Turing-semidecidibil&®

8. Ma tali macchine non si dimostrano adeguate

E’ possibile dimostrare che in (7.1) I'estremo siuge €& un
massimo e che quindi se esiste una computazioaecditazione
esiste anche la migliore possibile (si veda [GR0®7]). Per
provarlo & necessario il seguente importante lemanacui

dimostrazione é in [Wiedermann 2002].

Lemma 8.1. Sia @, [0,1) un sottomonoide finitamente generato
di (U, 0, 1), allora ogni sottoinsieme non vuotoAlammette un
massimo, cioé il duale dA(<) € un buon ordine.

Nel seguito indicheremo cowods) il codominio di un
insieme fuzzys, cioe l'insieme dei valori assunti da

Proposizione 8.2.Se Acqw) # [J allora in (7.1) I'estremo
superiore risulta essere un massimo.

Proposizione 8.3.Sia s Turing-semidecidibile, alloraods) &
tale che ogni suo sottoinsieme non vuoto ammett&sim®. Ses
e Turing-decidibile, alloraod(s) ¢ finito.

Possiamo ora provare che la nozione di Turing-
semidecidibilita & troppo restrittiva.

8 Non & difficile codificarel*xI* come un insieme di parole di un
ampliamento dell'alfabetd. Da notare che con questa definizione
I'output viene fornito fin dal'inizio: alla macchincompete il compito di
calcolare il suo grado di accettabilita. Questachbérda macchina é stata
considerata come meccanismo di accettazione.



Cap. 5: Esistenza potenziale, effettivita 189

Proposizione 8.4.Consideriamo l'insieme fuzayig : I'— U dei
“numeri grandi” definito dal porre

big(w) = 1~ 1/lunghezzéw)
per ogniwl*. Allora big non & Turing-semidecidibile a dispetto
del fatto che intuitivamente sia decidibile.

Dim. Basta osservare che il codomimodbig) = {1-1/n : nON}
non ammette massimo. O

Per guesto motivo nel prossimo paragrafo propooiama
nozione piu generale di semidecidibilita e quiridiecidibilita.

9. Effettivita come limite di approssimazioni calctabili
Quando si considerano macchine di Turing le nozidni
computabilita e di semidecidibilita vengono data ciberimento
allinsieme delle parolé” in un dato alfabetd. Poichél™ & in
corrispondenza biettiva cofN tramite processi di codifica
effettiva, le stesse definizioni valgono con rifeeinto all’insieme
dei naturaliN. Valgono anche per qualunque insieBehe sia in
corrispondenza biettiva cavipurché tale corrispondenza abbia il
carattere dell’effettivita. Questo significa chespamo parlare di
computabilita per funzioni di piu variabili, perrfzioni definite
sullinsieme delle formule di una logica del prinoodine, per
funzioni a valori razionali e cosi v{ai veda [Rogers 1976]).
Nella teoria classica della computabilita tra lari@
definizione di sottoinsieme effettivamente enuméealdi un
insiemeS scegliamo la seguente.

Definizione 9.1.1l sottoinsiemeX di S si dice effettivamente
enumerabileo semidecidibilese X = O oppure seX e |l
codominio di una funzione computabife: N-S X si dice
decidibile se e effettivamente enumerabile insieme al suo
complemento.

Pertanto dire che un insieme non vuofoé effettivamente
significa che esiste una funzione computabile caphgenerare
tutti gli elementi diX, cioé tale che

X={f(1),f(2), ...}
Si dimostra che la nozione di semi-decidibile seooiuring
coincide con quella ora data di effettivamente esnatdile. La
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seguente proposizione mostra che pud essere amiméadin
termini di limite.

Proposizione 9.2.Un sottoinsiemeX di S é effettivamente
enumerabile se e solo se esiste una funzione catfmih :
XN - {0,1} crescente rispetto alla seconda variabilele the,
per ognixJ S,

cx(X) =lim,, .« h(x,n). (9.1)

Tale proposizione suggerisce di estendere ai sstani fuzzy la
definizione di enumerabilita effettiva al modo seqte (si veda
[Biacino e Gerla 1987, 1988]).

Definizione 9.3 Un sottoinsieme fuzzg : S - U di Ssi dice
semidecidibilese esiste una funzione totale computabile S
xN - U che sia crescente rispetto alla seconda varigbiiale
che, per ognxlS

9X) =lim,_, h(x,n). (9.2)
Una funzione fuzzy dsin S é computabilese € un sottoinsieme
fuzzy semidecidibile dbxS

Si osservi che, per l'ipotesi di crescenzdns(®.2) equivale a

gX) = Sud h(x,n) : n O N}.
La proposizione 9.2 mostra che la definizione pstpaestende
guella usuale per gli insiemi classici. E’ possbgrovare che
inoltre essa € in accordo con la teoria dei doreffettivi (Si
veda [Smyth 1977] e [Gerla 2047.

Definizione 9.4.Supponiamo che la negazione sia interpretata da
una buona negazione computabile sui razionalifatthiamiamo
decidibile un insieme fuzzys che sia semidecidibile insieme al
suo complementes.

Osserviamo che dire chae semidecidibile equivale a dire che
[B(X) =lim;_ . h(x,n)
con h computabile e crescente rispettoradCio equivale a dire
che
X) = Oim,_ . h(x,n) =lim,_ . Ch(x,n)
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e quindi ches(x) = lim,_. k(x,n) conk funzione computabile e
decrescente rispetto ad Possiamo allora enunciare la seguente
proposizione.

Proposizione 9.5.Un insieme fuzzys e decidibile se e solo se
esistono due funzioni computaldili: SxN — Uek:SxN - U
tali che, per ognkx 0 S,
- h(x,n) & crescente lgx,n) & decrescente rispetto ad
- per ognin O N, h(x,n) < s(X) < k(x,n),
- ed inoltre
liM;_ . h(x,n) =s(X) =lim,_ . k(x,n).

Equivalentemente, possiamo esprimere al modo seguate
caratterizzazione.

Proposizione 9.6Un insiemefuzzys & decidibile se e solo se, per
ogni xS, s(x) € il limite di una successione decrescente ed
effettivamente computabile di intervalli ad estrenaizionali
(uniformemente rispetto ad.

In particolare, da tali proposizioni segue che lokiache puo
assumere un insieme fuzzy decidibile sono numalii rigorsivi.

10. Una tesi di Churci* per la computabilita fuzzy
Si pone naturalmente il problema se la definizi@@ sia la
migliore possibile: in altri termini ci si chiede

E’ possibile proporre una sorta tesi di Church @féermi che
tale definizione sia I'adeguata formalizzazionelaelozione
intuitiva di computabilita in ambito fuzzy ?

Chiameremd'tesi di Church estesa’una tesi di questo genere.
Come avviene per la tesi di Church classica e etédehe non e
possibile darne una dimostrazione poiché il conaditt “nozione

8 Come & noto la famosa “Tesi di Church” asseriselamozione di
computabilita tramite macchina di Turing (equivaénente la nozione
di funzione parziale ricorsiva) € completamente gadéa a
rappresentare la nozione intuitiva di computabildasupporto di tale
tesi c’é il fatto che tutte le definizioni propostecomputabilita si sono
dimostrate equivalenti a quella proposta da Turing.
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intuitiva di computabilitd in ambito fuzzy” non eérgeisato.
Tuttavia esistono vari fatti in supporto a tale.tésprimo e dato
dalle seguente proposizione che mostra come laidiefie da
noi proposta estenda strettamente quella fornita decchine di
Turing.

Proposizione 10.1. Ogni insieme fuzzy che sia Turing-
semidecidibile (Turing-decidibile) & anche semiddile

(decidibile) secondo la definizione 9.3. Tuttaiaiceversa non
vale.

Dim. La prima parte della proposizione & ovvia consegaen
della definizione di Turing-semidicibilita. Per pare che
esistono insiemi fuzzy che sono semidecidibili nea Muring-
semidecidibili e sufficiente osservare che s@& computabile
come funzione dSin U alloras & anche decidibile ed quindi
semidecidibile. Ne segue che l'insieme fuzzy denhat grandi
che abbiamo considerato nel paragrafo precedemtecilibile
anche se, come abbiamo visto, non & Turing-detadibi O

Naturalmente sarebbe di grande interesse rifomaula
definizione di macchina di Turing fuzzy in modo aléenere una
equivalenza delle due nozioni.

A favore della tesi di Church estesa esistono imaltti
risultati simili che sono relativi alla nozione gtiammatica fuzzy,
di algoritmo normale di Markov fuzzy, di programrigzy e
cosi via. Inoltre sino ad ora non mi e capitato iancontrare
gualche forma di algoritmo in ambito fuzzy che nfosse
catturato dalla definizione di semidecidibilita.

In particolare € da mettere in rilievo che le defoni
proposte si accordano bene con la nozione di afgpdealuttivo
nella logica fuzzy. Infatti vale il seguente teoeerdove si
suppongono alcune owvie ipotesi di effettivita plersistema
deduttivo fuzzy.

Teorema 10.2.Se I'insieme fuzzy di ipotesi € decidibile allora
linsieme fuzzy D(s) delle formule da esso deducibili é
semidecidibile. Sev € anche completo, cioe tale che per ogni
formulaa, D(V)(- a) = 1-D(v)(a), alloraD(v) e decidibile.
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Da tale teorema segue il seguente corollario chéossrebbe in
contrasto con il fatto che, come messo in rilieeb paragrafo 6,
sia stato provato che “l'insieme” delle formule ilc@mente
valide non é semidecidibile per le principali Idggcfuzzy.

Corollario 10.3. Sotto opportune ed ovvie ipotesi di effettivita
per l'apparato deduttivo, I'insieme fuzzy(OJ) delle formule
logicamente valide risulta essere semidecidibile.

Il contrasto & tuttavia solo apparente. Infattndieme delle
formule logicamente valide considerato in letterat il taglio di
altezza uno diD(O) e dal fatto che un insieme fuzzy sia
semidecidibile non si puo inferire che un suo tagkia
semidecidibile. D’altra parte una formuiaé logicamente valida
con grado 1 se e solo se, dditka funzione computabile di cui
D(O) é il limite, OkOm(Jh(x,m)-1k1/). Cio assicura solo che
linsieme delle formule logicamente valide con grad
appartiene al livelld7, della gerarchia di Kleene.

11. Sfumare o precisare per ottenere decidibilita

In [Gerla 2001p affronto la questione del rapporto tra la
decidibilita e la possibilita di modificare un ingie fuzzy (in
particolare un insieme crisp) aumentandone o dieridone la
vaghezza. Mi rifaccio ai formalismi proposti in @t articoli
fondamentali di Aldo de Luca e Settimo Termini ini csi
propongono le nozioni di entropia e di energia’aibito della
teoria degli insiemi fuzzy (si veda ad esempio [Dé&ca e
Termini 1972]).

Definizione 11.1.Dati due elementil; e A, in U, poniamoA, <
A; se risulta che

A>12 = Az e 41<1/2 = A< AL
Se s ed s' sono due sottoinsiemi fuzzy di un insieBeallora
poniamos <s' ses(x) < s'(X) per ognix 0 S

Ses <s'diciamo ches' & unaversione sfumatali so ches e una
versione piu precisa d'. In altri termini risulta ches <s' se per
ogni xSl valore §(X) si ottiene accorciando la distanzas(fk)
da un valore booleano 0, 1. Chiamiab@derlineun elemento
tale ches(x) = 0.5, ed indichiamo cos’” I'insieme fuzzy in cui
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tutti gli elementi sono borderline, cioé linsieméuzzy
costantemente uguale a 0.5. Alla’d & il massimo rispetto 4.
Gli insiemi crisp sono elementi minimali.

Ci poniamo ora due questioni.

Questione 1.
E’ sempre possibile sfumare un insieme fuzzy iddeig in
modo da ottenerne uno decidibile ?

Tale questione si pone in particolare per un insienisp poiché

si pud sperare che la sua indecidibilita possaressiminata

accettando di perdere in precisione. Ora, ogneimsifuzzy puo

essere sfumato nellinsiengd® o in un insieme in cui tutti gli
elementi sono borderline tranne al piu un numenddi Poiché

tali insiemi fuzzy sono decidibili, la prima risgasa tale

guestione e banalmente positiva. E' opportuno ptota
riformulare la questione perché sia significatida. esempio al

modo seguente:

E’ sempre possibile sfumare un insieme fuzzy iddslg in
un insieme fuzzy decidibile che non abbia infielementi
borderline ?

In questo caso la risposta & negativa.

Teorema 11.2.Sia W un qualunque insieme ricorsivamente
enumerabile che non sia decidibifdlora ogni versione sfumata
di W che sia decidibile ha necessariamente infiniti elem
borderline.

Questione 2.
Dato un insieme fuzzy indecidibile s & sempre pibssi
modificare s in modo da ottenere una versione patipa di s
che sia decidibile ?

Ora ses € crisp, poiché non esiste nessuna versione paisar di

s che non sias stesso, la risposta non pud che essere negativa.
Pertanto il problema assume un certo interesse sadonon e
crisp. Il caso piu favorevole & che esistano itifielementi
borderline sui quali si possa agire liberamentdorRiuliamo
allora la questione al modo seguente:



Cap. 5: Esistenza potenziale, effettivita 195

Dato un insieme fuzzy s con infiniti elementi bdide é
sempre possibile modificarlo in modo da ottenera varsione
piu precisa di £he sia decidibile ?
Il seguente teorema, la cui dimostrazione richielolee un po’
troppo tempo (si rimanda a [Gerla 200@)1]fornisce una risposta
negativa.

Teorema 11.3.Esiste un insieme fuzzy semidecidibilee con
infiniti elementi borderline tale che nessuna \amsi piu precisa
di s puo essere decidibile

Sarebbe interessante ritrovare risultati simili megati alla
complessita piuttosto che alla decidibilita. Infatli risultati
mostrerebbero che non esiste un rapporto tra caesifdeed
vaghezza.

12. Conclusioni (?)

A questo punto dovrei trarre le conclusioni dadtaftianto scritto
nel libro. Saro breve poiché ho trovato sempreppsaabili le
conclusioni in quanto sembrano legate all'idea wha& questione
sia conclusa, cosa che quasi mai avviene. In péate, il
problema della vaghezza € enormemente complessse fmn
dominabile e certamente lontano da conclusioni ergdrziali.
Infatti, nonostante il fatto che la logica fuzzg sirmai passata da
una fase iniziale “ingenua” ad una fase di rigorosa
matematizzazione (intesa come produzione di mdiitai che
usano strumenti matematici “difficili”) esiste amaagqualcosa di
insoddisfacente proprio nell'idea di base di wdiz gli insieme
fuzzy per rappresentare un concetto vago.

Infatti l'interpretazione tramite un insieme fuzepn puod
certamente essere un processo preciso. Come abbjgno
osservato nel primo capitolo, la nozione di “grdnded essere
rappresentata da diversi insiemi fuzzy, alcunigieli sembrano
buoni modelli ed altri meno buoni. In un certo sessdovrebbe
interpretare una nozione come quella di “grandet gpa classe
fuzzy di insiemi fuzzy. Ma anche questo non semtmatare,
infatti una interpretazione che sembra buona (admp®
accettabile con grado 1) in un contesto potrebbereshon buona
in un altro contesto. In effetti & come se nellastrao mente
esistesse una nozione di grande che cambia comtenia. La
stessa interpretazione sembra potersi evolvere ter@po e
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principalmente nell'interazione tra soggetti in ugioco
linguistico difficilmente dominabile dal formalismmatematico.

Piu in generale tutte le nozioni proposte dallgida fuzzy
appaiono troppo rigide. Consideriamo ad esempioolaone di
modello di un insieme fuzzy di ipotesi propostaaneefinizione
8.3 del secondo capitolo. Si accetta amsia un modello dun
insieme fuzzyv di ipotesise risulta chan(a) = v(a) per ogni
formula a. Ora & evidente che sia chev non possono essere
valutazioni definitive in quantm dipende da decisioni soggettive
di modellizzazione di un predicato vagovedipende da una
valutazione soggettiva circa i possibili valori derita delle
formule. Ora supponiamo clmeoppurev siano soggetti a leggere
variazioni in seguito ad un processo di “tuning’oeci di
aggiustamento (una componente essenziale sia deell'idi
vaghezza sia in tutte le applicazioni della teategli insiemi
fuzzy). Allora e possibile chen cessi completamente di essere
modello div mentre dovrebbe essere naturale aspettarsinche
continui ad essere, con qualche grado, un moddlle. &’
probabile che si possa riformulare la logica furzymodo da
evitare questo “paradosso”. Ad esempio si potreduisituire la
nozione di inclusione crisp tra insiemi fuzzy carawnozione piu
flessibile di inclusione graduata.
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