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INTRODUZIONE

Questo volume, che € una versione ridotta di wo Igubblicato
sul sito “ilmiolibro”, si propone di introdurre Iettore alle pro-
blematiche relative ai fondamenti della matematiartanto si
occupa dei vari tentativi fatti da matematici @gfi di fornire
basi sicure alla matematica e di capirne i “prifiggpimi” (am-
messo che alla matematica si possa dare una bfisigivdeed
ammesso che per essa esistano principii primi)libke si parte
dalle idee che aveva in proposito Pitagora e siafino a quelle
di Hilbert. Tuttavia il libro non ha assolutamengenzione di
essere un libro di storia della matematica. Pitdttzs storia della
matematica € utilizzata come filo conduttore digilnii percorsi
di fondazione della matematica. Poiché gli appsintiferiscono
a studenti di un corso della laurea di Matemagpasso nel libro
si troveranno definizioni precise ed un po’ peda&ntprincipal-
mente, dimostrazioni di teoremi. Tuttavia credo ithibro possa
essere letto da tutti in quanto esiste 'anticdtdidi chi legge di
saltare pagine, dimostrazioni e parti noiose. Qweiate i miei
studenti sono esclusi da tale diritto.
Naturalmente si pone la questione:
esiste I'esigenza di un tale tipo di riflessionassmatematice?
Dopotutto sembra non esistere niente di piu sem@isicuro di
nozioni come quelle di numero, punto, retta. Pppmosemplici-
ta e sicurezza sono illusioni come mostrano i paradossi e-
mersi nel corso dell’evoluzione della matemati¢datto & che
siamo tanto abituati a manipolare i concetti matainahe ten-
diamo a confondere la familiarita che abbiamo aitpuicon la
conoscenza di tali concetti. Un po’ avviene come ip@ostro
giornalaio o salumiere che pensiamo di conoscel® [serché
sono venti anni che facciamo acquisti da loro (manon sap-
piamo nemmeno dove abitano o se sono sposati 0 no).
Proviamo pero ad essere meno superficiali ed ei plor-
mande del tipo:
- che cosa sono i numeri?
- che cosa € un punto, una retta?
- i numeri, i punti le rette sono invenzioni dedimo, di un dio
oppure esistono in natura?
- che cosa é la matematica?
- i risultati della matematica sono sicuri? e,se®o Ssicuri,
perché lo sono?



- esiste l'infinito di cui spesso parla la matdoza®
- perché la matematica, che non sembra avere &acheon
l'esperienza, e utile per le scienze empiricherdeappli-
cazioni ?
(ho detto meno superficiali !!! chi avesse lettoppo rapida-
mente deve tornare indietro e riflettere su ciaaadmmanda per
almeno un minuto per cercare una possibile rispoSiaaccor-
giamo allora che tali questioni sono molto piu peatatiche di
gquanto appare a prima vista. Inoltre, se ci sidmam po’ in gi-
ro, ci si accorge che persone diverse, specialmantapparte-
nenti ad epoche diverse, hanno dato e danno resptgerse.
Questo fatto si esprime dicendo che:
sono esistite ed esistono divetBmsofie" della matematica.

Insomma il libro vuole introdurre chi legge a tgliestioni ri-
mandando a libri piu “solidi” nel caso si volesgpafondire.

Chiudo questa introduzione dichiarando che sorstiente
che nel libro esistono molte lacune. Ad esempiciadovuto
trattare la teoria delle categorie ed in partieolarteoria dei to-
poi. Inoltre lo spazio dedicato alla trattaziond!’iéuizionismo
non corrisponde certo alla importanza ed all’'omdjia di questa
filosofia della matematica. Infine esistono setttgila matemati-
ca, come la probabilita, che pur presentando issargissimi
problemi fondazionali, non vengono trattati. Questencanze
derivano dalla mia pigrizia e hon dal misconoscitoali questi
argomenti.

Salerno 2010

P.S.
Il mio indirizzo égerla@unisa.ie ricevo volentieri commenti,
segnalazioni di errori o richieste di chiarimenti.
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CAPITOLO 1
LA MATEMATICA PRESSO | GRECI

E' indegno del nome di uomo chi ignora il
fatto che la diagonale di un quadrato e
incommensurabile con il suo lato. Platone
(429-347 a.Q.

1. La scuola Pitagorica: tutto il mondo & aritmetia
Il primo organico tentativo di dare una fondazi@he matema-
tica (ed all'intera conoscenza scientifica) fu @bitmente quel-
lo della scuola pitagorica il cui assunto di pazserra che:

alla base di tutto € il numero intero.
La scuola pitagorica era una setta mistico-relgioke si svi-
lupp0 in Grecia e in Italia (Crotone) tra il 570 €&00 a.C. at-
torno ad un mitico personaggio chiamato Pitagoeaidee di tale
scuola sono di fondamentale importanza per lassttglla cultu-
ra occidentale perché da esse iniziera quel proadss trasfor-
mera la scienza pre-ellenica, che consisteva indissticolata
raccolta di risultati dettati dall'esperienza, imatscienza raziona-
le! Dei pitagorici ne parla Aristotele al modo segeemtove si
deve tenere conto che allora per "numero” si irdgad'numero
intero positivo".

Tra i primi filosofi, ..., furono i cosiddetti Pi¢grici, i quali,
applicatisi alle scienze matematiche, le feceroig®imi pro-
gredire; cresciuti poi nello studio di esse, vermaell'opinio-
ne che i loro principi fossero i principi di tutgli esseri...
Pensarono che gli elementi dei numeri fossero Iginenti di

'Non bisogna avere una immagine dei pitagorici cegienziati cam-
pioni di razionalismo. Il carattere mistico di qteescuola era fortissi-
mo, siamo in presenza di una vera e propria seligiasa (e politica)
che credeva, tra le altre cose, che le anime deéii ioreincarnassero
negli animali. Anche le "regole" di tale setta ppaiono notevolmente
bizzarre. Ad esempio ecco alcuni comandamenti:

- non toccare un gallo bianco

- non addentare una pagnotta intera

- non guardare uno specchio accanto ad un lume.
Ma queste che ci appaiono come stranezze non wlaigpitagorici il
merito di costituire il punto di inizio della moder cultura scientifica.



Cap. 1: | Greci 2

tutte le cose, e che l'universo intero fosse aram@numero
(Aristotele,Metafisica.

Si deve tenere conto che in quel periodo era fbdesiderio di

trovare i "principi ultimi" e che questi venivanercati negli e-
lementi naturali come l'aria, I'acqua o il fuocarse perd per
capire meglio il pensiero dei Pitagorici conviereglere cosa di-
ce uno di loro, Filolao.

“Nessuna menzogna accolgono in sé la natura delemare
I'armonia: non € cosa loro la menzogna. La menzogtian-
vidia partecipano della natura dell'illimitato, d&htellegibile
e dell'irrazionale. Nel numero non penetra menzogresché
la menzogna € avversa e nemica della natura, cmsiecla
verita € connaturata e propria alla specie dei name. “

“...Nulla sarebbe comprensibile, né le cose in sériéro re-
lazioni, se non ci fossero il numero e la sua susd’

“Tutte le cose che si conoscono hanno numero: sénra-
mero non sarebbe possibile pensare né conoscenacié.”

Un ruolo talmente centrale dato al numero potredbehe di-
pendere dalla scoperta di un forte collegamentaapaorti nu-
merici ed “armonia” in campo musicale. Infatti véeattribuita ai
Pitagorici la scoperta di una scala armonica ckeevidetta, ap-
punto, scala pitagorica Consideriamo delle corde tese di varia
lunghezza ed esaminiamo i suoni che vengono erpezstan-
done due contemporaneamente. Ci si accorge chieasvdan-
no effetti gradevoli ed a volte sgradevoli. E’ gibfle studiare
quale sia il rapporto tra le lunghezze delle dueleed il feno-
meno della “gradevolezza” o, per essere piu speécifiel-
laconsonanza”. Ora la prima scoperta che viendada e che
se una corda ¢ il doppio dell'altra si ha una $sitha consonan-
za. In questo caso noi diciamo che i due suonedgtono per
una ottava. Se indichiamo céra lunghezza della prima corda e
conB quella della seconda alloBa= (1/2)A o, se si vuoleA: B

= 2 :1. Un altro suono gradevole si ottiene facewithoare, in-
sieme adA una corda la cui lunghezfasia i due terzi dA cioé

C = (2/3)A. Ne segue ch&\: C = 3 : 2. Infine ci si accorge che
un suono gradevole si ottiene dai suoni prodottedmrdeC e B
che risultano essere nel rappo@® = 4:3. Abbiamo quindi che
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le tre consonanze principali, (che prendono il natheottava
quinta e quarta), corrispondono ai rapporti 2:2;84:3. E’ una
sorprendente corrispondenza tra suoni e numerisaggerisce
fortemente l'idea per cui "tutto € numero".

Da quel"tutte le cose che si conoscono hanno un numero
scaturiva poi il convincimento circa la struttunamgulare e di-
screta delle figure geometriche e, piu in genedd¢ mondo fi-
sico. Cio comportava, ad esempio, una conceziohseggnento
come insieme finito di punti-unita, punti che veano intesi co-
me veri e propri corpi con una determinata granalelréatti era
solo in base a tale ipotesi che i numeri interepaho essere lo
strumento perfettamente adeguato alla descriziafla dealta,
anzi, in un certo senso, venivano a coinciderel@oaalta stessa.
In tale modo la geometria non si considerava destiiall'aritme-
tica e, in un certo senso, l'aritmetica assumezafomma geome-
trica. Dei numeri infatti si dava una rappresemagigeometrica
0, se si vuole, fisica, tramite una opportuna pnfzione di
punti-sassolino. Ad esempio si chiamavarangolari i numeri
che si potevano ottenere disponendo i punti imdyadi.

O o O O
0O 0O (ON©)
00O 00O
O00O0O0

Si chiamavano invecguadratii numeri corrispondenti a gruppi
di sassolini disposti in quadrato

O (Ole 00O O00O0O0O0
OO0 00O OO
00O O00O0O0

0OO0OO0O0

I numeri quadrati corrispondono ai numeri che squedrati per-
fetti. Ancora, si chiamavanettangolarii numeri corrispondenti
a gruppi di sassolini disposti in un rettangolog(eton si riduca
ad una striscia di sassolini). In questo caso settangolari tutti
e soli i numeri che nosono numeri primi.

OO0 00O 00O O0OO0OO0O0
OO 00O 00O OO0 OO
00O O0OO0OO0O0
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L' interpretazione dei numeri come particolari disigioni di
sassolini consente di sviluppare una interessaitteetica. Ad
esempio, € immediato che ogni triangolo si ottidalepreceden-
te aggiungendo un fila di sassolini. Pertantd(sgé il numero
dei sassolini dell'ennesimo triangolo abbiamo ehfuihzionet e
definibile tramite le equazioni

(1) =1 : t(n) =t(n-1)+n.
Ne segue che sono triangolari tutti i numeri dedlde 1, 3, 6, 10,
... di termine generale, cioé tutti i numeri del tipo 1+2+3+.n+
Per quanto riguarda i numeri quadrati, € immediegdere che
ogni quadrato si ottiene dal precedente aggiungdoddati (con
un sassolino in comune). Ne segue chej(sge il numero dei
sassolini dell'ennesimo quadrato, la funziqree definisce trami-
te le equazioni

q(1) =1 : g(n) =q(n-1)+2n-1.
Pertanto i quadrati perfetti si ottengono come elatirdella serie
1, 1+3, 1+3+5, ..., 1+3+...A21, cioe la serie di termine generale
2n-1. Si osservi che sia la funziohehe la funzion& sono state
definite “per ricorsione”. In proposito si veda mebssimo capi-
tolo i paragrafi su induzione e ricorsione.

L'importanza della svolta impressa dalla scuolagairica
non si limita alla sola matematica poiché la fedilarnpotenza re-
golarizzatrice del numero intero, il procedimenioadtrazione,
l'uso delle dimostrazioni nel procedere scientifi@ppresentano
il nascere dell'aspetto fondamentale della cultgeidentale: il
convincimento che il mondo sia comprensibile ndragerso l'a-
scesi mistica, la contemplazione, come viene rttedalle cultu-
re orientali, ma attraverso l'attivita raziocinan@®n Pitagora ha
inizio un processo di idealizzazione e razionalizzae di tutte le
forme di conoscenza che dominera perfino la nasthara reli-
giosa. Afferma ad esempio Bertrand RussellStoria della filo-
sofia occidentale”

“La religione razionalistica, al contrario di quedl apocalitti-
ca, é stata da Pitagora in poi (ed in particolara Blatone in
poi) completamente dominata dalla matematica engedodo
matematico. La combinazione di matematica e dotgal che
comincio con Pitagora, caratterizzo la filosofialiggosa in

Grecia, nel Medioevo e nell'era moderna fino a Kdnorfi-

smo precedente a Pitagora era analogo alle missericeli-
gioni asiatiche. Ma, in Platone, Sant'Agostino, Taaso d'A-
quino, Cartesio, Spinosa e Leibniz, vi & un intinteecciarsi
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di religione e di ragionamento, di aspirazione mera di
ammirazione logica per cid che é eterno, il quaene da Pi-
tagora e distingue la teologia intellettualizzatallEuropa
dal piu diretto misticismo asiatico.”

2. Crisi della scuola pitagorica (ma gli interi nonbastano).

Lo sapevate? Il quadrato costruito
sull'ipotenusa € il doppio di quello sui
cateti . . . ma la qualita e scadente e do-

po un anno lo butti! E cosi! E capitato a
mia sorella! Fidatevi!

-Vulvia (Corrado Guzzanti),ll caso
Scrafoglia 2002

Le concezioni dei pitagorici furono perd ben prestsse in cri-
si dalla scoperta della esistenza di grandezze ggimme "in-
commensurabili”. Questa scoperta € conseguenzdaedsetma
che va proprio sotto il nome di “Teorema di Pitagjor

Teorema 2.1. (Teorema di PitagorapPato un triangolo rettan-
golo, se si considera l'unione dei due quadratiragssui cateti
otteniamo una figura che ha la stessa estensidropiddrato co-
struito sull'ipotenusa.

Dim.2 Indichiamo corT il triangolo rettangolo e supponiamo che
i cateti misurinca e b e I'ipotenusec. Costruiamo un quadratQ

2 Attualmente tale teorema si enuncia dicendo cllesémma dei qua-
drati delle misure dei cateti € uguale al quadrd&la misura
dell'ipotenusa”. Tuttavia si deve tenere presehi ger i greci non esi-
steva una “misura” di una figura geometrica in daamisurare signifi-
ca assegnare un numero reale a qualche cosa emabanatica greca
non esisteva una nozione di numero reale. Comeenegressi avevano
invece la nozione di uguaglianza dell’estensiondudi figure, quella di
equiscomponibilita e quella di proporzionalita dagdezze omogenee
con cui riuscivano ad esprimere molti teoremi stlieghezze, le aree
ed i volumi.

® In realta quella che segue non & una dimostrazieheenso rigoroso
del termine e non lo puo essere visto che non alibe@ncora elencato
gli assiomi della geometria di Euclide. Piuttostpva una proprieta
non molto evidente “il teorema di Pitagora” a partila altre proprieta
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con lati uguali ada+b. Detti Aq, Ao, As, Ay i vertici di Q, trac-
ciamo sui lati i quattro puniC, C', B, B’ in modo cheA,C =
AC’ =AB’ = A.B=amentreCA, =C'A;=B'A, =BA; =Db. In
tale modo si individuano quattro triangoli rettalhgmuali (a-
vendo cateti uguali per costruzione). Inoltre palnti individua-
no un quadrilater®@; = BCC'B’. Tale quadrilatero ha lati uguali
in quanto coincidenti con le ipotenuse dei triangiololtre gli
angoli sono retti.

A2 B’ A3
a ba
Qs
B
c b
b T
AL a ¢ C b ™

Ad esempiol’angolo inC é retto in quanto e uguale ad un ango-
lo piatto meno la somma dei due angoli non retfl.dD’altra
parte la somma dei due angoli non retti di un gaao rettangolo

€ un angolo retto. Pertanf@ € un quadrato.

Osserviamo ora che I'area @ipu0 essere calcolata come il
quadrato del lato cioé comeatp)? e quindi, per la formula del
quadrato di un binomio, con#&+b*+2ab. D’altra parte I'area di
Q é anche uguale al quadrato piccQopiu i quattro triangoli,
cioé & uguale e*+(4ab)/2. Dall'uguaglianza

a’+b’+2ab = c*+2ab
si ricava chea®+b’=c®. Da notare che la formula del quadrato del
binomio ammette una semplice dimostrazione geoozethe e
completamente illustrata dalla figura tracciataraog destra in
cui si mostra come l'area del quadrato si posseotzk in due
modi. Uno é considerare il quadratoadb, l'altro & effettuare la

che ci appaiono piu evidenti. Ad esempio il prirasgo della dimostra-
zione consiste nella costruzione di un quadratandilato lato. E’ possi-
bile sempre costruire un tale quadrato ? La quastimn € tanto sem-
plice ed ha a che fare, tra I'altro, con I'assiome#le parallele. Nel corso
di questo capitolo considereremo spesso “dimostin#zdi questo tipo.
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somma dei quadrati di estensiaafee b? piti due rettangoli di e-
stensionab. [

E’ possibile anche porsi il seguente problema:

“un triangolo che verifica il teorema di Pitagora necessa-
riamente rettangolo ?
Ad esempio, supponiamo di volere formare un trigmgon tre
segmenti di lunghezza 3, 4, 5. Tenendo conto diel &ne 3+4

= 5 & possibile affermare che il triangolo & rettang®lll se-
guente teorema mostra che la risposta & positiva.

Teorema 2.2. (Teorema inverso di Pitagorapgni triangolo i
cui lati verificano il teorema di Pitagora e refjafo.

Dim.Sia ABC un trian- A

golo tale che AB® =

AC+BC* e costruiamo

un segmentoBC per-

pendicolare adAC e di i B
lunghezza uguale 6B. g C

Allora i due triangoli

ACBe ACBhanno il latoAC in comune ed i latBC e CB uguali
per costruzione. Inoltre, essend@B rettangolo inC, AB® =
AC+BC” = AC+CB’ = AB’.

Pertanto i due triangoli, avendo i tre lati uguatino uguali. Da
cio segue che I'angolACB é uguale all’angolo rettdCB ed e
quindi retto. [

Dal teorema di Pitagora segue un sorprendente gesddDato
un quadrato, comungque si scelga un segmerdome unita di
misura non possiamo misurare il suo lato e la sagodale tra-
mite due interi.

Teorema 2.3.(Paradosso dell’ incommensurabilita tramite
gli interi) Il lato e la diagonale di un quadrato sono incanm

* Letteralmente “paradosso” significa “contro I'ojtine comune” e tale
espressione non andrebbe confusa con “antinomigbitraddizione”
che invece significano che si e riusciti a provana affermazione ed
anche la negata di tale affermazione. Tuttaviaspas confondono le
due cose anche perché, se si aggiunge I’ "opingmmeune” come as-
sioma, allora il paradosso diviene una contraddizio



Cap. 1: | Greci 8

surabili, cioé comunque si fissi un segmemttme unita di mi-
sura, il lato e la diagonale non sono uguali a ipluti u.

Dim. La dimostrazione si basa sul fatto che in un catadper-
fetto q ogni fattore primo e presente un numero pari dievdh-
fatti seq = n’ e sen ammette la scomposiziome= p,"%,...,ps"®
conp,...,ps primi alloraq = n® = p?™M0.. [P, Ad esempio se
q =12 = 144 allora essendo 12 2@ saraq = 1% = 2?B’e
quindi g contiene il numero primo 2 quattro volte ed il nume
primo 3 due volte. Supponiamo ora per assurdo sistaeun
segmental (unita di misura) tale che sia il lato che la diagle
siano multipli, secondo gli inteni edm, di u. In altri termini,

ngy mAo

nu

supponiamo che il lato e la diagonale siano mistnatite due
numeri interin ed m. Allora i quadrati costruiti sui cateti sono
costituiti dan® quadratini unitari mentre il quadrato costruito
sull'ipotenusa & costituito da quadratini unitari. Ne segue che
per il teorema di Pitagom + n?= n’ e quindi 2?= . Ma cio &
assurdo poiché, posto= 2n*= n,

- dall'equazion& = 2n” si deduce che il fattore 2 & presente in
un numero dispari di volte

- dall’equazione = n¥ si deduce che il fattore 2 comparecion
numero pari di volte. O

Problema: Consideriamo un
rettangolo con un lato uguale al \
doppio dell’altro. La diagonale e
commensurabile con il lato mi- "W
nore ?

2nM

Abbiamo visto che i numeri interi non costituisconoo stru-
mento sufficiente per effettuare misure geometritlaecosa non
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migliora se si coinvolgono i numeri razionali. Ittfavale anche
il seguente teorema.

Teorema 2.4.(Paradosso dell’ incommensurabilita tramite i
razionali) Dato un quadrato, per quanto si scelga piccolo un
segmento come unita di mistirle misure del lato e della diago-
nale rispetto tale unitd non possono essere espdzEssiumeri
razionali®

Dim. Supponiamo per assurdo che esista un segmensvioit
tale che le lunghezze del lato e della diagonaeosesprimibili
tramite due razionali. Allora, detfi/q ed r/s tali razionali a-
vremmo, sempre per il teorema di Pitagora, cipég(= (/) e
quindi che

2(p19?* = (r@)>.
Poston = pSedm = r ff abbiamo che B = n¥. Ma abbiamo gia
visto che una tale equazione conduce all'assurdo. O

In definitiva, in termini attuali, diremmo che p&d la misura-
zione di grandezze legate alla figura geometricagtementare,
il quadrato, comporta necessariamente il coinvaigito dei
numeri irrazionali. Ora, se si tiene conto deldathe per gli an-
tichi greci i soli numeri esistenti erano gli inteositivi, cio si-
gnificava per la cultura del tempo che:
Vi sono piu cose in geometria (e quindi nel mondad) di
guanto i numeri siano capaci di esprimere !
D'altra parte, poiché la razionalita veniva ideodfa con il nu-
mero (cioé la possibilita di esprimere tramite ntiragapporti di

® ’espressione “per quanto si scelga piccolo” oméate non ha senso
in matematica. Infatti la nozione vaga di “piccoludn ha carattere ma-
tematico o logico. Il matematico pignolo pertantawdorizzato a sosti-
tuirla con I'espressione “per ogni”. La stessaasitane si presenta ad
esempio nella definizione di limite dove si usaddidttura espressioni
del tipo “presas piccolo a piacere ...", dove alla vaghezza detc¢plo”

si aggiunge quella ancora maggiore di “a piaceDédltra parte chiun-
que abbia esperienza didattica “sente” che quagtessioni sono utili.

® Questa volta abbiamo usato espressioni modernépaetia misura
del latol rispetto ad un segmentoe uguale al numero raziongy’.
Per esprimere tale proprieta i greci avrebberoodd@tiato | ed il seg-
mentou sono in proporzione cop e g'. Si veda in proposito la teoria
delle proporzioni.
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numeri i fenomeni del mondo), una tale conclusiommportava
la messa in discussione della stessa possibilitqadte dell'uo-
mo, di pervenire alla conoscen’zbin altro fatto importante & il
seguente:

alla luce della scoperta di grandezze incommensucame

il lato e la diagonale del quadrato la stessa coooe dei

segmenti ed in generale di ogni figura geometrmae som-

ma finita di punti-atomo, che era propria della daupi-

tagorica, non poteva piu reggere
Se infatti i segmenti fossero costituiti da un nuorf@nito di par-
ticelle indivisibili, tutte di lunghezza, allora ovviamente il lato
e la diagonale del quadrato avrebbero lunghezzéiptoudi u e
sarebbero quindi commensurabili. D'altra parteesga presente
che una tale concezione coincide proprio con quidli fisica
moderna che sembra pertanto essere in contrastta g@ome-
tria, 0, per meglio dire, con il teorema di Pitagor

Concludiamo questo paragrafo osservando che:

se con la scuola pitagorica abbiamo il primo tevaadi fon-
dazione generale della matematica, con la scogeh& grant
dezze incommensurabili siamo in presenza dellagfinisi
dei fondamenti” della matematica.

3. Dimostrare e dimostrare per assurdo

Con il Teorema 2.1 ed il Teorema 2.3 abbiamo wiste tra i piu
antichi esempi di “dimostrazione”. Tali dimostrazicsono di
natura molto diversa. Nel Teorema 2.1 si provaapsa in posi-
tivo, precisamente che vale una certa equaziorae déntostra-
zione consiste nel mettere in evidenza che valgo@serie di
uguaglianze. La dimostrazione della incommenstitakiel lato

" Come fosse sconvolgente per i greci una tale stapessiamo ve-

derlo attraverso questo passo attribuito al filodefoclo Diadoco.
“E' fama che colui il quale per primo rese di puigol dominio la
teoria degli irrazionali sia perito in un naufragi@ cio perché l'ine-
sprimibile e I'inimmaginabile sarebbero dovuti rinexe sempre ce-
lati. Percio il colpevole, che fortuitamente tocedivelo questo a-
spetto delle cosa viventi, fu trasportato al suoda di origine e la
viene in perpetuo flagellato dalle onde.”
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e della diagonale di un quadrato € invece diversastituisce
uno dei primi esempi didimostrazione per assurdo”In questo
caso si esprime una cosa in negativo, cioe_chevatenuna af-
fermazione. Stante l'importanza di tale tipo di astnazione, e-
saminiamo da vicino la sua struttura.
Ricordiamo che chiamiamoontraddizionel'affermazione
di un fatto e la contemporanea negazione di tate.findicando
con B una asserzione, cofB la sua negata, cdnd la congiun-
zione logica "e", allora una contraddizione ha forena del tipo
B[J(-B) che si leggeB e nonB". Naturalmente una contraddi-
zione non puo essere un’'asserzione vera. Inolbieh@ da as-
serzioni vere si deducono ancora asserzioni vere:
seda una asserzione A segue una contraddizione,
allora A non puo essere vera,
pertanto: —A é vera.
In definitiva la struttura di una dimostrazione pssurdo di una
proposizione- A é questa:
1. si suppon@
2.da tale ipotesi si ricava una contraddizi@hé B,
3. si conclude che, non potendo val&reale- A.
Ad esempio, nel caso della dimostrazione di inconsueabilita
del lato e della diagonale del quadrato,
- si suppone la commensurabilita,
- da tale ipotesi si ricava sia l'affermaziddie= “in c il fattore 2
e presente un numero pari di volte” sia I'afferroaz-B = “ in
cil fattore 2 e presente un numero dispari di volte”
- si conclude che non sussiste la commensurabilita

Naturalmente le dimostrazioni per assurdo possesere utiliz-
zate anche per provare qualche cosa in positivesi®mo infatti
affermare il seguente altro principio:

seda una asserzioneA segue una contraddizione,
allora =A non puo essere vera
pertanta A € vera.

Pertanto, dovendo dimostrake

1. si suppone A

2. da tale ipotesi si ricava una contraddiziBae: B,
3. si conclude che, non potendo valers valeA.
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Un'altra bella dimostrazione per assurdo € la dirap®ne per
cui i numeri primi sono infiniti.

Teorema 3.1.L'insiemeP dei numeri primi € infinito.

Dim. DettoA I'enunciato“P é infinito” neghiamolo, cioe suppo-
niamo _per assurdohe l'insiemeP dei numeri primi sia finito.
PostoP = {py,... pn}, siaq = p;L1.[9, +1: vogliamo dimostrare che
g € primo. Infatti se per assurdamon fosse primo ammetterebbe
un divisore primop # 1. Poiché abbiamo supposto ghe..p,
sono tutti i possibili numeri primp deve coincidere con un op-
portunop;. Allora p;, dividendo siaq che p;[1.[9, dovra dividere
ancheg-pL1.[9, = 1, cosa questa assurda. L’assurdo a cui siamo
pervenuti prova chg é primo. D’altra partg, essendo maggio-
re dei numerpy,..., pn, NON appartiene ap{,...p,}, in contrasto
con l'ipotesi che py,..., pn} € l'insieme di tutti i numeri primi.

Per provare questo teorema abbiamo dovuto utikzdae volte
il metodo di dimostrazione per assurdo. Possianmirgre una
di queste utilizzazioni e riformulare il teoremanodo piu “co-
struttivo”.

Teorema 3.2.Dato un insieme finito §,...p.} di numeri primi
esiste un numero prinche non appartiene @f...p.}. Ne se-
gue che I' insieme dei numeri primi & infinito.

Dim. Consideriamo il numerq = p,[1.[9, +1 e siap un divisore

di q diverso da 1 (che potrebbe coincidere goseq fosse pri-

mo). Se_pemassurda O {py,...pn} allora p, dividendo siaq che

p.L1.[p,, dividerebbe anche la differengg[1.[9, = 1 e cio e as-
surdo. [

Ad esempio, dato I'insieme {2, 3, 7} di numeri pijrit numero
2[3{+1 = 43 & primo. Dato l'insieme {3,7, 11} di numerimi,

il numero 31011 +1 = 232 non e primo ma e divisibile per il nu-
mero primo 2 che é diverso da 3, 7, 11.

Esempio. Quando si studiano le equazioni si dimostranosgpes
“teoremi” per assurdo. Ad esempio proviamo il sege€teore-
ma”:
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A = “L'equazionec+2[[1+x°) = 3’-2 non ammette soluzioni.”
Se neghiam@ dobbiamo accettare I'esistenza di un elemento
tale che

rP+2[1+2%) = 32
da cio seguirebbe che
r’+2+21 = %2 e quindi
3°+2 =3%2 e quindi, semplificanddrB
2+2=0 cioe
4=0.
L’assurdo a cui siamo pervenuti ci assicura che Adl

4. 1l continuo geometrico per evitare l'infinito attuale

Il fatto che i numeri interi si rivelassero unoustrento inadegua-
to a definire le grandezze geometriche poteva,ndaumto di vi-
sta tecnico, essere risolto (almeno) in due moardi.

1. Si poteva ampliare il concetto di numero,
2. Si poteva decidere che la geometria non é diccibile
all'algebra, cioé alla nozione di numero.

| Greci seguirono la seconda via. Il primo puntwidia sara in-
vece assunto, come vedremo nel seguito, dalla rasitanmo-
derna con la definizione dei numeri reali e la sssova loro uti-
lizzazione per la costruzione del continuo georoet(ia famosa
geometria analitica). Poiché i reali si definisc@npartire dai ra-
zionali, e questi a partire dagli interi, l'attuglento di vista sem-
bra il naturale sviluppo di quello della scuolaapgirica. D'altra
parte i Greci non potevano definire i reali percoé@ e possibile
definire i numeri reali a partire dagli interi seneoinvolgere la
nozione di infinito attuale. Basta osservare cloee faremo in
seguito, un numero reale si definisce come un nmsiattual-
mente infinito di razionali (si veda il metodo deHiezioni) oppu-
re come una successione attualmente infinita té diécimali.
Ma gli antichi greci rifiutavano l'infinito attual

® In realta non siamo pervenuti ad un assurdo pdiefqéazione 4 = 0 &
da considerare assurda solo se siamo nell’'ambiteadie in cui sia di-
mostrabile~ (4=0) come avviene nella teoria dei numeri reai.ifece

siamo, ad esempio, nell’anello degli interi moddlta conclusione non
e affatto assurda.
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. . ché il numero é infinito in potenza, ma nionatto ...

guesto nostro discorso non intende sopprimere péda e

ricerche dei matematici per il fatto che esso edelahe I'in-
finito per accrescimento sia tale da poter essere@so in
atto. In realta essi stessi (i matematici), altate presente,
non sentono il bisogno dell'infinito (e in realtdmse ne
servono) ma soltanto di una quantita grande qua#si vo-
gliono, ma pur sempre finita ...(Aristotele).

Ancora, Aristotele (Fisica lll) afferma che l'iniia & tale

“... che si puo prendere sempre qualcosa di nuav@$so),
e cio che si prende e sempre finito ma sempre stivesic-
ché non bisogna prendere l'infinito come un singedeere,
per esempio un uOMO 0 una cosa, ma nel senso B par-

la di una giornata o di una lotta, il cui modo dsese non é
una sostanza ma un processo e che, se pure ¢ fnitoces-
santemente diverso.”

Esistono mille esempi in cui si manifesta questbutd
dell'infinito da parte dei Greci. Ad esempio, ilotema da noi
dimostrato circa I'esistenza di infiniti numeri i in realta ve-
niva enunciato dai Greci al modo seguente in caiviene coin-
volta la nozione di insieme infinito.

Per ogni primo p esiste un primo g maggiore di p.

Inoltre in geometria non si concepiva la rettasateome qual-
che cosa di illimitato ma ci si riferiva solo aigeeenti. Natural-
mente veniva accettato che un segmento si poteskengare a
piacere.

Il motivo per cui i Greci avessero tanta repulsioper
I'infinito attuale & probabilmente di natura stagttente filosofica
ed e ben illustrato dal passo dei pitagorici chigisaho citato in
cui si afferma che la menzogna e l'invidia partacgpdella natu-
ra dell'illimitato. Tuttavia una certa influenzaveeavere pure
avuto il fatto che esistevano paradossi legatindiltiito attuale
che dimostravano le difficolta logiche di tale cetto. Forse il
paradosso piu famoso € quello, di “Achille e ldaaarga” dovuto
a Zenone.
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Paradosso di Achille e la tartarugaln questo paradosso si rac-
conta di una sfida di una tartaruga (simbolo dkdt#tezza) ad
Achille (noto per la sua velocitd) in una corsatdle sfida la tar-
taruga dichiara che purché gli siano dati diecirntétvantaggio,
non si sarebba fatta raggiungere da Achille. Aehdltcetta la
sfida, partono ed Achille percorre quei dieci meirvantaggio.
Tuttavia nel frattempo la tartaruga percorre unraefchille
non si scoraggia ed allora percorre quel metronetdrattempo
la tartaruga percorre un decimetro; Achille pereauel decime-
tro, ma nel frattempo la tartaruga percorre unigeito . . . e
cosi via all'infinito. In questo modo Achille pudomere per
sempre senza raggiungere mai la tartafuga.

In definitiva, stante I'impossibilitd per i Gredi estendere
la nozione di numero naturale in quella di numezald®, essi

°Attualmente tale paradosso viene “risolto” coineaido la nozione di
serie convergente. Infatti gli infiniti intervalimpiegati ogni volta da
Achille per raggiungere la tartaruga diventano solo sempre piu pic-
coli ma il limite della loro sommaonverge Di questa possibile solu-
zione (che comunque non & universalmente accettbenche a me non
sembra centrare il problema) era convinto anchée€iarcome mostra
il seguente passo in cui, riferendosi al parada$i&oma che:
“non é difficile a risolversi, quando si consideshe alla decima
parte di una quantita viene aggiunta la decima aiésta decima, e
cioé una centesima; e poi ancora la decima di dukisha, ossia
una millesima della prima; e cosi di seguito afliito, tutte que-
ste decime prese insieme, benché siano suppodieemr@ infini-
te, non compongono tuttavia che una quantita fifthé se taluno
dice che una tartaruga, la quale ha dieci leghepticedenza ri-
spetto a un cavallo dieci volte piu veloce di f@n potra mai es-
sere superata da questo, perché mentre il cavallope le dieci
leghe la tartaruga ne percorre una e, mentre il aév supera
guesta lega, la tartaruga procede ancora di un dexidi lega e
cosi all'infinito, bisogna rispondere che verameihtteavallo non
la sopravanzera finché esso fara quella lega, giedimo, quel
centesimo, quel millesimo ecc. di lega; ma che mersegue che
non la superera mai, perché quel decimo, centesimtiesimo
ecc. non fanno che un nono di lega, in capo al gilatavallo co-
mincera a sopravanzarla(Lettres de MDescartes Paris, 1657,
N. 118).

% D1altra parte in loro era totale la convinzione afii unici numeri esi-
stenti fossero i numeri naturali cioé gli interisgtovi. Gli stessi numeri
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furono indotti a considerare il continuo non richilg alla nozio-
ne di numero e quindi a ritenere che :

la geometria & una scienza autonoma dalla aritenéticun certo
senso la piu importante tra le scienze).

5. Punti linee e Platonismo
Come abbiamo gia detto, dalla scoperta delle gemedacom-
mensurabili in poi la geometria assume un ruolcaraén nella
conoscenza scientifica e filosofica dell'antica d¢ere Essa ha
uno sviluppo che appare enorme se lo si confrootale altre
branche della conoscenza. Per rendersene conta passare
che la geometria che si impara a scuola & solopigtalissima
parte della geometria scoperta di greci (se sudsdia geometria
analitica che & una scoperta relativamente recefst&€pntrario,
gli argomenti di fisica, chimica, biologia che fanparte dei
programmi scolastici sono enormemente superiorigpantita e
qualita a quelli che la persona piu istruita detl@a Grecia pote-
va possedere.

Esaminiamo gli aspetti piu rilevanti della georigetiei Greci
e partiamo da quello sicuramente piu importantiedlizzazione
degli enti geometrici.

Primo processo di idealizzazioneUn primo processo di idea-
lizzazione consiste nel dare carattere di "sostaazguelle che
prima erano considerate proprieta della materiana mate-

razionali erano considerati a volte come operasoviolte come relazio-
ni tra grandezze. Ad esempio quello che per néingimero 3/4, per i

greci non era un ente matematico in qualche moteate ma solo un
modo abbreviato per dire "prendi un grandezza, ipicila per 3 e di-

vidila per 4". Altre volte 3/4 stava ad indicare cgrta relazione tra due
grandezze, infatti aveva senso scrivere, date dusdgzzea e b, chea

e b sono nella proporzione di 3 a 4, in brevk = 3:4 (si veda la teoria
delle proporzioni). Un tale modo di vedere i razlbrcomportava poi

difficolta a definire le usuali operazioni di adidize e moltiplicazione.

Infatti sembrava difficile giustificare I' addiziero la moltiplicazione di

due operazioni o di due relazioni. A maggior ragi@er i greci era in-

concepibile una teoria degli irrazionali come caelttuale. Essi aveva-
no perd una tecnica, la teoria delle grandezze emeg che, come ve-
dremo, permetteva ugualmente di esprimere queiaetbrobhe, per i ma-

tematici moderni, coinvolgono gli irrazionali.
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matica pre-ellenica "essere quadrato” era un attrildi alcuni
oggetti materiali, non diverso da "essere rossssére pesante”,
nel seguito si perverra ad un nuovo ente "il quadrehe a tutti
gli effetti verra trattato come una sostanza irdligle. Questo
significa che un quadrato diviene un oggetto di €yossibile
descrivere le proprieta allo stesso modo di corseevifatto per
tutte le cose esistenti in natura. Dal punto diavigrammaticale,
guesto fenomeno si manifestera nella trasformazigheuolo di
parole come "quadrato”, "punto”, "segmento” le gdalattributi
divengono soggetti. Cosi a frasi del tipo "quebta & un qua-
drato", che pongono in relazione un ente mate(mlel tavolo)
con una sua possibile proprieta (essere quadrhtapparten-
gono, per cosi dire, alla fisica, si vengono soetitlo espressioni
del tipo "il quadrato ha le diagonali uguali". T&spressioni
pongono in relazione enti e proprieta ideali eola lvalidita, non
potendo dipendere dalla esperienza del mondo esteud esse-
re stabilita solo all'interno di una organizzazigagionale delle
conoscenze.

Secondo processo di_idealizzazionéln secondo processo di
idealizzazione é strettamente legato alla scopleita grandezze
incommensurabili. Come abbiamo visto, ci si ereod#cche un
segmento non pud essere costituito da una sequdemiza di
punti materiali come pretendevano i pitagorici.l{Péaparte se
un segmento contiene quanti punti si vuole, altatapunti de-
vono necessariamente avere lunghezza nulla. Insttper as-
surdo tutti i punti avessero grandetzdlora il segmento in que-
stione dovrebbe avere lunghezza pari alla somnrdidite volte

| e cioe dovrebbe avere lunghezza infinita. In assiohe:

i punti devono essere enti senza grand&zza,

e, per analoghe considerazioni,

le linee devono essere enti senza larghezza

le superfici enti senza spessore.

La idealizzazione degli enti geometrici assumeraliin aspetto
radicale, in quanto nel mondo reale ogni cosa hghHezza, lar-

' Non & detto che i punti debbano essere assunt cmmcetti primiti-
vi. In proposito si veda il mio articolo alla fiel capitolo.
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ghezza e spessore. Naturalmente anche tutti glieali geome-
trici come la sfera, il cubo, il cilindro sono adtr: non sara mai
possibile trovare in natura o costruire un corpdgtamente sfe-
rico. Ma mentre il supporre l'esistenza di un cqopdettamente
sferico non sembra crearci grandi problemi, il supp l'esisten-
za di qualcosa, il punto, che sia senza dimengidnicompleto
contrasto con la concezione che abbiamo della matamo in
presenza di un piu alto livello di astrazione. dfiitiva
- la concezione del punto come ente senza dimanajgariva
come logica conseguenza della scoperta degli incamorabili
- i punti (piu in generale, le linee, le superfios)n appartengono
al mondo reale.
La conclusione a cui si doveva allora necessarisneervenire
era che:

Si puo avere conoscenza solo del mondo delle idee.
I mondo percepito attraverso i sensi € qualcosdludiorio al
quale spetta solo il compito di "assomigliare” ando delle i-
dee, cosi come un granello di sabbia puo solo dghare ad un
punto, non essere un punto. Un tale punto di \askumera la
sua forma piu compiuta nelle teorie filosofichePtatone e sara
una delle cause dello scarsissimo sviluppo dedli@dipresso i
Greci. Vediamo cosa dice Platone:

“I geometri si servono di figure visibili e ragiona su di esse,
ma non ad esse pensando, bensi a cio di cui gsefie im-

magini, ragionando sul quadrato in sé e sulla diagie in sé,

e non su quella che disegnano. Lo stesso si dictutte le fi-

gure, che essi modellano e disegnano, di cui sicser come
immagini (a guisa di ombre e di immagini riflessal@ ac-

que) cercando di vedere i veri enti che non si pess/edere
se non col pensiero(Platone)'?

Ma come essere sicuri della validita di una asseezgeometrica
dal momento che, non riferendosi al mondo realsutaverifica
non puo essere sperimentale? | greci osservaromalicalcune
asserzioni si ha una intuizione talmente immediattutti sono

12 Quindi & il mondo reale ad essere una immaginadsga) del mon-
do delle idee e non il contrario, come saremmaogpioat pensare ora. In
altre parole, attualmente se una teoria non destewne la realta, allora

e la teoria che viene considerata non adeguata eevto la realta
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d'accordo sulla loro validita. Un esempio di tapmte "per due
punti distinti passa una sola rettaVi sono pero asserzioni, co-
me il teorema di Pitagora, la cui validita non sesnbssere al-
trettanto immediata. L'unica possibilita apparillara quella di
ricavare, tramite opportuni ragionamenti, le agseizpiu com-
plesse da un gruppo prefissato di asserzioni suilavalidita ci
fosse una accordo generale: tali asserzioni veaicaamate in
alcuni casi postulati, in altri assiomi. Nascedletmodo il meto-
do assiomatico che trovera negli elementi di Eeclal sua ap-
plicazione piu bella e completa.

6. Gli elementi di Euclide.
Gli "Elementi" di Euclide rappresentano forse lppa pit im-
portante dello sviluppo del pensiero scientificod@imo. L'ope-
ra, che consiste in 13 libri, fu composta da Ewchérso il 300
a.C. e rappresenta una organica esposizione diabpane della
matematica preesistente. Di questi libri i primi seno dedicati
alla geometria piana, il settimo, I'ottavo, il noed il decimo so-
no di natura aritmetica, i rimanenti trattano dbigetria solida.
Si inizia con una serie di definizioni, le primeadtro sono:

DEFINIZIONI
Il punto € cio che non ha parti
Una linea € una lunghezza senza larghezza
Estremi di una linea sono punti
Linea retta & quella che giace ugualmente rispedicsuoi
punti.

pNPE

Una critica che a volte e stata fatta a tali defomi € che riman-
dano il concetto da definire ad altri concetti doa si sono defi-
niti. Infatti per definire il punto si ricorre allaozione di "parte",
per definire le linee si utilizzano le nozioni diifighezza" e "lar-
ghezza", in 3 si usa la parola "estremi". Infingel@uanto oscuro
che cosa significhi "giacere ugualmente". Inveteadtnente una
definizione viene fatta solo in funzione di nozigia definite.
Ad esempio data una struttura algebrica, un sunezieoe viene
chiamato "elemento neutro” se risukia = x e e/ = X per ogni
elementax. Tale definizione & ragionevole poiché utilizzéoda
nozione di prodotto il quale, per il fatto che parto da una
struttura algebrica data, risulta essere statdefiaita. Tali criti-
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che sono pero ingiustificate perché per i grecdgnizioni ave-
vano un significato completamente diverso da quattaale. II
loro ruolo (in un certo senso precedente ed estaltacelabora-
zione scientifica) era quello di indicare, in quedcmodo, enti
che si riteneva avessero una esistenza propri@ dgni uomo
ha una idea chiara. Prima di cominciare una traazscientifi-
ca di tali oggetti era infatti necessario, per gteapire, essere
sicuri che si stava parlando delle stesse cosesadpio la De-
finizione 3 ci serve per capire che il termine énretta” signifi-
cava quello che ora chiamiamo "segmento” e nomlgdoggi Si
intende per rett&. In proposito possiamo parlare anchédifi-
nizioni reali” nel senso che sono simili alle descrizioni-
indicazioni che facciamo a volte di un oggetto tesite e cono-
sciuto sia da noi che dalla persona con cui padia@osi "il
punto € cio che non ha parti" € una definizione stesso modo
per cui lo e, ad esempio, "la penna di cui intepaidare € quella
posata sul tavolo'A volte si parla anche di “definizioni ostensi-
ve” per esprimere il fatto che esse servono solinditare, a
mostrare l'oggetto di cui si parla. Il punto ditaisttuale, come
vedremo quando esamineremo il metodo assiomatidotad
mente diverso. Non si definisce ciascun ente igolahte ma
una intera classe di strutture ciascuna costitlat@lementi ma-
tematici. Ad esempio non si propone una definizidnpunto e
di retta, piuttosto si definiscono delle struttatgamate "spazi
geometrici" i cui elementi base sono punti e rédtgpure, le de-
finizioni hanno il ruolo di indicare particolari eghenti di una
strutturat?

Negli Elementi di Euclide abbiamo poi una seriendzioni
comuniche riguardano I'uguaglianza o I'ordinamento.

3 D1altra parte, quando nella teoria degli insieminsegnante dice che
un insieme & una "collezione", un "aggregato" dnwnti, egli si com-
porta in modo analogo a quello di Euclide perché spiega cosa si
debba intendere per aggregato o collezione.

Ad esempio, in algebra, abbiamo sia la definizidnehe cosa si deb-
ba intendere, ad esempio, per monoide, sia, datnanoide, la defini-
zione di che cosa sia un elemento neutro.
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NOZIONI COMUNI
1. cose che sono uguali alla stessa cosa sono ugualioro
2. cose che coincidono tra loro sono uguali
3. se cose uguali sono addizionate a cose ugualiptalita sono
uguali.
4. se cose uguali sono addizionate a cose disegedibtalita so-
no disuguali
5.1l tutto € maggiore della parte.

La proprieta simmetrica per cui $e= B alloraB = A viene data
per scontata e non esplicitata. Il primo assionea dhe la ugua-
glianza e una relazione transitiva. Infatti afferoe daA=C e
B = C (equivalentement€ = B) segueA = B. Il secondo assioma
esprime la proprieta riflessiva. Pertanto i prianie assiomi, in-
sieme alla proprieta simmetrica, ci dicono che ara relazione
di equivalenza. Il terzo assioma dice che I'eg@agla € quella
che attualmente viene chiamata una congruenza,uriaerela-
zione di equivalenza compatibile con la struttutematica che
si considera (in questo caso la struttura additR/a)ultimo as-
sioma esprime la compatibilita dell’operazione + ¢t relazione
d’ordine.
Infine seguono i cinque famosi postulati.

POSTULATI

| Risulti postulato che si possa condurre una linegtta da
una qualsiasi punto ad ogni altro punto.

Il e che una retta finita si possa prolungare continm&nte in
linea retta

lll e che si possa descrivere un cerchio con qualsiasitro
ed ogni distanza

IV e che tutti gli angoli retti siano uguali tra loro

V e che, se una retta venendo a cadere su due fettea due
angoli interni e dalla stessa parte minori di duetti, le due ret-
te prolungate illimitatamente verranno ad incontrarda quella
parte in cui sono gli angoli minori di due retti.

!> Da notare che l'esigenza di affermare esplicitaemehe cose che
coincidono sono uguali mostra che l'uguaglianza ewncide in gene-
rale con l'identita, cioé che possono esistere agsali ma non identi-
che. D'altra parte due triangoli vengono definguali se hanno lati u-
guali. Quindi due triangoli possono essere uguatiza coincidere (in
quanto situati in parti diverse del piano).
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Il quinto postulato ¢ illustrato dalla seguenteifiy

S

ed afferma che se si prolungano i segmgeti prima o poi tali
segmenti si incontreranno. Esso e noto come "assitetle pa-
rallele” e, come vedremo, giochera un ruolo impuganello svi-
luppo del pensiero matematico.

Le nozioni comuni si differenziano dai postulagir pl fatto
di non appartenere esclusivamente alla geometria rdte le
scienze. Inoltre, in un certo senso, esse hanmyado di certez-
za maggiore dei postulati. Da notare che sia leonozomuni
che i postulati saranno chiamati dai matematictgyasi con il
nome diassiomi | matematici greci erano molto piu prudenti
poiché né il termine “nozione comune” né quelldmbstulato”
hanno pretese universali. Con il primo terminensicgava qual-
che cosa accettata da tutti i membri di una corau@on il se-
condo termine solo qualche cosa di cui si "chiddeda cio deri-
va il termine "postulato™) una accettazione al pi@pmterlocuto-
re per poter rendere possibile la successiva tiatta.

Evitare infinito ed illimitato. Come abbiamo gia osservato, i
rifiuto dell’infinito attuale porta i matematici gci ad evitare ac-
curatamente il ricorso ad enti infiniti o illimifatioé all'infinito
attuale. Cosi al posto di quelle che per noi senette illimitate
i greci si riferiscono costantemente ai segmdudiillimitatezza
(attuale) della retta si traduce, nel secondo atstunella inde-
finita prolungabilita dei segmenti, e lo stessontpiipostulato si
riferisce a prolungamenti di segmenti. Non si dpeé pensare
che i segmenti venissero considerati come ogg#itiiti (insie-
mi infiniti di punti). Infatti se & vero che daglssiomi di Euclide
e possibile dedurre che in ogni segmento giaccignanti punti
si vuole", per i matematici greci questo non sigaifa che un
segmento & un insieme infinito di punti. Piuttosegmenti e
punti erano enti completamente indipendenti traaligsussiste-
va 0 meno una relazione di "giacenza" da non calgisi in
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nessun modo con l'attuale relazione di appartendelta teoria
degli insiemi. Il fatto che, dato un segmento,ideosanon punti
giacenti in esso sia possibile trovarne angkh& non comporta
I'accettazione dell'infinito attuale piu di quatdocomporti il fat-
to che, dato il numero interoesista anche il numers-1.

Carattere costruttivo dei postulati. Una ultima osservazione
circa i postulati riguarda il loro carattere coftiww. Si vede in-

fatti chiaramente come essi siano corrispondentoetazioni

che un disegnatore puo eseguire, come il tracogte e cerchi.

Fa eccezione forse il quinto postulato perché ssotama dei

due angoli interni € minore di due retti solo peaguantita pic-

colissima, il verificare che le due rette in quaséi si incontrano
comporta la necessita di tracciare segmenti pigHudi quanto

l'uomo e in grado di fare.

In definitiva potremmo anche dire che i postulathgentono di
costruire, a partire da enti "a portata di mancioaa enti "a por-
tata di mano". Tuttavia il quinto assioma sembrengortarsi in

modo diverso in quanto si riferisce al fatto chepumto di in-

contro tra le due rette prima o poi verra trovatore se (per dir-
la in modo un po’ rozzo) questo punto di incontosse tanto
lontano da non potere effettivamente essere ctustider questo
motivo, o forse anche per altri, il quinto postalaenne accetta-
to malvolentieri ed i matematici, da Euclide firtagrima meta
dell'ottocento, cercarono costantemente di elinondimostran-

dolo a partire dagli altri assiomi. Si deve comungottolineare
che non veniva messo in discussione il fatto che gastulato

fosse vero. Solo che, per questioni di correttesrzentifica e di

eleganza sarebbe stato opportuno ricorrere sotstulpti total-

mente evidenti.

Il quinto postulato attualmente viene sostituitb mizstulato:

Postulato delle paralleledata una retta r ed un punto P fuori
da essa esiste al piu una retta per P parallela ad

che si prova essere equivalente. Si tenga preshatéesistenza
della retta parallela puo essere dimostrata arpaiii rimanenti
postulati.

Concludiamo questo paragrafo con la prima delgqsi-
zioni dimostrate da Euclide.
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Proposizione 6.1E’ possibile, dato un segmerd, costruire

un triangolo equilatero con

un lato uguale adB. o

Dim Si tracci la circonfe-

renzac; di centroA ed a-

perturaAB e la circonferen-

zac, di centroB ed apertu-

raBAe siaC il punto diin-

contro di tali circonferenze.

Allora il triangoloABCe

equilatero. InfattiAC & uguale ad\B in quanto entrambi raggi

del cerchicc; e CB e uguale ad\B in quanto raggi del cerchm.
[

Come si vede si tratta di una dimostrazione sem@lit elegante
..., purtroppo proprio in questa che e la prima déiheostrazio-

ni proposte da Euclide si presenta un errore lttina utilizza,
senza che sia stato dimostrato, il fatto che leaileenferenze si
incontrano in un punt&. Per potere dimostrare questo fatto é
necessario un postulato ulteriore, dgttwstulato di continuita
che negli Elementi viene a volte utilizzato anclkeensn viene
messo nella lista dei postulati.

' Naturalmente si potrebbe anche pensare di trav@aedimostrazione
diversa e corretta di tale proposizione, cioé uinaodtrazione che non
usi la proprieta di continuita. Purtroppo una @ilmostrazione non puo
esistere. Infatti consideriamo un modello di geaiaéh cui i punti so-
no gli elementi del prodotto cartesia@xQ, cioé le coppie di numeri
razionali ed in cui una retta € l'insieme dei pwfite soddisfano una da-
ta equazione di primo grado a coefficienti raziorndlora non e diffici-
le controllare che in tale modello tutti i postuldit Euclide sono verifi-
cati (si veda anche il primo paragrafo del capi®)loTale modello allo-
ra verifichera anche tutti teoremi che seguonacatiaatsiomi ed in par-
ticolare il teorema di Pitagora. Se allora si ps¢edimostrare da tale
sistema di assiomi la Proposizione 1, tale propmsézdovrebbe essere
verificata dal nostro modello. Purtroppo cid nowego. Infatti conside-
riamo i puntiA = (-1,0) eB = (1,0), e supponiamo che esi§aale che
ABC sia equilatero. Allora € ovvio che tale punto dilre essere del
tipo (0g) e che, perché sia verificato il teorema di Pitagg’ dovrebbe
essere uguale a 3. Poiché non esiste nessun raziboai quadrato sia
3, cio e assurdo.
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7. La teoria delle grandezze omogenee (al postoi ceimeri
reali)

Le nozioni di classe di grandezze omogenee e ¢ligueone tra
grandezze omogenee si trovano nel libro V délgimentidi Eu-
clide e sembrano risalire a Eudosso di Cnido, wspochi de-
cenni prima di Euclide. Tali nozioni permettonogaéci di fare
molte delle cose che attualmente vengono fatterdndo ai nu-
meri reali positivi. NeglElementinon viene proposto un sistema
di assiomi completo per la nozione di classe dhdeazze omo-
genee e spesso Euclide utilizza proprieta dettaliénduizione.
Invece noi proviamo a a proporre il seguente sigtdnassiomi.

Definizione 7.1.Unaclasse di grandezze omogereana strut-
tura G, =, <, +), tale che
Al + é una operazione commutativa ed associativa.
A2 per ognalJG e per ognnlIN esisteu]G tale chenlu = a
(assioma della divisibilita).
A3 < e una relazione d'ordine stretto totale cdibijp@con +.

Naturalmente si suppone che I'eguaglianza = véiifie proprie-
ta elencate nelle nozioni comuni e che quindi s equivalenza
compatibile con + e <. Due grandezze che appartengdia
stessa classe di grandezze omogenee si dmmogenedra lo-
ro.

La classe dei numeri naturali soddigtae A3 ma nonA2.
Esempi di classe di grandezze omogenee sono irsEgue
- la classe dei razionali positivi
- la classe dei reali positivi
Un esempio che piu esprime I'idea dei greci dis#adi grandez-
ze omogenee é dato dallinsieme dei pesi di urenbih. Chia-
miamo uguali due pegi e B se posti sui due piatti della bilancia
rimangono in equilibrio. Diciamo invece cldee maggiore dB
se il piatto su cui si poggid si abbassa. La definizione di som-
ma di due pesi & owvia. Se vogliamo che I'assiopidlivisibi-
litd sia verificato dobbiamo accettare che dat@eso abbiamo a
disposizione anche tutti i suoi sottomultipli.

Oltre agli assiomi elencati sono importanti anitheostula-
to di Archimedee I'Assioma della continuitgahe presentano un
interesse notevole anche nella matematica moderirapartico-
lare nella teoria dei campi ordinati.
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Postulato di Archimede.Sianou e b due grandezze omogenee
conu <b, allora esiste un intem tale chemu>b.

Tutti gli esempi numerici precedenti verificancsgoma di Ar-
chimede. Per dare una idea di un comportamentcandrime-
deo, siaR l'insieme dei numeri reali e consideriamo la claB8e
delle funzioni diR in R. Inoltre definiamo la somma di due fun-
zioni e l'ordinament& tra funzioni in modo usuale. In tale mo-
dello & subito visto che I'assioma di Archimede Borerificato.
Infatti siaf una funzione limitata g una funzione non limitata.
Allora tutti i multipli di f sono ancora limitati e quindi non puo
esistere un multiplo di maggiore dig. Il fatto che tale tipo di
struttura non € archimedea comporta che non riqudssibile
misurare le funzioni utilizzando una funzione couméta di mi-
sura come invece € possibile fare per i segmenti.

Da notare che in questo esempio sono verificdii glitassiomi
per le classi di grandezze omogenee tranne il fatie
I'ordinamento non e totale. Un esempio migliorestuttura non
archimedea e quello dei razionali non standardocimsiderere-
mo nel seguito.

L’assioma della continuita afferma, in un certose che
non esistono "buchi" in una classe di grandezzegemee'’ Es-
SO comunque, pur essendo spesso utilizzato, norafenuncia-
to esplicitamente dai matematici greci. Bisognhaettape Dede-
kind nel 1872, per avere una sua esplicita formorez

Definizione 7.2.Chiameremgeparatidue sottoinsiemA e B di
una classe di grandezze omogenee se ogni elenieA® mino-
re di ogni elemento dB. Un elemento di separazioreeun ele-
mento che & maggiorante Ale minorante dB.

Assioma di continuita (o di completezza)Ogni coppiaA e B di
insiemi separati ammette un elemento di separazione

Si osservi che tale assioma non & verificato da#laseQ” = {q
0Q : g>0} dei numeri razionali positivi. Infatti € posdi prova-

7 Abbiamo gia accennato all'esigenza di un postulditacontinuita
nell’esaminare la dimostrazione del primo dei tedrdimostrati negli
Elementi
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re che le due clasgi= {r0Q" |[r’<2} e B = {r0Q" |r*> 2} sono
separate ma che non esiste nessun raziqradle sia elemento di
separazione.

Classe di grandezze omogenee e processo di misuvaz.
Il sistema di assiomi che abbiamo elencato hadpadli rendere
possibile una misurazione di una granddzrapetto ad una uni-
ta di misurau qualunque. Ad esempio assumiamo ch&a un
regolo lungo un decimetro e che vogliamo misurarsegmento
b. Allora la presenza di una operazione di sommaeate di ef-
fettuare multipli I, 2@, ...md di u cioe di riportare piu volte
consecutivamente. Allo stesso momento, utilizzando il fatto
che in una classe di grandezze omogenee é defing#augua-
glianza ed un ordine stretto, possiamo man marnificae se il
multiplo md sia uguale o minore b. Ad un certo momento é
possibile che si ottenga un multipidd di u coincidente proprio
conb. In questo caso “fortunato” diremo cheé la misura di b
rispetto all’'unita di misura uSe cio non accade, allora per il Po-
stulato di Archimede ad un certo punto si finisoenanque col
superareb. Esiste cioe un numeratale che ih-1)d<b<m. Al-
lora possiamo assumere i numeHl edm rispettivamente come
misura per difettce misura per eccessai b rispetto au. Se poi
vogliamo ottenere una misura migliore, possiamditsir® u con
un suo sottomultiplo ad esempio pou'e= u/10 uguale al centi-
metro, cosa questa che l'assioma di divisibilitasenmte di fare.
In questo caso, se esiste un intertale chem’ = b, cioe tale
che (/10 = b diciamo chda misura di b rispetto a u & il nu-
mero razionale ni0. Altrimenti, dettom un intero tale cheng-
1)d’'<b<my’ cioe tale che (©-1)/10)u<b<(m/L0)d diremo che
b hacome misura per difettd razionale (n-1)/10 e misura per
eccessal razionalenv10® Se si vogliono misure piu precise si
procede poi dividendo il segmentd in ulteriori 10 parti otte-
nendo un regolo di un millimetro e cosi via.

Non cambia il procedimento se invece che misusedimenti
si tratta di pesare oggetti. $eé I'oggetto da pesare ad (il
grammg@ un oggetto che funge da una unita di misurayaléd
procede in questo modo. Si meitan un piattoB ed ovviamente
B si abbassa. Nel frattempo sull'altro piatosi mettono man

'8 Quest'ultimo passaggio naturalmente non poteveresssplicitato dai
greci per il fatto che essi non accettavano i raelio
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mano dei pesi uguali ad Se dopo avere messopesi uguali ad
u la bilancia si equilibra, allora possiamo concledeie la misu-
ra dib rispetto adu & esattamente. In caso contrario ad un cer-
to momento (assioma di Archimede) il piaBai alza e possia-
mo concludere che il numera dei pesi inA € una misura per
eccesso db, mentrem-1 ne &€ una misura per difetto. Utilizzando
sottomultipli diu si possono ottenere delle pesate piu precise.
Per fare invece un esempio del ruolo giocato asdioma
della continuita, consideriamo il seguente problema
data una circonferenza C trovare un segmento lalaoi
ghezza sia uguale a quella di C.
Allora posso considerare l'insiendedei segmenti che si otten-
gono inscrivendo una poligonale @e poi "raddrizzandola” in
un segmento. In altre paroke é linsieme dei segmenti la cui
lunghezza e uguale alla lunghezza di una poligoivaderitta.
Definiamo inoltre l'insiemd3 come l'insieme dei segmenti la cui
lunghezza si ottiene “raddrizzando” una poligoneteoscritta.
Precisament® é l'insieme dei segmenti la cui lunghezza & ugua-
le alla lunghezza di una poligonale circoscrittiora A e B so-
no due classi separate e pertanto, per I'assioroartinuita, esi-
ste un segmento che separa tali classi. Tale segmagpresenta
il segmento la cui la lunghezza e uguale a qudl airconfe-
renza.

8. La teoria delle proporzioni (al posto delle opeazioni)
Abbiamo gia parlato di incommensurabilita quanddiaimo
provato che il lato e la diagonale del quadrato sono com-
mensurabili. In questo paragrafo riprendiamo taleione e la
estendiamo nella teoria delle proporzioni.

Definizione 8.1.Due grandezze omogenae b si diconocom-
mensurabilise esistono due interiedm tali chen@ = mib.

In termini moderni noi diremmo chee b sono commensurabili
sea = (m/n)b, ma i Greci come abbiamo gia osservato, non pote-
vano fare riferimento ai razionali. Quello che & pei il numero
razionalenvn rappresentava per loro una relazione che doveva
essere espressa, se si voleva mantenere il dagete,rsolo in
termini di interi tramite l'uguaglianzaZa = mB. Ad esempio
Euclide nei suoi Elementi afferma che
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“un rapporto € una sorta di relazione tra dimensiai due
grandezze della stessa specie.”

Proposizione 8.2Due grandezza e b sono commensurabili se
e solo se hanno un sottomultiplo in comune cioésigteu tale
n(d = a e mi doven edmsono opportuni naturali.

Si passa poi alla definizione della nozione diparaionalita
tra quattro grandezze. Anche in questo caso &2adikolo la no-
zione di multiplo e non quella di divisione. Ora atualmente
volessimo esprimere il fatto che quattro grandezte c, d (che
in generale possono essere non razionali) songopofzione,
cioe che il numero reale : b € uguale al numero reated, po-
tremmo farlo ricorrendo solo ai razionali dicendhe c
- un razionale/m é minore dia:b se e solo se &€ minoredd
- un razionale/m é maggiore da:b se e solo se € maggiore di
c.d.

D'altra parte possiamo riscrivere tali equivalefamendo uso so-
lo dei numeri interi dicendo che:

- nb<ma se e solo send<mc

- nb=ma se e solo send= mc
Cio suggerisce la seguente definizione (due o @adezze ven-
gono chiamate omogenee tra loro se appartengoaostdbsa
classe di grandezze omogenee).

Definizione 8.3.Sianoa, b, ¢, d quattro grandezze c@anomoge-
neo ab e c omogeneo al. Diremo che tali grandezzono in
proporzionee scriverema:b = c:d se per ogni coppia di intemj
mrisulta che

nb<ma = nd€smc e nb>ma - nd=mc.

Si noti che non é necessario che le quattro graedgano omo-
genee tra loro, é sufficiente assumere &b&a omogenealaec

ad; cioeé chea eb appartengano ad una stessa classe di grandez-
ze omogenee e ed ad un'altra classe di grandezze omogenee.
Ad esempio € possibile parlare di proporzione am&iecaso in
cuiaeb sono lunghezze ®ed aree.

Da osservare che I'uso dell'uguaglianza nell'esjgnesa:b = c:d

non deve far ritenere che i Greci ritenesseroache ec:d fosse-

ro "oggetti" uguali. Infatte e b non sono da considerare numeri
reali di cui si effettua la divisione e quiralb da solo non denota
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niente. La equazioreb = c.d era considerata come un modo per
indicare una relazione tra quattro grandezze e uran ugua-
glianza tra due. Il segno di uguaglianza puo \eaifi soltanto
nel caso di coppie di grandezze commensurabilisoine le uni-
che che ammettono multipli comuni. Tuttavia sentddra Eucli-

de consideri una scrittura del genere anche coraesarta di af-
fermazione per cui la coppia,p) ha qualcosa in comune con la
coppia €,d) (si veda la nota successiva).

Proposizione 8.4 Per l'uguaglianza dei rapporti valgono le pro-
prieta riflessiva, simmetrica e transitiva (cio@rea relazione di
equivalenza tra coppié).

Enunciamo ora il teorema di esistenza del quadpgrionale.

Teorema 8.5.(Teorema di esistenza del quarto proporzionale).
Sianoa, b due grandezze appartenenti alla cldds#i grandezze
omogenee, € una grandezza appartenente alla cl&sallora
esiste una grandezxalN tale chea:b = c:x.

Il teorema di esistenza del quarto proporzionalgivede all'af-

fermazione che il prodotto e la divisione sono mi&dinella clas-
se delle grandezze omogenee. Infatti, considerdmédsoa = 1,

1:b =c: x equivale a dire che (con il linguaggio attualdaléto-

ria dei numeri realix = bld. Se si pond = 1 alloraa :1 =c:x e-

quivale a dire che = ax.

9. Misure, equiscomponibilita, equicompletabilita

19 Se si assume il punto di vista della matematicdama, il fatto che
valgano le proprieta riflessiva, simmetrica e titwes induce a conside-
rare una nuova classe di oggetti che si possonmugesal modo se-
guente. Data una clas€edi grandezze omogenee definiamdarG la
relazione= ponendo 4,b) = (c,d) sea, b, ¢, d sono in proporzione. Poi-
ché una tale relazione é di equivalenza, ripartt3s6 in classi di e-
quivalenza. Chiamiamaapporto una classe completa di equivalenza.
In questo modo € lecito dire che le due classb hanno lo stesso rap-
porto per dire che appartengono alla stessa cldissquivalenza. Da
guesto punto di vista il simbolo di uguaglianzal'espressiona:b =
c.d riacquista il suo significato usuale di identita.
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La teoria delle proporzioni fornisce agli antichiegi uno stru-
mento per elaborare metodi che corrispondono dajokke per
noi e la “misurazione” di una figura geometrica I¢oto
dell'area, volume, perimetro). Infatti, invece diopedere alla
misurazione intesa come assegnazione di un nureal® ad una
figura, essi si concentravano sul confronto trgrendezze di fi-
gure geometriche. Questo confronto consisteva oaktatare
una uguaglianza o una proporzione. Ad esempiocinvt dire
che l'area del triangolo € uguale alla base pdtebaa diviso du-
e, veniva affermato che I'area di un triangolo atfarea di un
rettangolo con la stessa base e la stessa alteamalcsta a 2.
Per quello che riguarda l'uguaglianza, una noziohe spesso
veniva utilizzata era quella di “equiscomponibilitdetto in
termini intuitivi, tale nozione pud essere defindhmodo se-
guente.

Definizione 9.1.Due figure geometrich& e F si diconoequi-
scomponibilise e possibile

Tagliare F nelle figureXy,... X,
Spostardali figure in modo da ottenere le figuxe... X,
RicomporreX;,... X, in modo da ottenetre.

In altre parole due figure sono equiscomponibili smo la
“somma” di figure uguali. Naturalmente € necessario precisare
che cosa si intenda per “figura geometrica”, ‘iegl’, “sposta-
re”, “ricomporre”. Accettiamo per ora che per figigeometrica
si intenda un qualunque insieme di punti. La nozidn*“taglia-
re” puo essere rappresentata dalla nozione indiemidi parti-

zione.

Definizione 9.2.Se X € un insieme chiamiampartizione finita
di X, una classe finitX;,...,X, di insiemi tali che

- X=X0...0X,

- per ognii ej coni#j, Xin X = 0.

Per la nozione “spostare” si puo ricorrere allaiooz di isome-
tria.
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Definizione 9.3.Chiamiamasometriadel piano euclide& ogni

funzionei : R —F che conserva le distanze, cioé tale che
d(x,y) = d(i(x),i(y))-

Diciamo chei spostaun insieme di punth nell'insieme di punti

B sei(A) = B. Due figure geometrich& e B si diconoisometri-

cheo ugualise esiste una isometria che spdsia B.

Esempi tipici di isometrie nel piano sono le traglai, le rota-
zioni, ed i ribaltamenti rispetto ad un asse.

Possiamo ora dare la nozione di equiscomponibiiitdaodo
piu preciso.

Definizione 9.4.Due figure geometrich& e F si diconoequi-
scomponibili se ammettono rispettivamente due partizioni
Xip.. Xny €X4,... %0, CONX; isometrico aX;.

La seguente proposizione mostra l'importanza defjaiscom-
ponibilitd per il calcolo delle aree.

Teorema 9.5.Se due figurd- e F sono equiscomponibili allora
hanno la stessa misufa.

Dim. Per la finita additivita della misura, la misuwlaF é la
somma delle misure dX,...,%, € la misura dF & la somma del-

le misure di X;,...X,. D’altra parte se si accetta che le misure
rimangono invariate durante gli spostamenti, alleraisure di
Xi,...,%, coincidono con le misure diX;,... X O

Due famose applicazioni di tale teorema corrispondal calco-
lo dell'area di un triangolo ed a quella di un gl@tagramma.

? Tale proposizione presuppone che la scomposizietie due figure

avvenga tramite pezzi che siano “misurabili”, ctmtati di area. Senza
tale ipotesi la proposizione non vale (si vedadrema 10.1 per un con-
troesempio). Il fatto che tutte le figure geomdtedfossero misurabili
era dato per scontato dai matematici greci. D'gate le figure prese
in considerazione erano solo triangoli, rettangelichi, parallelogram-
mi o simili, figure che si possono ottenere compuitetali figure ele-

mentari. Figure di questo tipo sono tutte misurabil
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Teorema 9.6.0gni triangolo € equiscomponibile ad un rettango-
lo con la stessa base ed avente come altezza dadektltezza
del triangolo. Ogni parallelogramma € equiscompimiad un
rettangolo che ha la stessa base e la stessaaaltezz

B

A wCA

Dim. Dato un triangolo di vertioh, B, C (si veda la figura a sini-
stra), tagliamo a meta i |a&B e BC nei puntiH e K, tracciamo il
rettangolo A'C’'AC, e laltezza BB’ del triangolo HBK.
L’equiscomponibilita tra il triangoloABC ed il rettangolo
A'C’'AC segue dal fatto che tali figure hanno il quadeiat
AHKC in comune, il triangoldiBB’ € uguale &A'H ed il trian-
golo B'BK & uguale &KC'C. Possiamo visualizzare tale equi-
scomponibilith immaginando di tagliaBK nei due triangolini
e di fare ruotare tali triangolini intorno ai puhtie K.

Per la seconda parte della proposizione riferiaraite figu-
ra disegnata a destra. E’ facile dimostrare cheaihgoloA;AH
e uguale al triangoloAAsK. Pertanto il parallelogramma
AAAA, si pud scomporre nel triangofAxH ed il quadrilatero
HAAA, i quali, opportunamente ricomposti costituiranhcet-
tangoloA,HKA; avente la stessa base e la stessa altezza.

Attualmente questi risultati si esprimono dicendhe tarea del
triangolo & uguale alla base per l'altezza divise @ I'area del
parallelogramma & uguale alla base per 'altezza.

Problema. Dimostrare, utilizzando la nozione di equiscomponi
bilita, che I'area di un trapezio e data dalla s@delle basi per
I'altezza ed il prodotto diviso due.
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Teorema 9.7.Un poligono regolare € equiscomponibile ad un
rettangolo che ha come base la meta del perimatome altez-
za I'apotema.

Dim. Riferendoci ad esempio ad un esagono, e sufficiemtei-
derare la seguente figura:

Bs
BZ B4

Bl Bs Bl BZ B
; Al A2 Al B4 B A

in cui si mostra che I'esagono si pud scomporrgtinangoli che
ricomposti formano un rettangolo. [

Attualmente questo teorema si esprime dicendo 'aheal di un
poligono regolare & uguale al perimetro per I'apataliviso du-
e.

Abbiamo visto che in un certo senso due figureosequi-
scomponibili se sono “somma” di pezzi uguali. Pas® anche
considerare la possibilita che due figure siantifierenza” tra
figure uguali.

Definizione 9.8.Due figure si diconequicompletabili se ag-
giungendo ad esse parti a due a due uguali sigattenpoligoni
uguali o equiscomponibili.

Proposizione 9.9.Due figure equicompletabili hanno la stessa
misura.

Per mostrare un esempio di applicazione della mezdi equi-
completabilitd, esponiamo una dimostrazione deletea di Pi-
tagora differente da quella gia espoSta.

%L La dimostrazione precedente & di carattere algeled & pitl semplice
da un punto di vista logico. Questa che ora espamia di carattere ge-
ometrico ed ha il pregio di fare “vedere in un enfjocchio” la validita
del teorema di Pitagora. Infatti riusciamo a peimeephe Q; e Q, + Q3
sono uguali guardando queste figure come differehzggure uguali.
Dimostrazioni di tale tipo in didattica della matgtica prendono nome
di dimostraziont'visuali” .
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Teorema 9.10. (Teorema di Pitagoralpato un triangolo rettan-
golo, se si considera l'unione dei due quadratiragssui cateti

otteniamo una figura che & equicompletabile cajuddrato co-
struito sull'ipotenusa.

Dim. Ripetiamo la costruzione geometrica di un quadfats
AAAA, effettuata nella dimostrazione gia fatta del tewedi
Pitagora. Costruiamo un quadra= A/AA:A; uguale aQ =
AAAZA, ed un triangold = A; BC uguale al triangold. Trac-
ciamo daB e C due perpendicolari ai lati del quadrato ed indi-
chiamo conB” e C' i punti di intersezione coAA; e conAyAs,
rispettivamente. Si perviene alle due figure seguen

*

A, B A, A C an
a , Qs

Q1 = o *
B B B
bl T T N
A1 a C b Ar A C B

1@4T =Qy + Qs + 4T.

Si ottengono due quadr&d, e Qs (di lati uguali a quelli dei due
cateti) e quattro triangoli ugualiTa Allora dall’'uguaglianza d@
con@Q’, segue che I'unione dei due quadiie Q; & equicom-
pletabile con il quadrat@;. O

10. L’ equiscomponibilitd € un metodo universale

In questo paragrafo vogliamo mostrare che I'equigmmnibilita
e un metodo universale per il calcolo delle ar@s che se due
figure piane a contorni rettilinei hanno la steassa allora sono
equiscomponibili. Per fare questo per prima cosaodtriamo
che I'equiscomponibilitd € una relazione di equévak. Tale
proprieta segue sostanzialmente dal fatto cheidins deelle i-
sometrie costituisce un gruppo.
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Proposizione 10.1L’ equiscomponibilita una relazione di e-
quivalenza, cioé é riflessiva sinatnica e transitivi

Poniamoci ora iproblema se proposizione 9.2 si possa
invertire, cioe se tutte le volte cldee figure hanno la stessa ¢
allora sonoequiscomponibili. La seguentbella proposizione,
dimostrata da Bolyai nel 1832 dal dilettnte di matematica
Gerwin (1833) fornisce una risposta positiva alla nostra dn-
da.

Teorema 10.2.Due figurepoligorali che sono di uguale misura
sono equiscomponibiff

Dim. Cominciamo con l'osservare che dalla seconda mhaita
proposizione 9.6 si ricava che:

1. due parallelogrammi che hanruna base uguale e stessa a-
rea sono equiscomponibili.

Infatti tali parallelogrammi hannoecessariamenanche la stes-
sa altezza e quindgome dimostrato nel teorema 9sono en-
trambi equiscomponibilichuno stesso rettang.. Per la proprie-
ta transitiva sono quindi equiscomponibili tra I:

2. Dato un rettangolo ABCxomunque si fisun segmento EF
esiste un rettangolo di base Eguiscomponibile ad ABC.

Ky

M

A4
6 . ]
. - \
3 '.. — : =
A . e \\31.,---' B
'
v
— i LY
. // I /// :
— 12(’ ' // \
_ -
e \
i _—
Ne—" k

2 Da tale teorema segue che due poligoni equiconiplietavendou-
guale misura, sono anche equiscomponibili. Poickgigente che du
poligoni equiscomponibilsono equicompletabili, risulta che le dio-
zioni coincidono.
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SupponiamdEF maggiore diCB, allora,tenendo ferma la
base DC “deformiamd il rettangolo ABCD in un parallelo-
grammaA;B,CD con A; e B, appartenenti alla rettAD ed in
modo che il lataCB; sia uguale aEF*® Successivamente “rad-
drizziamo” taleparallelogramma tenendo fisso il 1cCB; e la-
sciando immutata I'altezzaspettoCB,. Si ottiene un rettangolo
CB.D;A;. Allora, essend@®BCD equiscomponibile al paralo-
grammaA;B;DC ed essendo tale parallelogramma equisco-
nibile con il rettangoldB;D1A,, ABCDrisulta equiscomponibile
conCBD/A,.

SupponiamoEF minore di CB ed indichiamo conD,
I'intersezione del cerchio di diametDC con il cerchio di centro
C e raggio EF. L'angolo in D; e retto. ChiamiamoA;
l'intersezione dBL con AD edB; I'intersezione dBL con la pa-
rallela perC alla rettaDD,. Come nel caso precedente avremo
che il rettangoloABCD €& equiscomponibile con il paralo-
grammaA;B,DC che a sua volta & equiscomponibile al refo-
lo CB_]_D]_A2

Y

Proviamo infine che:
3. Data una figura poligonale @d un segmentFG esiste un
rettangolo di base F@quiscomponibile Q.

23 Graficamente, € sufficiente intersecare la rAB con i cerchi di
raggioEF e centroD e C ed ottenendi punti A; e B; rispettivamente.
Il rettangoloCB;D,A; si ottiene in modo ovvic



Cap. 1: | Greci 38

Infatti la poligonale pu0 essere ripartita in urmauo finito di
triangoli Ty,...,T, e tali triangoli sono equiscomponibili a rettan-
goli Ry,...,R, che possiamo supporre tutti aventi una base uguale
adFG. E’ sufficiente allora incollare tali rettangolirigo tali ba-

si per ottenere un rettangolo equiscomponibil@ @i veda la fi-
gura successiva in cl) € un pentagono che si divide in tre
triangoli).

|

Concludiamo osservando che se due poligoQale Q, hanno
misura uguale allora, fissato un segmehBesiste un rettangolo
R, di base uguale a@iB equiscomponibile &, ed un rettangolo
R, di baseAB equiscomponibile &,. PoicheQ, e Q, hanno per
ipotesi la stessa ardg, edR, hanno la stessa area e quindi sono
uguali. In conclusione essen@® e Q, equiscomponibili a ret-
tangoli uguali sono equiscomponibili tra loro. O

E’ interessante osservare che, data una figuiaqgmiale Q,
se il rettangolo equiscomponibileCalo si costruisce con un lato
di lunghezza unitaria, allora la lunghezza delialtato rappre-
senta proprio 'ampiezza dell'area. Un'altra osaeione é che le
costruzioni effettuate nella dimostrazione del é@wa sono tutte
effettuabili con riga e compasso. Cio nel sensolespressione
“esiste una partizione” puo essere intesa nel sehsoi punti
dove “tagliare” una figura sono tutti costruibilbrc riga e com-
passo. Ad esempio nel dire che un triangolo e eqmiponibile
ad un rettangolo, il rettangolo viene costruito stdarando i
punti medi di due lati. D’altra parte i punti medliun segmento
possono, appunto, essere trovati con il compasso.
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Terzo problema di Hilbert Si pone la questione se un teorema
simile non possa essere dimostrato anche nella ejeéandello
spazio. Tale problema fu incluso al terzo postéad@imosa lista

di problemi proposti da Hilbert nel 1900. La risfzoé negativa:
nel 1903 il matematico Dehn mostro che esistonoteinaedri di
uguale volume che non sono equiscomponibili

11. Contro i matematici

Quando ho detto che la matematica giocava un roeftdrale

nella cultura dei greci non intendevo dire che aigadeva per
tutti i greci. In realta, essendo gli antichi greci popolo note-
volmente intelligente, vivace e non conformistasaateva che su
di un dato argomento ciascuno avesse una prom#a {@osi sul-
la matematica non tutte le opinioni erano concertli stesso A-
ristotele non era convinto della importanza deltamatica allo
stesso modo di Platone.

Uno di quelli che meno avevano in simpatia la mmatica
era Sesto Empirico, un filosofo vissuto attornd.@D dopo Cri-
sto. Nel suo libro "Contro i geometri" egli critioa maniera ra-
dicale I'opera dei matematici. Ad esempio critiedasi logiche
del metodo ipotetico deduttivo di Euclide e pregisate la vali-
ditd di un tale metodo come strumento per ottenerda sul
mondo.

Infatti per Sesto Empirico il valore conoscitivouwh sistema
ipotetico-deduttivo non puo stare nelle ipotesbéanei postulati)
in quanto o una asserzione € vera, ed allora n@ehso consi-
derarla come ipotesi, oppure é falsa ed alloraagl&tio prender-
la come ipotesi.

“. .. la cosa ammessa per ipotesi o € vera e talme noi la
supponiamo, o e falsa. Ma se essa e vera, noila@ostu-
liamo, perché non sentiamo il bisogno di ricorre una co-
sa piena di sospetto quale é l'ipotesi, ma I'asaumi imme-
diatamente, giacché nessuno assume ipoteticamentede
vere ed esistenti, quali ad esempio il fatto chesad € giorno
ed io sto discutendo e respirando . . . Se pera res é tale,
ma é falsa, non si ricava alcun vantaggio dell'gsit. . . “

Si potrebbe allora dire che il valore di un sistéptdetico dedut-
tivo stia nella validita delle conseguenze cheesdaavano.
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“Ma, per Zeus, essi (i matematici) dicono, se quehe segue
dall'ipotesi si scopre essere vero, senz'altro samvere an-
che le cose assunte in via ipotetica, ossia le daseui quelle
vere seguono”.

Questo e il punto di vista della fisica modernasum fisico pen-
sa che le leggi generali di una teoria fisica sidinettamente ve-
rificabili o applicabili. Piuttosto si consideraroe una conferma
della validita di una teoria fisica il fatto che ¢tenseguenze di
tale teoria siano state verificate. Ad esempic;is® riferisce ai
principi della dinamica classica di Newton, allanaa prova di
tali principi & stata vista nella loro capacitdpdevedere il moto
dei pianeti non nel fatto che siano stati effetteaperimenti di
laboratorio capaci di verificarli. In breve, nefiaica si procede
stabilendo una serie di assunzioni (che possianameiie leggi,
ipotesi, assunzioni, postulati, assiomi) che inegale non sono
di per se stesse verificabili o utili, poi da qeeassunzioni si ri-
cavano altre assunzioni (i teoremi) che possoneresssogget-
tate ad una verifica. Se tali teoremi dopo lafieairisultano ve-
ri allora si dira che la teoria € valida. La st di tale modo di
procedere € la seguente

daB e A= B segueA;
e non deve essere confusa con la regola di ModusriBahe in-
vece ha la struttura

daAeA= B segueB.
Ma cid che viene considerato soddisfacente dai modeien-
Ziati non soddisfa invece Sesto che, giustamesterea che dal
fatto che da alcune ipotesi si siano tratte coresezgivere non si
puo dedurre che tali ipotesi siano vere.

“Ebbene, anche una tale affermazione risulta anceeapli-
cistica . . . se il conseguente e vero, non pesigue tale an-
che il precedente . . . come al fatto che la temda (il ché e
falso) consegue che la terra esigteché e verd.”

A parte l'infelice scelta dell'esempio (sappiamessd che la ter-
ra vola), Sesto aveva ragione. Ad esempio dallazqoe 2=5
moltiplicando entrambi i membri per zero si ricake k2=0x5
cioe che 0=0. Pertanto abbiamo un esempio inioyplicazione
2=5=0=0 é vera, la conseguenza 0=0 e vera ma l'ipptése
falsa. D'altra parte vi sono moltissimi esempietirte che con il
tempo si sono dimostrate false ma che hanno pdettremi
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veri. Un caso e dato dalla teoria degli insiemi tlaeprodotto
molti ed utili teoremi nonostante che la scopema ghradossi
abbia dimostrato la sua falsita. D'altra parte dgoria fisica e
stata dimostrata essere falsa dalla teoria sueeesnsi un certo
senso.

Altre obiezioni sono inerenti direttamente alla emética e pre-
cisamente alla concezione degli enti ideali.

. . essi dicono, inoltre, che una linea viemedntta dallo
scorrimento di un punto, una superficie dallo saoento di
una linea, e un corpo solido dallo scorrimento dawsuperfi-
cie..."

. il punto che essi definiscono come segnocpdi-
dimensioni, si deve concepire 0 come corporeo 0eCoIDr-
poreo. Corpo esso hon €, secondo le loro stessevadfioni,
giacché le cose che non hanno dimensione, secondorion
sono corpi. Resta allora da dire che esso e inawp, il che
€ ancora una vola incredibile. Infatti cio che &€anporeo non
Si puo concepire come generatore di una linea; duirpunto
non € un segno-privo-di-dimensioni.”

In altri termini Sesto si pone il problema di come ente senza
dimensioni, il punto, possa generare (per scorricjean ente
con una dimensione, la linea. Tale osservazioné/agu in un
certo senso, ad osservare che se la lunghezzaplinio € zero
allora ogni segmento, in quanto insieme (sommajudti, deve
avere lunghezza zero. La differenza consiste felirsi alla li-
nea prodotta dallo scorrimento di un punto (opersiquesta
che non sembra coinvolgere l'infinito attuale) e atia linea in-
tesa come insieme di punti (concezione questacti@yolgendo
l'infinito attuale, non era presa in considerazjorale tipo di
argomentazione viene ripetuta anche per confuta@ncetto di
linea senza larghezza il cui scorrimento generasuperficie e
quello di superficie senza spessore il cui scomimgenera i So-
lidi.

Infine un altro tipo di critica riguarda il prodetkento di a-
strazione mediante il quale I'uomo perverrebbe recepire gl
enti matematici ideali. Infatti per Sesto tutto cide viene con-
cepito viene concepito o mediante una diretta ésmEa oppure
tramite un procedimento di immaginazione-astrazide € e-
vidente che non possiamo mai avere una esperidrettad ad
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esempio, di una linea senza larghezza e che digestali linea
non e simile a niente di esistente

. . . giacché non cade sotto i nostri sensi unagh@zza che
sia priva di larghezza . . .

Daltra parte un procedimento di immaginazionesasbne puo
avvenire

. . . per somiglianza, ad esempio dall'immagin&dcrate lo
stesso Socrate, per composizione, ad esempio dallcse
dall'uomo un ippocentauro giacché mescolando le onem
del cavallo e dell'uomo noi siamo riusciti ad imrirege ['ip-
pocentauro che non & né uomo né cavallo ma e campas
entrambi. Per analogia, infine, si concepisce qoakcancora
in due guise ossia 0 per accrescimento o per diniime,
come quando, ad esempio, tenendo presenti gli uoroima-
li ... concepiamo per accrescimento il Ciclope..e come
guando per diminuzione immaginiamo un pigmeo clmeane
mai caduto sotto i sensi.

Ora e evidente che il concetto di linea senza kEagh non € si-
mile a niente di esistente per lo stesso motivocpémnon & de-
terminato dall'esperienza. E’ anche immediato elte ¢oncetto
non si ottiene per composizione come nel caso igplicentau-
ro. Non resta altro che il procedimento di dimimurg ma anche
questo permette solo di ridurre a piacere (potémeiate) la lar-
ghezza non di considerarla (attualmente) nullaiediuon per-
mette il tipo di astrazione che si richiederebbache in questo
caso entra in gioco il rifiuto dell'infinito attieal Ad esempio se
noi volessimo definire un punt®immaginando una piccola sfe-
ras; di centroP, poi un altra sfera, di centroP e raggio dimez-
zato e cosi via, allora il punt® sarebbe il frutto del processo di
astrazione definito in tale modo solo se noi patessonsidera-
re tale processo terminato con un operazione didiohe sareb-
be possibile solo se si accettasse l'infinito tua

Un altro tipo ancora di procedimento possibilastirazione é
quello che fa pervenire ad un concetto mediante samaplice
cancellazione di alcune delle proprieta dell'ogygelit partenza.
Cosi il concetto di linea senza larghezza si ptenete sempli-
cemente "facendo finta" che la larghezza di un tiggeale non
esiste. Ma:
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. . Se noi, dopo aver concepito una certa lungaezvente
una data quantita di larghezza, abbiamo altresptssibilita
di assumere una lunghezza priva di larghezza sopgrdo
guest'ultima, allora allo stesso modo, dopo avercepito un
pezzo di carne che abbia la proprietd di esseraenabile,
mediante la soppressione di tale proprieta noi poto anche
concepire una carne che non sia soggetta alla valntta . .

. Ma tale cosa & completamente impossibile e caatiale
comuni nozioni umane: infatti cid che viene contepbme
invulnerabile secondo noi non é affatto carne, ghatla car-
ne, in quanto carne, viene concepita con la prdprai essere
vulnerabile . . . Onde anche la lunghezza conceptae pri-
va di larghezza non potrebbe essere una lunghgieché la
lunghezza, in quanto lunghezza, viene concepitae Grante
una certa quantita di larghezza.

In altre parole se un oggetto idedlsi ottiene da un oggetto con-
creto A facendo astrazione da alcune particolari propréditzra
non & chiaro perché si possa considefan® rappresentante i

(o viceversa), cioé non € chiaro che relazioneistiessaA ed A.

In particolare, supponiamo di avere dimostrato pregosizione
per l'ente ideald, allora chi ci autorizza a dire che tale proposi-
zione é valida anche p&? Ad esempio supponiamo che un a-
stronomo debba studiare l'orbita di un asterdidie presenza dei
pianetiA, Ay,..., A, € che per fare questo decida di rappresentare
con il puntoA l'asteroide e con i punfi',..., A, i pianeti (su cui

si concentra la massa). Immaginiamo inoltre cheliegndo la
geometria euclidea e la meccanica del moto deii,pgininga ad
una qualche conclusiorie Chi ci assicura ch sia valida oltre
che perA anche per l'asteroide re#e
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LETTURA
Platone e la duplicazione del quadratol(dMENONB.**

MENONE: Va bene, caro Socrate, ma in che sensmdtiesi
che noi non apprendiamo ma che cido che noi chiami&ap-
prendimento” € reminiscenza? Sapresti insegnarmi eclvera-
mente cosi?

SOCRATE: Gia prima dicevo, caro Menone, che sefunbac-
chione, ora mi domandi se so insegnarti propriotreesto di-
cendo che non c'é insegnamento ma reminiscenzargeidente
per farmi subito apparire in contraddizione constesso.
MENONE: No, per Zeus, o Socrate, non I'ho detto gaaesto
scopo, ma solo per l'abitudine. Se, pero, in qealetodo mi
puoi dimostrare che la cosa sta cosi come digraallimostra-
melo.

SOCRATE: Non e facile! Tuttavia, per te, sono di&paa farlo.
Chiamami un po' uno dei tuoi numerosi servi cheosgui, quel-
lo che vuoi tu, perché tramite lui ti possa darditaostrazione.
MENONE: Certo. Vieni qui, ragazzo!

SOCRATE: E' greco e parla greco?

MENONE: Si, perfettamente. E' nato in casa.

SOCRATE: Fa' bene attenzione, se ti sembra cheosdr o che
impari da me.

MENONE: Prestero attenzione.

SOCRATE: Dimmi un po', ragazzo, sai che questaéqum'area
quadrata (abcd)?

4 In questo dialogo si dimostra un metodo per daptiain quadrato. La
dimostrazione equivale, in un certo senso, allaodirazione del teore-
ma di Pitagora nel caso particolare di un triangettangolo i cui cateti
sono uguali. Infatti se i cateti misuraoe l'ipotenusa misurg allora il
fatto che #* = i? equivale a dire che il quadrato costruito sulltgusa
¢ il doppio del quadrato costruito su un catetonb&re che la duplica-
zione del cubo € un problema notevolmente pit cesgu ed é stato
dimostrato che non puo essere affrontato con isselmenti della riga e
compassoTale dialogo, in cui si vuole giustificare la tesdella remi-
niscenza, costituisce un bellissimo esempio didtlida della matema-
tica” in quanto lo scopo di Socrate € quello deféeemergere” la dimo-
strazione del teorema dalla mente del servo.
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RAGAZZO: Si.

SOCRATE: Il quadrato e dunque una superficie cheiduali
tutti questi lati, che sono quattro (ab, bc, cd, da

a 1]

d g

RAGAZZO: Certamente.

SOCRATE: E non ha forse uguali anche queste lingeche lo
attraversano nel mezzo (ac, bd)?

RAGAZZO: Si.

SOCRATE: E non potrebbe esserci forse una supertiome
questa e piu grande e piu piccola?

RAGAZZO: Certamente.

SOCRATE: Se dunque questo lato (bc) fosse di dedi,pe an-
che questo (ab) di due, di quanti piedi sarebbteido? Fa questa
considerazione: se da questa parte (ab) fosseedpidi e da
guest'altra (bc) di uno solo, la superficie norebbe forse di una
volta due piedi?

RAGAZZO: Si .

SOCRATE: Ma, poiché anche da questa parte (bcpaalpiedi,
non diventa di due volte due piedi?

RAGAZZO: Si, diventa.

SOCRATE: Diventa, percio, di due volte due piedi?
RAGAZZO: Esatto .

SOCRATE: E quanti sono, allora, due volte due i@ideR’ il
conto e dillo.

RAGAZZO: Quattro, o Socrate.

SOCRATE: E non potrebbe darsi un‘altra superfioppia di
questa, ma tale da avere tutti i lati eguali connestp?
RAGAZZO: Si.

SOCRATE: Di quanti piedi sara dunque?

RAGAZZO: Di otto.

SOCRATE: E ora cerca di dirmi di quanto sara ciasiato di
essa. Il lato di questa é di due piedi; e, alldrguanto sara quel-
lo di quella doppia?

RAGAZZO: E' chiaro, 0 Socrate, che sara doppio.
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SOCRATE: Vedi, caro Menone, che io non gli insegna, che
lo interrogo su ogni cosa? Ed ora, costui ritiensagere quale
sia il lato dal quale derivera l'area di otto piednon ti sembra?
MENONE: A me si.

SOCRATE: E lo sa, dunque?

MENONE: Per nulla.

SOCRATE: Pero ritiene che derivi dal lato doppio.

MENONE: Si.

SOCRATE: Osserva come verra via via ricordandasine ap-
punto deve ricordarsi. E tu dimmi: dal lato doppiai che ha
origine la superficie doppia? E tale, dico, cha s@ di qui lun-
ga e di qui corta, ma
che sia eguale da ogn |* e
parte come questa qui
pero doppia di questa,
ossia di otto piedi. Ma
sta' attento, se ti sem- | L
bra ancora che possi.

derivare dal lato doppio.

RAGAZZO: A me si.

SOCRATE: E non diventa forse questo lato (ae) dopipique-
sto (ab), se ne aggiungiamo un altro come queatqudsta parte
(be)?

RAGAZZO: Certamente.

SOCRATE: Da questo (ae), dici tu, derivera la sfigierdi otto
piedi, quando si tracceran:
no quattro lati come questi §# b

B

ﬂ.

RAGAZZO: Esattamente.
SOCRATE: Ma in questa
superficie non ci sono forse d
queste quattro qui (abcd
befc, cfgh, dchi), delle qua- |
li ognuna & uguale a quest.
di quattro piedi (abcd)?
RAGAZZO: Si. i n E
SOCRATE: Disegnamo,

allora, a partire da questo -

lati uguali . E' oppure no questa la superficigglpehe tu affer-
mi essere di 8 piedi ?

RAGAZZO : Esattamente .
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SOCRATE : Ma in questa superficie hon vi sono fajaeste 4
qui (abcd , befc , cfgh , dchi), delle quali ogndénaguale a que-
sta di 4 piedi?

RAGAZZO : Si

SOCRATE: E quanto diventa allora? Non diventa goatblte
questa?

RAGAZZO: E come no?

SOCRATE: E allora, € il doppio quattro volte tanto?
RAGAZZO: No, per Zeus.

SOCRATE: Ma quante volte?

RAGAZZO: Quadruplo.

SOCRATE: Dunque, dal lato doppio, 0 ragazzo, nerved una
superficie doppia ma quadrupla.

RAGAZZO: Dici il vero.

SOCRATE: E quattro volte quattro, fanno sedici, no?
RAGAZZO: Si.

SOCRATE: E allora, quella di otto piedi da qual®®aNon se
ne ottiene da questo (ae) una quadrupla?

RAGAZZO: Si, lo dico.

SOCRATE: E quella di quattro, dalla meta di quegtb(ae)?
RAGAZZO: Si.

SOCRATE: Ebbene, l'area di otto piedi non é foreppih di
guesta qui (abcd), e meta di quest'altra (aegi)?

RAGAZZO: Si.

SOCRATE: E allora, non derivera da un lato maggieetto a
questo (ab), ma minore rispetto a quest'altrg (aap?
RAGAZZO: Cosi mi pare.

SOCRATE: Bene; quello che a te sembra devi rispande
dimmi: questo lato (ab) non era di due piedi e takk® (ae) di
quattro?

RAGAZZO: Si.

SOCRATE: Bisogna allora che il lato della supedidi otto
piedi sia maggiore di questo di due, ma minoreudilq di quat-
tro.

RAGAZZO: Bisogna .

SOCRATE: Cerca allora di dire di che lunghezzaffarmi che
esso debba essere.

RAGAZZO: Di tre piedi.

SOCRATE: Se dev'essere di tre piedi, aggiungiamogde a
guesto lato (ab) la meta di questo (ah), e avretr® piedi (ah).
Questi sono due piedi (ah) e questo uno (hh). #kasa manie-
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ra, a partire di qua si ottengono due piedi (ab)ysi piede (dc).
Ne deriva, cosi, l'area che tu dici (abil).

RAGAZZO: Si.

SOCRATE: Ma se da questa part .
(ab) e di tre, e da quest'altra (hi) ¢ | # k' b
tre, l'intera superficie non divent:
di tre volte tre piedi?

RAGAZZO: Sembra.

SOCRATE: E tre volte tre, quante | c
volte sono?
RAGAZZO: Nove. A
SOCRATE: E il doppio, di quanti L - "
piedi doveva essere?

RAGAZZO: Otto.

SOCRATE: Dal lato di tre piedi non deriva per nufiasuperfi-
cie di otto.

RAGAZZO: Certamente no.

SOCRATE: Ma allora da quale lato? Cerca di dircmo esat-
tezza; e se non vuoi fare calcoli, indicaci almdaajuale.
RAGAZZO: Ma per Zeus, 0 Socrate, io non lo so.
SOCRATE: Comprendi ora, o Menone, a che puntoosiatiat-
tualmente nel processo del ricordare? Prima, cio@, sapeva
guale fosse il lato del quadrato di otto piedi, eotel resto nep-
pure ora lo sa; tuttavia, allora credeva di saperloispondeva
con sicurezza come se sapesse e non ritenevardiwva; ora &
convinto di aver dubbi e come non sa, cosi neppugéde di sa-
pere.

MENONE: Dici il vero.

SOCRATE: Non si trova dunque, ora, in una situaziangliore,
relativamente alla cosa che non sapeva?

MENONE: Anche questo mi pare:

SOCRATE: Avendolo fatto dubitare, pertanto, e awadatto
intorpidire come fa la torpedine, gli abbiamo fonsmciuto?
MENONE: Non mi pare.

SOCRATE: Dungue, come sembra, gli abbiamo recatwagi
mento, al fine della ricerca di come stia effettivate la cosa.
Ora, infatti, ricercherebbe anche di buon gradbpaanento che
non sa; mentre allora, facilmente, di fronte a melspesso a-
vrebbe creduto di dire bene, affermando che penete una su-
perficie doppia, bisogna prendere il lato doppituimghezza.
MENONE: Sembra.
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SOCRATE: Credi, dunque, che egli si sarebbe messvcare o
ad imparare cio che egli riteneva di sapere noersdgio, prima
che fosse caduto nel dubbio ritenendo di non sapariee avesse
desiderato di conoscere?

MENONE: Non mi pare, o Socrate.

SOCRATE: Dunque, l'intorpidimento gli ha giovato?
MENONE: Mi sembra.

SOCRATE: Osserva, ora, da questo dubbio come sadarive-
rita, ricercando insieme a me, mentre io non féro ahe inter-
rogarlo, senza insegnargli. . E fa bene attenzebretu non mi
colga ad insegnargli o a spiegargli, € non solmsrogarlo in-
torno alle sue convinzioni.

Dimmi, dunque: non é di quattro piedi questa suger{abcd)?
Comprendi?

RAGAZZO: Si.

SOCRATE: Potremmo aggiungere ad essa questaltialeeg
(befc)?

RAGAZZO: Si.

SOCRATE: E questaltra terza, uguale a ciascunajudiste
(cfgh)?

RAGAZZO: Si.

SOCRATE: E non potremmo anche completare la figuigue-
sto angolo (dchi)?

RAGAZZO: Certamente.

SOCRATE: E non risulte- = EI
ranno queste quattro superfi
ci eguali ?

RAGAZZO: Si.

SOCRATE: E, allora, tutto
questo intero (aegi), quante
volte diventa piu grande di
questo (abcd)

RAGAZZO: Quattro volte.
SOCRATE: Per noi, invece,
doveva essere il doppio; o
non ricordi?

RAGAZZO: Certamente.
SOCRATE: E questa linea tracciata da un angolaltad'(bd, bf,
fh, hd), non viene forse a dividere a meta ciagalimueste su-
perfici?

RAGAZZO: Si.
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SOCRATE: Non si ottengono, dunque, queste quaitexe | u-
guali racchiudenti quest'area qui (bfhd)?

RAGAZZO: Si, si ottengono.

SOCRATE: Considera allora: quanto grande & quesgiaricie
(bfhd)?

RAGAZZO: Non lo so.
SOCRATE: Di questi qua-
drati, che sono quattro, cia
scuna linea non ha tagliatc
internamente la meta di
ciascuno? O no?
RAGAZZO: Si. i
SOCRATE: E quante ve ne|
sono di queste meta in que

sta figura (bfhd)? =
RAGAZZO: Quattro.

SOCRATE: E quante in |1 h
quest'altra (abcd)?

RAGAZZO: Due.

SOCRATE: E il quattro che cos'e rispetto al due?
RAGAZZO: Il doppio.

SOCRATE: Questa superficie, dunque, di quantiiplagnta?
RAGAZZO: Di otto piedi.

SOCRATE: Da quale linea?

RAGAZZO: Da questa (a'b).

SOCRATE: Da quella che abbiamo tracciata da unlargjtal-
tro del quadrato di otto piedi?

RAGAZZO: Si.

SOCRATE: Coloro che se ne intendono chiamano quesa
diagonale; sicché, se essa ha nome diagonaleq alédia diago-
nale, come tu dici, o ragazzo di Menone, si puenaite I'area
doppia.

RAGAZZO: Certamente, o Socrate.

SOCRATE: Che cosa ti sembra, o Menone? C'e qualehsiero
da lui espresso che non sia suo ?

MENONE: No, tutti suoi.

SOCRATE: Eppure, non sapeva, come dicevamo poco fa.
MENONE: Dici il vero.

SOCRATE: E c'erano in lui questi pensieri 0 no?

MENONE: Si.

=
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SOCRATE: Dunque, in chi non sa intorno alle cose ©bn sa,
Vi sono opinioni vere che ad esse si riferiscono?

MENONE: Sembra.

SOCRATE: Ora in lui, come un sogno, sono stateisisoque-
ste opinioni; e, interrogandolo di nuovo piu vadtén molti modi
Su queste stesse cose, sta certo che finira peresapn precisio-
ne, sulle medesime, non meno esattamente di dgni. al
MENONE: Pare proprio di si.

SOCRATE: Dunque, egli sapra senza che nessunmsgigii,
ma solo che lo interroghi, traendo egli stessoclanga da se
medesimo.

RAGAZZO: Si.

SOCRATE: E questo trarre la scienza di dentro ace.e ricor-
dare?

MENONE: Certamente.

SOCRATE: E la scienza che ora egli possiede, onfgaid un
tempo o la possedette sempre.

MENONE: Si.

SOCRATE: Dunque, se la possedette sempre, fu aswimgre
conoscente; e se, invece, I'ha appresa in un temypgpoté certo
averla appresa nella presente vita. Oppure ghging qualcuno
geometria? Costui, infatti, fara lo stesso pertiatgeometria, e
per tutte quante le altre scienze. C'e, forse,almgogli abbia in-
segnato tutto? A buon diritto tu devi saperlo: pen altro, per-
ché e nato ed e stato allevato in casa tua.

MENONE: Ma lo so che nessuno gli ha mai fornitemsamen-
ti.

SOCRATE: Ed ha o non ha queste conoscenze?

MENONE: Necessariamente, o Socrate, sembra.
SOCRATE: Allora, se non le ha acquisite nella pmésevita,
questo non & ormai evidente, ossia che le ebbapdrese in un
altro tempo?

MENONE: E' chiaro.

SOCRATE: E non é forse questo il tempo in cui eglih era
uomo?

MENONE: Si .

SOCRATE: Se, allora, e nel tempo in cui € uomoldempo in
cui non lo &, vi sono in lui opinioni vere, le guaisvegliate me-
diante l'interrogazione, diventano conoscenzeinfiardi lui non
sara stata in possesso del sapere sempre in ogpo?eE' evi-



Cap. 1: | Greci 53

dente infatti che, nel corso di tutto quanto il pemtalora e e ta-
lora non & uomo.

MENONE: E' chiaro.

SOCRATE: Se, dunque, sempre la verita degli egseélla no-

stra anima, I'anima dovra essere immortale. Sibitwgna met-
tersi con fiducia a ricercare ed a ricordare cié eftualmente
non si sa: questo € infatti cido che non si ricorda.

MENONE: Mi sembra che tu dica bene, o Socrate, ora so

come.
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CAPITOLO 2
CRISI DELLA GEOMETRIA EUCLIDEA

Per tutto il diciassettesimo ed il diciottesimo @ec

lo la geometria rimase, nella guerra contro I'empi-
rismo, una fortezza inespugnabile degli idealisti.
Coloro i quali credevano (come in generale si cre-
deva sul continente) che fosse possibile una cono-
scenza del mondo reale certa ed indipendente
dall'esperienza non avevano che da indicare la ge-
ometria: soltanto un pazzo avrebbe messo in dub-
bio la sua validita, e soltanto uno sciocco ne a-
vrebbe negato il riferimento oggettivéBertrand
Russell)

1. Crisi del carattere assoluto della geometria

La geometria euclidea resto al centro della matemdino agli
inizi del 1800 quando, ad opera di matematici chawteachevsky
e Bolyai si svilupparono le geometrie non eucliddee geome-
trie che negavano validita al quinto postulatonfridi parlare
delle geometrie non euclidee, esaminiamo piu dawii signi-
ficato del quinto postulato. Per prima cosa mostoiache dagli
assiomi di Euclide escluso il quinto & possibilenaaque deriva-
re che data una rettaed un puntd® fuori da essa esiste almeno
una retta parallela adpassante pdp. Il quinto postulato serve
invece per dimostrare che tale retta € unica. Barvolendo e-
sporre le dimostrazioni complete, vediamo i pasadamental
per provare l'esistenza della parallela e comingiaon il Teo-
rema dell'angolo esterno.

Proposizione 1.1.Un angolo esterno di un triangolo € sempre
strettamente maggiore dei due angoli interni noacaahti.

Dim. Consideriamo un triangolBC e proviamo ad esempio che
I'angolo estern@ = BCD & maggiore dell'angolg= ABC. A tale
scopo denotiamo coM il punto medio del segmen®C e pro-
lunghiamo il segmentdM in un segment@E in modo cheAM
sia uguale ME. Allora i due triangoliABM e MEC sono uguali
avendo i due angoli iM uguali in quanto opposti al vertice e due
lati uguali per costruzione. In particolayesara uguale all'angolo
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¥y = BCE. Daltra parte tale angolo, essendo una paréerisulta
minore did. In conclusiong/e minore dio.

B

A C D

N

Naturalmente la dimostrazione che abbiamo datontivagoro-
sa solo se prima si e provato che tutte le costnifatte sono
rese possibili dai postulati di Euclide (esclusguinto). Ad e-
sempio deve essere prima provato che esiste ibpuatlio di un
segmento, che due angoli opposti al vertice son@lug@ che
valgono i criteri di uguaglianza dei triangoli. Udiscorso analo-
go vale per tutte le dimostrazioni di caratterelidao che sono
fatte in questo capitolo.

Proposizione 1.2Data una retta ed un puntd® non appartenen-
te adr esiste almeno una retta feparallela ad.

Dim. SiaSun punto qualsiasi della rettatracciamo la retta per

Se perP ed indichiamo co® uno degli angoli tra ed il segmen-
to SP. Tracciamo poi una retper P che formi conSPI'angolo

0. Allora se per assurdo le rett@ds si incontrassero in un punto
T, nel triangolo SPT avremmo I'angolo esterno i® uguale
allangolo interno non adiacente B in contrasto con quanto
dimostrato nella proposizione precedente. Quindiettas non
incontrar. [
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Se si accetta il quinto postulato allora & possidimostrare un
teorema piu generale del teorema dell’angolo estermuesto
anche in maniera piu semplice.

Teorema 1.3.Un angolo esterno & uguale alla somma degli an-
goli interni non adiacenti. Ne segue che la sommglicangoli
interni di un triangolo & un angolo piatto.

Dim. Dato il triangolo di vertichA, B, C tracciamo da la

A B D
parallelaBE alla rettaAC. In tale modo si ottiene una coppia di
rette parallele tagliate dalla trasvers@lB. Per un teorema (che
supponiamo di avere gia dimostrato) sugli angdéral interni
abbiamo che/= y mentre per il teorema sugli angoli corrispon-
denti abbiamo che = a'. Cio prova che I'angolo ester@BD &
ugualead a +y. Ne segue anche ciie+a+y= B+y+a & un an-
golo piatto. O

Da tale teorema ovviamente segue anche il teoresiffargyolo
esterno. Tuttavia Euclide preferisce effettuaralimostrazione
del teorema dell’angolo esterno che abbiamo espogRooposi-
zione 1.1 probabilmente perché non utilizza il plagb delle pa-
rallele. D’altra parte I'uso di tale postulato veerimandato negli
Elementi quanto piu possibile quasi a dimostrazidhqualche
perplessita. Naturalmente i matematici greci ereovinti della
verita del quinto postulato. Il problema & che pgassero anche
convinti che esso fosse in realta dimostrabilézatindo gli altri
assiomi della geometria. Tale convincimento rimas@une an-
che a tutti i matematici successivi fino al 18Qtfatti numerosi
furono i tentativi di trovare una sua dimostrazione

Tuttavia nella prima meta del 1800 accade un fattovo:
tre differenti matematici svilupparono un nuovaotigh geometri-
a. Si trattava del tedesco Gauss, dell'ungherebaiBondel russo
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Lobachevsky che fecero la loro scoperta uno indipatemente
dall'altro. Punto di partenza di tali autori &€ umsva visione del-
la geometria che da essi viene considerata un daita fisica
piuttosto che un prodotto a priori del nostro $pirCio compor-
tava che la validita degli assiomi della geometidzesse essere
convalidata o confutata dall'esperienza. Ad esergpto cosa
scrive Gauss.

Secondo la mia piu profonda convinzione, la teatello
spazio ha nei confronti del nostro sapere una pose com-
pletamente diversa da quella della pura teoriaelglifandezze
(aritmetica); infatti, viene assolutamente a marmcatla no-
stra conoscenza della prima quella completa convirez del-
la sua necessita (e quindi anche della sua assolerti#a), che
invece inerisce alla seconda; dobbiamo umilmentenattere
che, mentre il numero e puramente un prodotto dstro spi-
rito, lo spazio possiede una realta anche al drifdel nostro
spirito, alla quale noi non possiamo prescrivereslge leggi
completamente a prior{Lettera di Gauss a Bessel del 9 aprile
1830)

Naturalmente il considerare la geometria alla stet®gua della
fisica comportava una interpretazione delle nozgeometriche
in termini di oggetti esistenti nel mondo reale. Asempio il
segmento congiungente due puni Q poteva essere assimilato
al percorso di minima distanza tPae Q, oppure alla linea per-
corsa da un raggio di luce che partitoRleaggiungeQ. Cio per-
metteva ad esempio di immaginare esperimenti cajpatabilire
se un dato triangolo avesse o meno come sommaydii amterni
un angolo piatto. A questo nuovo punto di vistaaegifronti del-
la geometria corrispondeva poi anche un atteggisoneiverso
nei confronti del quinto postulato. Infatti se penatematici gre-
ci il volere dimostrare tale postulato era solo goastione di e-
leganza e semplicitd e nessuno ne metteva in diudob@lidita, i
matematici dell'ottocento accettavano anche lailpitiss che es-
so non fosse verificato nello spazio reale. Eccellguwche dice
Lobacevskij nell'introduzione al suo libro "Nuowinipi della
geometria" del 1835.

A tutti € noto che, fino ad oggi, nella geometeadoria delle
parallele € rimasta incompiuta. Gli sforzi inutdompiuti dai
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tempi di Euclide, per il corso di duemila anni, sginsero a
sospettare che nei suoi stessi concetti non shiade ancora
quella verita che si voleva dimostrare, e che psgeee con-
trollata, in modo simile alle altre leggi fisichsoltanto dall'e-
sperienze quali, ad esempio, le osservazioni astriche.

Ma nel caso che il postulato delle parallele fdad®o nello spa-
Zio reale, allora esso non poteva essere cert@pravpartire dai
rimanenti postulati (certamente veri). Infatti dese vere € possi-
bile dedurre solo cose vere.

2. Modelli di geometrie non euclidee

Lo strumento per provare in maniera inconfutabite @ quinto
postulato non e derivabile dai rimanenti &€ quellesibire "mo-
delli" matematici che non verificano il quinto polsito ma che
verificano tutti i postulati rimanenti. Tali modielurono chiamati
modelli non euclidei della geometriesponiamo, sommariamen-
te e solo per darne una idea, due modelli di gerenedn eucli-
dea, quello di Klein e quello di Poincaré.

Il modello di Klein. In tale modello

- i punti sono i punti interni ad un dato cercBidi centroC,
- le rette sono le corde del
cerchio (esclusi gli estremi).
Come e illustrato nella figura,
per un puntoP fuori di una
retta r passano infinite rettg
parallele adr. Pertanto non
vale I'assioma delle parallele
E immediato provare che tutt
gli altri assiomi di Euclide
sono verificati. Ad esempio, e
evidente che per due punti
passa una ed una sola retta.
Inoltre la nozione di distanza di
due puntiA e B (che serve per dare la nozione di eguaglianza tra
segmenti) si definisce ponendo

d(A,B) = Hog(

MBINA

MAEINB)
doveM edN sono i punti di intersezione @éB con la circonfe-
renza.
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N

Per capire il significato di tale distanza, suppom ad esempio
che la circonferenza abbia equaziofiey’=1, e calcoliamoci la
distanza di un puntB di coordinateX,0) dal centraoC.

d(C,P) = -Iog(%) = Hog((1-x)/(1+x)).

Questa formula e interessante perché mostra che:

la distanzad(C,P) tende a diventare infinita guangden-

de ad 1, cioé quand®si avvicina al bordo del cerchio.
Cio significa che un segmento unitario che vengssigo verso
il bordo deve subire una contrazione che é tanidgite quanto
piu ci si allontani dal centro. Equivalentementegiamo dire che
se, partendo dal centro del cerchio, cominciamalladitanarci a
passi regolari, tali passi divengono sempre pigglicsenza che
noi ce ne accorgiamo. Pertanto per un essere eatinterno
del cerchio non risulta possibile uscire dal caydfie gli appari-
ra, a tutti gli effetti, un universo non limitat@io in contrasto
con gquanto appare ad un osservatore "esternot geale il mo-
dello di Klein sembra occupare una parte limitatiodspazio.
Possiamo immaginare una tale situazione supponemsopunti
perimetrali del cerchio esercitino una forza diulsjpne verso i
punti interni e che tale forza risulti tanto piutBoquanto piu ci si
awvicina a tali bordi.
Si osservi che la nozione di uguaglianza di angelne definita
in modo analogo a quanto fatto per l'uguaglianzaegimenti e
che tale nozione non coincide con quella usualeideio eucli-




Cap. 2: Crisi della geometria euclidea 61

deo. Inoltre, nonostante le apparenze, un triandiolale geome-
tria ha somma degli angoli interni minore di un @ogpiatto.

Modello di Poincaré Consideriamo ancora come insieme di
punti I'insieme dei punti interni ad una circonfezaS ma cam-
biamo la nozione di
retta. Infatti chiamia-
mo ‘“rette” tutte i dia-
metri e tuttele circon-
ferenze perpendicolari
ad S La nozione di
lunghezza di un seg-
mento si definisce in
maniera non troppo
diversa da quella del
modello di Klein
mentre la nozione di
uguaglianza di angoli € quella usuale del piandigem. Cid €
interessantein quanto, come si vede nel triang@e nella figu-
ra, permette di comprendere perché la somma degiliainterni
di un triangolo € minore di un angolo retto.

Sia il modello di Klein che quello di Poincaré mettono di
dimostrare il seguente teorema:

Teorema 2.1.Esiste un modello che verifica tutti gli assiomi d
Euclide tranne il quinto postulato. Pertanto il rgai postulato
non puo essere dimostrato a partire dai rimansstomi.

Dim. Indichiamo conT la teoria costituita da tutti gli assiomi
proposti da Euclide escluso il quinto postulatdor se tale po-
stulato fosse dimostrabile a partire Hasso sarebbe vero in tutti

i modelli di T. Ma questo & impossibile poiché abbiamo trovato
dei modelli diT che non verificano tale postuldto. O

! Per capire lo schema di tale ragionamento coriaitteril caso sempli-
ce in cuiT € la teoria dei gruppi e si@ala proprieta commutativa. Allora
a non puo essere un teoremalgerché in tale caso tutti i gruppi sareb-
bero commutativi. In altre parole il mostrare uerapio di gruppo che
non € commutativo mostra l'indipendenzaodiaT.
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3. Altre geometrie.

Successivamente il matematico Riemann ed il fisletmholtz,
uno indipendentemente dall'altro, svilupparono getoi in cui
la somma degli angoli interni di un triangolo é#amente mag-
giore di un angolo piatto. In esse non veniva regato il quinto

F

postulato ma anche che un segmento possa esséragato a
piacere. Per avere una idea di tali tipi di geomedr osservi che
nel piano euclideo i segmenti possono essere tiaforne le li-
nee di minima lunghezza congiungenti due puntigisse Cio
suggerisce di identificare le linee rette comettaraento per po-
tersi muovere con minore fatica possibile su di sugerficie, e
guesto qualsiasi sia la superficie. Al variare elsliperfici si ot-
tengono geometrie diverse. Supponiamo ad esempmocclsi
muova lungo la superficie di una sfera, allora ap@acora natu
rale chiamare "segmento" la linea piu breve sogleguperficie
che congiunga due punti dati. E questo il punteista di un ca-
pitano di una nave che si muova sulla superficieestre e che,
ovviamente, deve scegliere la rotta piu breve pggiungere la
sua meta. Ora, se tale sfera ha ce@irsi dimostra che tra le li-
nee congiungenti due purie Q la piu corta € quella che si ot-
tiene intersecando la superficie della sfera caerithio di centro
C e passante pé&r e Q. Naturalmente dei due archi gere Q si
deve scegliere il piu corto € cio crea un piccalmbfema quando
i due puntiP e Q sono diametralmente opposti. Allora & opportu-
no considerare solo una parte della superficiecsfén modo che
non vi siano punti diametralmente opposti.

Trascurando i particolari tecnici, € immediatodersi conto
che il gquinto postulato non vale per tale geomefiaconsideri
ad esempio la figura dove i tre puRti Q ed R sono tali che i
piani PCQ e PCRsi intersecano in una ret®C ortogonale al pi-
anoCQR Allora nel triangold?QRgli angoli inQ edR sono ret-
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ti e cio é in contrasto con il quinto postulatdadiclide. E’ anche
interessante osservare che il Teorema di Pitagmmavale in tale
modella Basta sempre riferirsi al triangolo con tre anggiti. In
tale triangolo i lati sono uguali, supposto cheuriigw a # 0, se
valesse il Teorema di Pitagora avremmo ahe 2a° da cui, di-
videndo pem? avremmo che 1 = 2.
E facile vedere che in tutti i triangoli la sommegld angoli di
tale triangolo &€ comunque maggiore di un angoltqia

Come abbiamo gia detto, se si considerano supéiffe-
renti dalla superficie sferica e si definiscon@gmmenti come le
linee di minima distanza (dette geodetiche), algirattengono
altri tipi di geometrie. Pertanto esistono tarpi tli geometrie a
due dimensioni quanti sono i tipi di superficieldedpazio. Inol-
tre, da un punto di vista matematico, non é diffislittare di una
dimensione e considerare una "superficie tridinwrae” im-
mersa in uno spazio a quattro dimensioni. Bastaiderare una
equazione a quattro incognite, chiamare "spazidmguansiona-
le" I'insieme delle sue radici (cioé dei punti diausuperficie nel-
lo spazio quadrimensionale) e definire al solisegmenti come
le curve continue di tale superficie che siano g#iode. A tale
superficie corrispondera una geometria a tre difoenghe in
generale risulta essere diversa da quella euclidea.

4. Crisi dell'approccio sintetico: Cartesio
Abbiamo visto come la scoperta delle geometrie eoadlidee
abbia messo in crisi il convincimento del carattassolto della
geometria Euclidea. In realta, prima ancora chetabrscoperte,
un primo fondamentale elemento di crisi del metdd&uclide
(se non proprio della sistema geometrico di Eutlglenanifesto
con il sistematico processo di algebrizzazioneadgtometria.
Tale processo, iniziato nella prima meta del 1866 Nicola
d’'Oresme, trasformera la geometria "sintetica” dclile, in cui
si dimostrano teoremi e si tracciano figure, inliguehe attual-
mente si chiama geometria "analitica" in cui tutgroblemi si
riducono alla ricerca di radici di sistemi di equez algebriche.
In un certo senso si passa dalle "dimostrazionifigame” tipiche
della geometria euclidea ai “calcoli” tipici deigometria anali-
tica. Infatti, come & noto, la geometria analiscattiene quando,
fissati due assi e su di essi due unita di misirsiano identifica-
ti

- i punti del piano con le relative coordinate,
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- le rette con le equazioni di primo grado,
- le coniche con le equazioni di secondo graddteinpgene-
rale, le curve con opportune equazioni implicitesplicite.

Allora ad ogni operazione geometrica corrisponde operazio-
ne di carattere analitico (cioé relativa ai nunmegli). Ad esem-
pio l'intersezione di due curve si traduce nelfaltizione di un
sistema di due equazioni.
Concorsero a tale processo di algebrizzazione Heite filosofi
come Fermat e Cartesio. In particolare € interéssssaminare il
libro di CartesioLa Geometriache & una delle appendici del fa-
mosoDiscorso sul Metoddel 1637. La Geometria € costituita da
tre parti, di cui la prima porta il titoltDei problemi che si pos-
sono costruire col solo uso di cerchi e di linegea® Si deve te-
nere conto che il termine "costruzione" di un peolh si deve
intendere come "costruzione geometrica di un setpneme sia
soluzione del problema" e quindi corrisponde aoftzione" di
un problema. In questa prima parte si illustra camepossibile
elaborare un "calcolo geometrico" dei segmenti €H&nalogo
geometrico della moderna teoria dei numeri reali.

Come l'aritmetica € composta solo di quattro, ceawmpera-
zioni, la Somma, la Sottrazione, la Moltiplicaziph@ Divi-
sione e la Estrazione delle radici, che si puo aderare una
specie di Divisione, cosi anche in Geometria, p@ardo ri-
guarda le linee che si cercano . ..

Il brano prosegue spiegando come si possandea@rrispon-
denti operazioni con i segmenti. Per la sommaset@azione la
cosa e evidente. Per quanto riguarda il prodotto divisione si
utilizza la nozione di proporzione. Infatti suppamio di volere
moltiplicare i segmenti e c. Allora basta trovare una costruzio-
ne geometrica per cui valga una proporzione del tipd = c:x
in quanto, essendo il prodotto dei medi ugualeratipito degli
estremi, in tale caso il segmentaappresentera il prodotto di
per c. D'altra parte € ben noto come ottenere grandezzgor-
zionali in geometria: basta considerare triangalilg

Definizione 4.1. Il triangolo ABC si dice simile al triangolo
A'B'C' se l'angolo inA & uguale all'angolo i, l'angolo inB é
uguale all'angolo iB' e I'angolo inC e uguale all'angolo i@".
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Ovviamente la relazione di similitudine € una riaag di equi-
valenza, cioe e riflessiva, simmetrica e transitReordando che
nella geometria euclidea la somma degli angolirmtdi un tri-
angolo e un angolo piatto, & possibile dimostrargelguente pro-
posizione.

Proposizione 4.2 Dati due triangoli e sufficiente che due degli
angoli siano uguali perché si possa asserire ane simili. Dati
due triangoli rettangoli, & sufficiente che unoldeggoli sia u-
guale per asserire che sono simili.

Il seguente teorema, di cui omettiamo la dimostraej gioca un
ruolo fondamentale nella matematica.

Teorema 4.3.Due triangoli simili hanno i lati proporzionali. (Pi
precisamente, supponiamo cheB, Csiano i vertici di un trian-
golo eA', B', C'i vertici di un altro triangolo. In tale caso &nt
golo in A e uguale all'angolo iA', I'angolo inB & uguale all'an-
golo inB', e I'angolo inC e uguale all'angolo i€, allora
AB:AB'=AC:A'C' e AC:AC'=BC:B'C.

5. Calcolo dei segmenti
Utilizzando il teorema degli angoli simili Cartegiace, con rife-
rimento alla seguente figura,

. . sia per esempio BA l'unita: se bisogna mix#we BD
per BC devo soltanto aggiungere i punti A e C, tpmiciare
DE parallela a CA, e BE e il risultato di questa ltipdicazio-
ne.

In altre parole si considerino due rette disting i puntoB e
due puntiD e C su tali rette in modo chBD sia uguale a e BC
sia uguale &. Sia inoltreA un punto della retta p& e D tale
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che BA sia unitario. Si tracci infine la parallelafsC perD e si
denoti corkE il punto di intersezione con la retta e C. Allora
per la similitudine dei triangolCBA e EBD risultera che 1 BD =
BC: BE. In conclusioneBE ¢ il prodotto cercato.

Esercizio. Calcolare il prodotto di 3 per 5 in modo grafiaoé
utilizzando riga e compasso).

La stessa costruzione, quando si sianoBlatdBD, vale per la
divisione.

.. . Se invece bisogna dividere BE per BD, avamito i
punti E e D, traccio AC parallela a DE e BC e ibgiotto di
guesta divisione.

Cioe, se si deve dividere il segmemter il segmente, allora
basta fissare un punt® in modo cheBE sia uguale a ed un
puntoD in modo cheBD sia uguale &. Tracciata allora la retta
per A parallela adeD, chiamo corC il punto di intersezione con
la retta peB edE. Il segmentdBC e il risultato della divisione
come si ricava dalla proporzione BD = BC: BE.

Esercizio.Calcolare 6/3 in modo grafico.

Anche nel caso di estrazione di radice quadratéaaim che il
problema si traduce nello stabilire una opporturmg@rzione.

F G K H

. . . Se bisogna estrarre la radice quadrata di Giggiungo in
linea retta FG, che € l'unita, e dividendo FH inedparti uguali
nel punto K, dal centro K traccio (la semicircordaza) FIH, poi
innalzando dal punto G una linea retta fino ad | agoli retti
su FH, Gl é la radice cercata.

Il fatto che IG sia il segmento cercato e giusdificdal seguente
teorema.
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Teorema 5.1.La misura del segment@l € la radice quadrata
della misura del segmentH.

Dim. Da notare che per un teorema della geometria @aclid
I'angolo in| & retto? Per il secondo teorema di Euclide I'altezza
di un triangolo rettangolo & media proporzionaldedgroiezioni
dei cateti. Pertanto vale la seguente proporzione

FG: Gl =Gl:GH.
Poiché il prodotto dei medi € uguale al prodottglidestremi,

FGIGH =GI?

e quindi, essendbG = 1, HG = GI2. Se si vuole poi dimostrare
tale teorema, € sufficiente mostrare che sonoigiihile triangoli
FGI e IGH. Ora per mostrare che due triangoli rettangolioson
simili e sufficiente provare che hanno un angajoale. Ma cio
non é difficile perché essendo la somma degli artjaln trian-
golo un angolo piatta) = 180-90y = 90y ed essendo il triango-
lo retto inl , risulta chep’ = 90y. Pertanta =¢’. [

Ad esempio se voglio trovare graficamente la raiedlora ap-
plico la seguente procedura:

1. Traccio un segment®H di lunghezza 9

2. Prolungo a sinistra tale segmento con un segnieh di
lunghezza 1

3. Trovo il punto medi& del segmentéH

4. Traccio la circonferenza di cent{ce diametrd~H = 10

5. Alzo la perpendicolare dal pur®
Il segmentdGl misurera esattamente 3, cioé la radice di 9.

Esercizio. Trovare la radice di 7 in maniera grafica utilizda
cioé un righello ed un compasso.

6. Il “Discorso sul Metodo”

Il calcolo dei segmenti era alla base del metodp@sto da Car-
tesio, tuttavia si deve sottolineare che quello Cheesio propo-
neva era una riduzione della geometria ai suoi @htinpiu sem-
plici, i segmenti, e non una riduzione della geagiaed manipo-

2|l teorema dice che I'angolo al vertice & la ma#i’angolo al centro.
Ne segue che il nostro angolo € la meta di un angjatto.
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lazione algebrica di numeri come avviene attualmermdla geo-
metria analitic&.

Tutti i problemi della geometria si possono facifrteeridurre
a tali termini che in seguito per costruirli bastanoscere la
lunghezza di alcune rette.

Tali elementi semplici si possono manipolare coarapioni si-
mili a quelle dell'aritmetica e pertanto € piu etiw dire che con
Cartesio si ha una algebrizzazione della geometréa pone la
nozione di operazione alla base di tutto.

D'altra parte in Cartesio non vi era solo l'esigedi ridurre
la geometria a calcolo (di segmenti). Altrettamtgortante era il
processo inverso che consiste nella possibilitatdrpretare ogni
discorso algebrico in termini geometrici. In alparole egli pen-
sava si dovesse
- da un lato liberare la geometria dal ricorso b alle figure
che affaticavano inutilmente I'immaginazione
- da un altro lato dare significato alle operazidell'algebra per
mezzo di una interpretazione geometrica.

Quanto poi all'analisi degli antichi e all'algebidei moderni .

.., la prima e sempre siffattamente legata alasiderazione
delle figure, che essa non puo esercitare l'irgelliza senza
affaticare di molto I'immaginazione; e, nella sedanci si &

talmente assoggettati a certe regole e a certecidhe se ne é
fatta un‘arte confusa ed oscura, la quale tieneamahzato lo

spirito, invece di (essere) una scienza che lawiolt

Scopo dichiarato di Cartesio € la ricerca di unauietgenerale in
contrasto con il modo frammentario con cui procedevi greci
antichi quando si trattava di trovare una dimostraz o di risol-
vere un problema. Se infatti & certamente un meleiogreci il
fatto che ogni dimostrazione sia rigorosamenterotiabile nei
sui singoli passaggi, niente viene detto da essa @i metodo che
si dovrebbe seguire per poter trovare nuovi teoremimostra-
zioni. Pertanto restiamo disarmati di fronte adiogroblema

3La geometria analitica intesa come completa riduzaircalcolo nume-
rico non era possibile in quanto nel 1600 non &tasancora data una
definizione di numero reale svincolata dall’inteizé del continuo (bi-
sognera aspettare per questo la fine del 1800).
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nuovo che si presenta e dobbiamo ogni volta proegaer tenta-
tivi.
Il metodo proposto da Cartesio per la geometrisgisteva

- nell'indicare con lettere i dati e le incognitieun problema
geometrico

- di tradurre le informazioni disponibili in equeai

- nel semplificare, tramite calcoli algebrici,dquazioni quan-
to piu possibile

- nel risolvere le equazioni risultanti da talenpéificazione in
termini geometrici.

Pertanto abbiamo un passaggio del tipo

Geometria— Algebra— Geometria
piuttosto che un annullamento della geometria. #eh®io dopo
aver tradotto un problema geometrico in una equazi secon-
do grado era opportuno semplificare al massimodgleazione.
Giunti pero alla forma piu semplice possibile sotuzione della
equazione finale doveva essere di tipo graficotaifey la risolu-
zione grafica (detta costruzione) di semplici edprizli secondo
grado, in particolare il calcolo grafico di unaidquadrata, era
un elemento essenziale della teoria di Cartesio.
Ecco che cosa dice Cartesio nella Gammetria

Cosi, volendo risolvere qualsiasi problema, si deveanzi
tutto considerarlo come risolto, e si devono daed momi a
tutte le linee che sembrano necessarie per la sgauzione,
sia quelle ignote, sia alle altre. Poi, senza fateuna diffe-
renza tra queste linee, note ed ignote, bisogneomitire le
difficoltd secondo I'ordine che mostra nella maai@iu natu-
rale in che modo tali linee siano in rapporto trard, fino a
che non si sia trovato modo di esprimere una meaesjuan-
titd in due maniere diverse: cid si chiama un'edome (in
una sola incognitapoiché i termini di una di queste due e-
spressioni sono uguali a quelli dell'altra.

Si noti che Cartesio tratta prevalentemente probtshe si tra-
ducono in una equazione ad una sola incognita el'idea di
luogo geometrico, insieme dei punti le cui coorteneerificano
una equazione a due variabili, non e presente sallaopera se
non in modo saltuario.
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Concludiamo questo paragrafo sottolineando chtedeie
matematiche di Cartesio erano strettamente lediaigoasistema
filosofico piu generale. Basti pensare che il shmlLa Geome-
tria non venne pubblicato come un trattato a sétestama come
una delle tre appendici déDiscorso sul metodo"il cui titolo
completo &€"Discorso sul metodo per ben condurre la propria
ragione e cercare la verita nelle scienz='the tali appendici a-
vevano appunto il ruolo di illustrare il suo metdilosofico ge-
nerale. | precetti fondamentali di tale metodo eran

- Il precetto dell'evidenza,;

- Il precetto dell'analisi;

- Il precetto della sintesi;

- Il precetto del computo completo.

Ed il primo era, di non accettare cosa alcuna perasquando
non la riconoscessi evidentemente per tale: cioégvitare

studiatamente la precipitazione e la prevenziondi eon ac-

cogliere nei miei giudizi nulla di piu di cido che@esentasse
si chiaramente e si distintamente al mio spiritonda poter
aver motivo alcuno di metterlo in dubbio.

Il secondo, di dividere ogni difficolta, ch'io esaassi, in

parti elementari fino al limite del possibile e qua sarebbe
richiesto per trovarne la migliore soluzione.

Il terzo, di condurre per ordine i miei pensierpminciando
dagli oggetti piu semplici e piu facili da conoscper salire a
poco a poco e come per gradi alla conoscenza deicpim-
plessi. ..

E l'ultimo, di fare, in ogni argomento, enumerazia@osi

complete e verifiche cosi generali da essere sidliraulla

omettere.

7. La “costruzione” delle radici di una equazione

Per illustrare il fatto che I'approccio cartesiaman € volto alla
sola "traduzione" di ogni problema geometrico iolgpema alge-
brico, esaminiamo come ai tempi di Cartesio si adeasformare
un problema algebrico in uno geometrico. Considesiaad e-

sempio I'equazione di quarto grado
X-x3-3x%-4 = 0. (7.1)



Cap. 2: Crisi della geometria euclidea 71

Possiamo tentare di abbassare il grado di questazime po-
nendoy = X* e poi sostituendo al postoxfila variabiley. In tale
modo si ottiene il sistema di due equazioni di sdoagrado
YVxy-3y-4=0 ; y=x.

di cui (7.1) é la risultante. Poiché ciascuna enumeezpud essere
vista come I'equazione di una conica, cio signitica:

e possibile "costruire” le soluzioni di una equagiai quarto

grado intersecando due opportune coniche.
Piu precisamente dobbiamo disegnare le due coritieesecarle
e poi andare a vedere le ascisse dei punti diseténe. E il pro-
cesso inverso a quello a cui siamo abituati: qustiocui, doven-
do trovare i punti di intersezione di due conicbajviamo il si-
stema delle relative equazioni, troviamo I'equagioigultante e
poi risolviamo tale equazione con qualche formBlaiché la ri-
soluzione di una equazione di quarto grado & ubl@nma com-
plicato, lo si traduce nel pit semplice problemafigo) di inter-
secare due coniche. In questo modo si capisce grericgé, in
generale, una equazione di quarto grado ha qusathuaioni.

Naturalmente se invece della semplice sostituzjone® si
utilizza qualche parametro, allora € possibilerate altri tipi di
coniche. Ad esempio se si pone
y = X+ Ax+

allora elevando al quadrato entrambi i membri'eig@llazione si
ottiene

V2= X NOCH L+ 2083+ 20 X+ 2A X,
Da tale equazione si ricava ché = y? -A5¢-1F-2A3-2 -
2Aux e sostituendo in (7.1) si ottier&x’>-3x*-4 = 0.
V-(2A+1)XC-(2L AP +3WC-2A pax-1-4 = 0.,
Ponendol = -1/2 eliminiamad, ed otteniamo
VP-(2+1314YC+px- 14 = 0.
Possiamo ora scegliere il parametrin modo opportuno. Ad e-
sempio se scegliam@in modo che 2+13/4 = 0, ciogu= -13/8
tale equazione diventa I'equazione di una paral&@ascegliamo
M in modo che p2+13/4=-1, tale equazione diventa quella di un
cerchio. In definitiva possiamo ottenere le radiell'equazione
(7.1) sia intersecando due parabole, sia intersiecana parabola
con un cerchio.
Quanto fatto per 'equazione (7.1) puo essere fa¢tr ogni
equazione di quarto grado.
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Proposizione 7.1.Le radici di una equazione di quarto grado
possono essere trovate considerando le ascisgeimkeidi inter-
sezione di una parabola fissata e di una iperdwedgende dal-
la equazione data.

Dim. Data I'equazione’+ax*+bx+cx+d = 0, poniamoy = X2. Si
ottieney*+axy+by+cx+d=0 e quindi 'equazione di quarto grado
& la risultante dellequaziongy = x* di una parabola e
dell’'equaziong/(y+ax)+by+cx+d = 0 di una iperbole.

Nel caso di equazione di terzo grado le cose aorora piu
semplici. Ad esempio consideriamo I'equazione
X2-2+x-1 = 0.
Postoy = X° si ottiene che tale equazione ¢ la risultantesdel|
quazioni

Xy-2y+x-1=0 ; y=x4
che rappresentano una iperbole ed una parabola.

Da notare che il disegno delle coniche venivaofatbn
“macchine” che tracciavano le curve in modo mecamarallo
stesso modo come un compasso traccia un cerchi@sguhpio
in un bel sito sulle “macchine matematichefene riportata la
seguente macchina per tracciare parabole:

* Si veda http://www.museo.unimo.it/theatrum/macehifOlab.htm.
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8. Aritmetizzazione della geometria: la sparizionelelle figure

“Il lettore non trovera figure in questo
lavoro. | metodi che esporrd non richie-
dono costruzioni né geometriche né mec-
caniche, ma solamente operazioni alge-
briche, soggette a una procedura regola-
re e uniforme.” Jean Louis Lagrange,
Mécanique Analytique

Se si considera lI'importanza che la geometria dii@® aveva
avuto nella cultura dei greci ed in quella sucegssti si rende
conto di quanto fosse un evento rivoluzionario gendente la
scoperta delle geometrie non euclidee. | pensategedenti a-
vevano costantemente ritenuto che vi fosse una gedanetria
vera e che le sue leggi fossero necessariameniie quEuclide.
Inoltre il modo di procedere geometrico era sengieto Vvisto
come un modello a cui ispirarsi in tutti gli altdmpi del sapere.
L'apparire di tali nuove geometrie confutava que&stevinzioni
perché se piu teorie dello spazio contrastantidia sono logi-
camente possibili e se solo una di queste potesexresera, allo-
ra la geometria, e piu in generale la matematica paieva piu
essere considerata lo strumento per giungere afigyv

D’altra parte il mettere in discussione il ruolentrale ed as-
soluto della geometria faceva nascere in modo sepior pres-
sante l'esigenza di trovare una nuova base allamadica. Si de-
ve anche tenere conto che era necessario inquaanates la
nuova matematica nata dai metodi infinitari decobd differen-
ziale.

| passi di una tale nuova fondazione della mate@atonsi-
stirono essenzialmente:

a) nell'aritmetizzazione della geometria e dell'&@ial
b) nella teoria degli insiemi di G. Cantor.

Abbiamo gia visto che con Cartesio la geometriastaita ridotta
ad un calcolo dei segmenti e quindi, in un certaeseg ridotta
all'algebra. Per poter fare completamente a meta geometria
era allora necessario un ulteriore passo: so&ilircalcolo dei
segmenti un calcolo numerico che si fondasse swndidefini-
zione di numero reale completamente indipendenténtazio-
ne geometrica.
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Nel prossimo capitolo mostreremo come cio sia ipies
definendo prima i numeri naturali, poi gli intedlativi, poi i ra-
zionali ed infine i reali. In questo paragrafo aaceper scontata
la conoscenza dei numeri reali e mostreremo comneuaneri
siano sufficienti a definire le nozioni geometrich#atti, come &
noto, con lo sviluppo della geometria analiticagtometria di-
verra un capitolo dell’algebra lineare sul campordeneri reali.

Teorema 8.1.SiaR l'insieme dei numeri reali, chiamianmmano
euclideoil prodotto cartesian®xR, e puntii suoi elementi. Inol-
tre chiamiamaretta un insieme di punti che verifichi una equa-
zione lineare del tipax+by+c = 0. Allora la struttura ottenuta in
tale modo verifica tutti gli assiomi della geomateiuclidea.

Dim. Proviamo ad esempio che per due punti distxild) e
(x1,y1) passa una ed una sola retta. Tale problemadideain
quello di trovares, b, ¢ (non tutti nulli) tali che

axthby, +¢=0

axtby; +¢=0
Si tratta di un sistema omogeneo di due equazielfé mcognite
a, b e c e dalla teoria dei sistemi lineari si sa che dad punti
sono diversi tra loro tale sistema ammette infin@iizioni e che
due diverse soluzioni sono proporzionali tra Id¥@ segue che
tutte queste soluzioni rappresentano una stessaeaatio prova
I'esistenza e I'unicita della retta peKo,(Yo) € (1, y1). Pit in ge-
nerale, possiamo dire che il passaggio per un pa&nboa condi-
zione lineare omogenea e che quindi la retta clssgpper due
punti prefissati distinti si trova imponendo duendzioni lineari
omogenee. Da cio segue l'esistenza e 'unicitaldi tetta.

In modo analogo possiamo provare poi il quintotylaso.
Si tratta di verificare che dato un puRc= (X,y) ed una retta,
che supponiamo di equazioag+by+c= 0, allora esiste una ed
una sola retta passante pey) e parallela ad. Ma anche il pa-
rallelismo & una condizione lineare omogenea paictéretta’
con coefficientia’ e b’ e parallela ad se e solo sab’-a’b = 0.
Pertanto esiste ed € unica la rettapparallela ad. In  modo
altrettanto semplice si dimostrano i rimanenti @esi [

Un processo di riduzione al calcolo dei numeriiréastato poi
fatto anche per quanto riguarda I'analisi materaatiofatti na-
scono le attuali definizioni di limite, derivatayrizione continua
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che fino alla prima meta dell'ottocento si basavanba intui-
zione del continuo geometrico. In definitiva siuattquello che
viene a volte chiamattprocesso di aritmetizzazione della ma-
tematica” in cui tutto viene ridotto ai numeri reali. Poichéu-
meri reali si possono definire a partire dagli intdappare l'an-
tica idea della scuola Pitagorica per cui tuttdcérnducibile ai
numeri interi.

9. Intuizione geometrica e falsi teoremi euclidei

Le dimostrazioni presenti nei libri di Euclide sosempre molto
belle ed intuitive. Infatti in esse sono sempresendi sia il rigore
logico della deduzione sia l'interpretazione irit@tdei singoli
passi di tale deduzione. Tuttavia a volte I'intarz geometrica
trae in inganno (come abbiamo gia visto nel cada d=ui-
scomponibilitd) ed in questo paragrafo mostro dlesempi. Nel
seguito riporto la dimostrazione, di tipo euclidde| fatto che 5
= 0. Non so chi I'abbia inventata in quanto mi &atraccontata
da un collega a cui € stata raccontata da un @iliega . . . La-
scio a chi legge il compito non facile di trovaxvd e I'errore.

Teorema 9.1l numero 5 & uguale al numero 0.

Dim. Tracciamo un segmeniaC ed alziamo dd& un segmento
AD perpendicolare ®C. Alziamo daC un segmento di uguale
lunghezza che faccia un angolo di 95 gradi col ssgaCD. Ot-
teniamo un quadrilatero di vertid, B, C, D. Tracciamo ora
I'asse diDC (dal punto medidJ di DC) e I'asse dAB (dal punto
medioM’ di AB). PoichéDC non € parallelo adB i due assi non
sono paralleli tra di loro e pertanto si incontréman puntoH.

Si vengono pertanto a formare due triangdtD e BHC che ri-
sultano uguali. InfattAD é uguale &C per costruzioneAH =
HB perché il triangoldAHB e isosceleDH = CH perché il trian-
golo DHC e isoscele. Dal fatto cheHD sia uguale 8HC com-

porta che I’angold\f)H sia uguale alI’angoIcHéB . Essendo il

triangoloDHC isoscele, risulta anche che¢DC = DCH . In de-
finitiva possiamo concludere che

ADC = ADH +HDC = HCB+HDC = DCB
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90> {95,
D M C
e quindi che 90 = 95. Sottraendo 90 si ottieneCché. O

Corollario 9.2. lo sono l'uomo piu bello, piu intelligente, piu
simpatico del mondo, inoltre sono anche il piu geamatemati-
co che sia mai esistito.

Dim. Se consideriamo I'insieme costituito da me, daltho piu
bello, dall’'uomo piu intelligente, dall’'uomo piungpatico e dal
pil grande matematico che sia mai esistito arriviaad un in-
siemeX con 5 elementi. Poiché abbiamo dimostrato che 5% 1
ha un solo elemento e quindi tutte le persone @cheléncato
prima sono in realta una unica persona. Cio proserollaric’.

Un altro falso teorema (in cui viene fatto un egreimile a quello
del teorema ora esposto) € il seguente.

Teorema 9.3.Tultti i triangoli sono isosceli.

Dim. Consideriamo un triangolo di vertidi B, Ci suoi vertici e
conM il punto medio del segmenBC. Alziamo daM la perpen-

® Questa dimostrazione & un owvio adattamento didimestrazione

che si racconta abbia fatto Bertrand Russell. RaRussell sia stato
chiesto come possa essere accettata una cosatiama per cui a parti-
re da una asserzione falsa possa essere dimogti@taasi altra asser-
zione e che per sfida gli sia stato chiesto com2=dasi possa dimostra-
re, ad esempio, che Russell &€ Dio. La rispostaudsBll fu appunto che
essendo Russell e Dio due cose distinte ed esserdoallora Russell
non poteva che essere uguale a Dio.



Cap. 2: Crisi della geometria euclidea 77

dicolare aBC e daA la bisettrice dell'angolo i\. Due sono i ca-
si: che le due rette si incontrino in un punto e skano parallele
(si vedano le figure affianco). Nel primo caso aidamo corfF il
punto di incontro e, dopo avere tracciato i segimeBted FC, a
partire daF tracciamo le perpendicoldfG e FH adAC e AB. |
due triangoliAHF e AFG sono uguali in guanto sono rettangoli,
hanno un lato in comune e, essendo la rAf&ala bisettrice,
'angolo HAF € uguale all'angold-AG. D’altra parte i due trian-
goli BFM e MFC sono uguali in quanto rettangoli cBM = MC
ed il latoMF in comune. Ne segue che esseBéfo= FC e HF =
FG i due triangoli rettangolBHF e FCG sono uguali. Conclu-
dendoAB = BH+HA = CG+AG =AC e quindiABCe isoscele.

Consideriamo ora il caso in cui la bisettrice edeBC non si
incontrano.

A

B M D C

Allora le due rette sono parallele e quindi la thiigee risulta per-
pendicolare 8C. Ne segue che i due triangoli rettang®DA e
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ADC avendo un lato in comune ed i due angolfinguali sono
uguali. Pertant®A =AC. 0

Ora mostro un esempio di coppia di figure che serebbero
equiscomponibili ma non lo sono.

Proposizione 9.4. (Paradosso della scomposiziond daadra-
to). E’ possibile scomporre un quadrato di area 576 tezhere
un rettangolo di area 585.

Dim. Costruiamo un quadrato di lato uguale a 24 e taglia in

due rettangoli di lati 24 e 9 e 24 e 15. Tagliahettangolo pic-
colo in due triangoli rettangoli di cateti 9 e 2d i rettangolo
grande in due trapezi rettangoli di cateti 15 ed potenusa u-
guale a 15. Ricomponiamo poi tali pezzi in modoottanere il
rettangolo dato in figura di lati 15 e 39 (si vedde figure). Per
costruzione il quadrato ed il rettangolo sono exprigonibili.

AREA = 24x24
15 B g 15 =576

AREA = (15+24x15=3%15 = 585

Inoltre I'area del quadrato & uguale a24 = 576, l'area del ret-
tangolo risulta uguale a £39 = 585° O

¢ Chi non fosse convinto dei disegni pud provarera &speri-
menti con un foglio di carta quadrettato ed un pirbici.



CAPITOLO 3
DEFINIRE | NUMERI

Dio creo i numeri naturali, tutto
il resto & opera dell'uomo.
Leopold Kronecker (1823-1891)

1. Un punto di partenza: terne di Peano

In questo capitolo vogliamo mostrare come sia jpdsstefinire
i numeri, ed in particolare i numeri reali i quaipme abbiamo
gia osservato nel capitolo precedente, possonoeessasiderati
la base su cui fondare una buona parte della métamaCo-
minciamo con i numeri naturali, cioe gli interi o8 0, 1, 2, ...
Tali numeri costituiscono una nozione tanto immedizhe pro-
babilmente pretendere di definirla, quindi di ridua termini piu
semplici, non ha molto senso. Tuttavia lo sforzdefinirli ha il
vantaggio di mettere in rilievo le proprieta esselhzi tali nu-
meri. Il sistema comunemente accettato &€ quellatdoa Dede-
kind ed a Peano che assiomatizzano I'idea intupieacui I'in-
sieme dei numeri naturaé il frutto del “processo di aggiungere
un nuovo elemento ad un elemento dato” e quindsulicessi-
vo” (si veda il raccontino di Zavattini alla fin@ldcapitolo).

Definizione 1.1.Consideriamo una struttura algebrica €, )
con s operazione 1l-aria egyJS elemento designato. Diciamo
che tale struttura € untarna di Peancse sono verificati i se-
guenti assiomi:

P1 s:S - Seé unafunzione iniettiva

P2 7 0Os(9), cioéz, non e il successivo di nessun elemento

P3 per ogni sottoinsiemB di S

gD esD) 0D=D=S?

! A tale scopo utilizzeremo alcune nozioni elemerdateoria degli in-
siemi e relative alle strutture algebriche, argotinelme supporremo gia
noti al lettore ma che comunque saranno esposfirnesimi capitoli.

2 Da notare che tale teoria & espressa “al secomtiioed. Cio significa
che si utilizza un linguaggio in cui si applica goantificatore (“per
ogni”) a sottoinsiemiD di S. In logica matematica, come vedremo,
normalmente si considerano invece teorie “del promine” in cui
possibile quantificare solo su elementiSliEsiste pertanto anche una
teoria del primo ordine delle terne di Peano cldremo nel seguito.



Cap. 3: Definire i numeri 80

La funziones : S- S viene chiamatdunzione-successaréele-
mentoz, viene chiamat@lemento nullps(x) il successivo di.x
L'assiomaP3 & quello piu importante e prende il nomgdici-
pio di induzione matematic®3 pud anche essere scritto al mo-
do seguente:

(zoO0 X) e kK OX = s(x)0OX)) = X =S.

Quando si propone una teoria si deve anche pralaene
esiste almeno un modello. In caso contrario laideparlerebbe
del nulla. Pertanto dovremmo provare che esistemnuna ter-
na di Peano, cosa che faremo in seguito. Non &itéftrovare
comunque esempi “concreti” di terne di Peano, peglin dire
esempi di esperienze da cui sia possibile far magaanozione di
terna di Peano tramite un opportuno processo dhashe. Ne
esponiamo due.

Terne di Peano e tacche di legr®curamente uno dei sistemi
utilizzati dagli uomini primitivi per contare le pere di un greg-
ge e quello di mettere delle tacche su di un pdiiegno o su di
un 0sso. Questo suggerisce che l'insieme dellebiosacche su
un pezzo di legno costituisce un esempio di tein@eaéno. In
tale caso un pezzo di legno senza tacche rappaetgnmtmo e-
lemento, l'operazione di aggiungere una taccgpenazione suc-
cessore. Per maggiore precisione dobbiamo ideant#fidue pez-
zi di legno che abbiano la stessa quantita di taccme rappre-
sentativi dello stesso numero.

Terne di Peano e sassalikin altro mezzo per contare & quello
di utilizzare sassolini. Consideriamo ad esemp@pienti con-
tenenti sassolini. Un recipiente vuoto corrisporall® zero.
L'operazione di aggiungere un sassolino ad un reaip corri-
sponde all’operazione di successivo.

Naturalmente tali esempi non sono di tipo matectbaé se
volessimo essere piu rigorosi dovremmo procederpialche
forma di “idealizzazione”. Ad esempio nel caso dekzi di le-
gno con tacche si deve immaginare che esistarutirgossibili
pezzi di legno, almeno uno per ogni possibile seraei tacche.
Inoltre se due pezzi di legno hanno tre taccheralklievono es-
sere considerati equivalenti, cioé rappresentdiivin solo “og-
getto ideale” (il numero 3).
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E’ anche interessante far vedere che molte steutthe i ma-
tematici utilizzano usualmente non sono terne dnBeecco al-
cuni esempt.

SiaZ linsieme degli interi relativiallora ¢,s,0), doves(x) =
x+1 non & una terna di Peano. Infatti 'assioRfanon vale in
quanto O e il successore di -1. Inoltre non valamenoP3. In-
fatti I'insieme D degli interi maggiori o uguali a zero pur verifi-
cando le due condizioniD e D [Is(D) non coincide co&.

Sia R" l'insieme dei reali maggiori o uguali a zerallora
(R",s,0) non & una terna di Peano. Infatti anche sasgiiomiP1
e P2 sono soddisfattP3 non e soddisfatto.

Sia Z/m l'insieme degli interi modulan e consideriamo la
struttura Z/m s, [0]) doves([X]) = [X]+[1] = [x+1]. E’ evidente
cheP3 ¢ verificata, tuttavi®2 non vale in quanto [0] € successo-
re di [m-1]. Questo mostra ch&/m, s, [0]) non € una terna di
Peano.

Problema: Esiste una terna di Peano con 5 elementi ?
Problema. Dimostrare cheR’,s,0) non & una terna di Peano for-
nendo almeno due esempi di insieme per cui nonilatacipio

di induzione.

Problema. Consideriamo la strutturdNg, s, z;) con N, insieme
dei numeri naturalizy = 0 eds definita dal porres(n) = 2n+1.
Dire se tale struttura & una terna di Peano.

Esercizio. Consideriamo la strutturd®( s, z;) conD insieme dei
numeri naturali dispariz, = 0 eds definita dal porres(n) = n+2.
Dire se tale struttura & una terna di Peano.

Esercizio. Consideriamo la struttureéS6, z;) con S insieme dei
numeri naturali maggiori o uguali a %,= 5 e porres(n) = n+1.
Dire se tale struttura & una terna di Peano.

Esercizio. Sappiamo che il prodotto diretto di due gruppire u
gruppo e lo stesso si puo dire per gli anelli oipeticoli. Consi-
deriamo il prodotto diretto di una terna di PeaRg,(z) per se

% Dare tali esempi sarebbe scorretto da un puntésti metodologico.
Infatti se stiamo “fondando” la matematica non js® riferirci ad
esempi che attingono da una matematica non anandafa. La scorret-
tezza € solo apparente in quanto il ruolo di tsdirepi & didattico (attin-
gere ad una intuizione gia esistente) e non matemd'altra parte che
senso avrebbe I'impresa di “fondare la matematssahon si avesse in
mente gia una idea dell'oggetto-matematica ?
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stessa, cioé la strutturBxP,s,(2,,2)) definita ponenda((x,y)) =
(s(x),s(y)). Dire se tale struttura & ancora una terna dnBe

2. Principio di induzione

In una terna di Peano é possibile effettuare dge doparticola-
re importanza: le dimostrazioni tramite il princigi induzione e
le definizioni per ricorsione.

Proposizione 2.1 (Principio di induziond. Supponiamo che
una propriet® sia definita in una terna di Pearfs(zy) e cheP
verifichi le due seguenti affermazioni:

1. P é verificata da,

2. seP ¢é verificata da allora e verificata da(x)
allora €& possibile concludere che

P & verificata per ogniJS

Dim. Sia D l'insieme degli elementi che verificarfe, alloraD
contienez, ed e tale chg(D) O D. Pertanto tale insieme coincide
conSe cio prova ch® é verificata per ogniJS 0

L'applicazione del principio di induzione puo esseisualizzata
al modo seguente. Consideriamo la seguente figucaiii pezzi
del gioco domino sono poggiati su di un tavoloifind) uno do-
po l'altro:

e S

Indichiamo il primo pezzo della fila cag. Vale la regola che se
un pezzo cade (a destra) allora il pezzo successide.

* Non bisogna confondere tale principio, che appaetialla matemati-
ca, con il principio di induzione in fisica. Insica il principio di indu-

zione € quello che permette di passare da una diegsperimenti alla
formulazione di una teoria. Ad esempio, poichéuitet le nostre espe-
rienze passate un corpo libero cade verso la feossiamo formulare la
teoria che per ogni corpg sex € libero allorax cadra verso la terra.
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[OxCadé€x) -~ Cad&s(x))
poi supponiamo che valga
Caddz)
Allora vale OxCadéx), cioé tutti i pezzi cadono.

Esempio. Dimostriamo per induzione che per ogniN, 2">0.
Infatti la diseguaglianza e vera per= 0. Supposta vera per
supposto cioé che20, risulta che 2"> 20 = 0 e quindi che la
diseguaglianza e vera pet-1. Pertanto la diseguaglianza vale
per ogninCIN.

Esempio. Supponiamo di voler dimostrare la seguente asserzio
ne

“la somma dei primh numeri € uguale al(h+1)/2"
Pern = 1 l'asserzione e vera. Supponiamo che l'asseez&a
vera permn. Allora la somma dei primn+1 numeri enl(n+1)/2
+(n+1) = (ni(h+1) +2(nh+1))/2 = (+1)[(n+2)/2. In definitiva se
I'asserzione e vera peare vera anche per+1. Per il principio di
induzione l'asserzione € vera per ogni

Falsa dimostrazione:Trovare |'errore nella dimostrazione de
seguente teorema:

Teorema: Tutte le persone hanno la stessa eta.

Dim: Indichiamo corfyn) I'asserzione “in un gruppo diper-
sone tutte hanno la stessa eta”.

Passo 191) e owiamente vera

Passo 2 Supponiamo ch&(n) sia vera: vogliamo provare che
S(n+1) é vera. Si& un gruppo com+1 persone e siar®, eP,
due persone del gruppo. Allora, detaina qualunque persona
diversa daP; e P, in G — {P} esistonon persone e quindi, pe
ipotesi di induzione, it —{P} tutte le persone hanno la stegsa
eta. In particolar®; ha la stessa eta Bj.

=

® Questa falsa dimostrazione ed il successivo pasadeonsiderano
come punto di partenza 1 e non 0 come richiederglgincipio di in-
duzione. Questo fatto & giustificato da una ovei@msione di tale prin-
cipio considerata nella proposizione 6.1.
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Paradosso:

Teorema: Se si accetta che non tutti i mucchi di grano song
piccoli allora il principio di induzione é falso.

Dim: E’ ovviamente vero che un mucchio di grano coititda
un solo chicco é piccolo. Inoltre se un mucchigrdino & pic-
colo, allora rimane piccolo anche se ci aggiungahioco di
grano. Se indichiamo cd?(n) I'asserzione “un mucchio con
chicchi e piccolo” queste due verita possono egsgaresen-
tate brevemente al modo seguente

1. P(1) é vera

2.per ogninCN, P(n) —» P(n+1) é vera.

Se il principio di induzione fosse valido, alloPén) dovrebbe
essere vera per ognin contrasto con le ipotesi.

3. Definizione per ricorsione
Il principio di induzione permette di definirger ricorsione”
funzioni ed operazioni sui numeri naturali. Ad ep@mnconside-
riamo la funzione fattoriale che indichiamo datt. Di solito ta-
le funzione viene definita dicendo che, per ogniurae n,
fatt(n) e il prodotto dei primn numeri, oppure si scriviatt(n) =
120.. M. Un modo piu elegante e preciso di definire idaale é
dire che é l'unica funzione che soddisfa le cormudiri

fatt(0) =1 ; fatt(n+1) =fatt(n)(h+1).
Per fare un altro esempio consideriamo il seguartielema.

Il problema delle strette di mano.Poniamoci il seguente pro-
blema:
Quante strette di mano devono darsi 3 persone ciresn-
trano in una festa ?
La risposta &€ semplice e diretta ed € il numerd 8 ébbastanza
piccolo da permetterci di immaginare direttameatedena delle
strette di mano). Passiamo ora alla domanda:
Quante strette di mano devono darsi 7 persone cheean-
trano in una festa ?
Si invita chi legge a dedicare un po’ di temposdluere questo
problema. Si accorgera che la risposta richiedemimimo di
tempo e pazienza. La risposta diventa poi diffiell@osto di 7 si
considera un numero piu grande, ad esempio il noib@r
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Paradossalmente e pitu semplice invece affrontameblema

in generale e chiedersi:

Quante strette di mano devono darsi n persone chean-

trano in una festa ?
Se indichiamo cof(n) tale numero possiamo tentare di calcolare
i primi valori della funziond. E’ evidente ché(1) = 0. Infatti in
un gruppo con una sola persona non possono essertte di
mani. E’ anche facile vedere ci@) = 1e che, come abbiamo
gia visto,f(3) = 3 ma gia il calcolo di{4) si presenta un po’ no-
i0so. . .
Tuttavia un buon matematico dovrebbe accorgersilewvere
calcolatof(3) pud essere utilizzato nel calcolof@). Infatti se
dopo che tre persone si sono strette la mano ali@desta una
nuova persona a tale nuova persona non resta iehedastrette
di mano. Quindif(4) =f(3)+3 = 6. Se poi alle 4 persone si ag-
giunge un nuovo venuto, allora si devono aggiungareora
guattro strette a quelle gia fatte. Pertai(®) = f(4)+4 = 10.Piu
in generale, per rispondere alla nostra domanda loacolare i
valori della successione

f(1) = 0,f(2) =f(1)+1 = 1,f(3) =f(2)+2 = 3,f(4) =f(3)+3 = 6,

f(5) =f(4)+4 = 10£(6) =f(5)+5 = 15(7) =f(6)+6 = 21,

f(8) =f(7)+7 = 28f(9) =f(8)+8 = 36,f(10) =f(9)+9 = 45.
Si osservi che la funzioneé completamente definita dalle due
equazioni

f(1) = 0 ; f(n+1) =f(n)+n

che mostrano come, similmente a quanto avviend fattoriale,
si possa calcolare il valore flin un numero in funzione del va-
lore dif in un numero precedenteQuesti due esempi suggeri-
scono la seguente definizione.

Definizione 3.1.Sia §s,2)) una terna di Peano efd: S -~ Suna
funzione. Diciamo chef €& definita perricorsione tramite
I'elementocCSe la funzionér : § - Sse soddisfa le equazioni:

f(z0) = ¢ ; f(s(n)) = h(n, f(n)). (3.1)

® E’ facile vedere chén) = 1+2+...1-1, cioé che(n) & la somma dei
primi n-1 numeri naturali. Abbiamo gia incontrato una funzaimile
quando abbiamo parlato dei numeri triangolari. i8vp, per induzione
sun, chef(n) = nl(n-1)/2.
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La prima equazione in (3.1) viene detessegnazione iniziale"
mentre la secondaschema di ricorsione"Lo schema di ricor-
sione dice che il valore dlin un numero puod essere calcolato in
funzione del valore df nel precedente di tale numero. Nello
schema di ricorsione compare la stranezza pericdéfgisce
una cosa utilizzando la cosa stessa, infatti shisekf “ricor-
rendo” adf stesso. Tuttavia si deve osservare che la funZiane
destra dello schema viene applicata ad un numerioe € piu
semplice del numerg(n) che compare a sinistra. Pertanto appli-
cando piu volte lo schema si finisce con il dovepplicaref al
valore z;, cosa questa che viene consentita dall’ assegr@a#o
niziale.

Fissatic edh possiamo vedere le due equazioni in (3.1) come
una “definizione” della funzioné Tuttavia &€ necessario stare at-
tenti all'uso dell’espressione “definizione”. Infiatjuando defi-
niamo un ente matematico tramite una serie di fgtépallora la
definizione é corretta solo se esiste un ed unesate verificante
tale proprieta. Ad esempio se, nelllambito dellarieedei numeri
reali dico “siar la radice di -2” ho una definizione non corretta
poiché non esiste nessuna numero reale che sodalisfaondi-
zione. Se dico “sia la radice di 2" ho una definizione non cor-
retta poiché esistono due numeri reali che soddisfale condi-
zioni. Una definizione corretta € invece, ad esemfsiar la ra-
dice positiva di 2”. Ovviamente anche per la defone 3.1 si
pone la stessa questione. Da notare che in anhigithon sono le
terne di Peano tale teorema di esistenza e ditaman é detto
che valga. Ad esempio vale la seguente proposizione

Proposizione 3.2.Nell’anello degli interi modulan non esiste
nessuna funzionktt che verifica le equazioni

fatt(0) = 1;fatt(x+1) =fatt(x)[(x+1) (3.2).
Nellinsieme R" dei numeri reali maggiori o uguali a 0 esistono
infinite funzioni che verificano tali equazioni.

Dim. Se negli interi modulan esistesse una tale funzione allora
dovrebbe essere
fatt(0) =fatt(m) = fatt(m-1)im = fatt(m-1)[0 = 0
in contrasto con la condizioriatt(0) = 1.
Consideriamo le stesse equazionRih allora & subito visto
che le due equazioni impongono condizioni solansmeri natu-
rali. Questo significa che tutte le funzioni il grafico passa per
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i punti di coordinate (0,1), (1,1), (2,2), (3,6),,.("fatt(n)), ...
verificano le equazioni (3.2). [

Nelle terne di Peano invece le cose funzionano.bene

Teorema 3.3.Sia §s,2) una terna di Peano, allora per ognls
edh: S - Sesiste ed & unica una funzicheefinita in tuttoS
che soddisfa le equazioni in (3.1). Tale funzioretale.

Dim. Per quando riguarda il problema dell'esistenzaaneihg-
gior parte dei testi tale esistenza viene dataecfatto ovvio (in
generale nei testi di informatica). Infatti (3.Bppresenta un al-
goritmo per effettuare un calcolo e tale algoritfoonisce un
output per ogni possibile input. D’altra parte seanbaturale ac-
cettare che se esiste un algoritmo esiste anchuntione corri-
spondente. Abbiamo visto tuttavia che tale esistamon € veri-
ficata se ci si riferisce agli interi moduto e che quindi le cose
sono meno semplici di come appaRertanto in molti testi si
sente il bisogno di effettuare una dimostrazionea#i esistenza
(in generale nei testi di algebra). Accenno solcome si do-
vrebbe procedere. Si considémeclasseC di tutte le relazioni bi-
narie /7 in S che soddisfano la seconda equazione in (3.1), cioé
tali che

(n, MmO = (s(n), h(n,m) O. (3.3)
Tale classe € non vuota in quanto la relaziondetéfaS xS veri-
fica (3.3). InoltreC consituisce un sistema di chiusura e quindi
possiamo considerare la relaziofeyenerata dalla coppia€).’
Si prova (cosa alquanto noiosa) che tale relaztonea funzione
ovunque definita che &, appunto, la funzione distwiuole pro-
vare l'esistenza.

Per provare esplicitamente che tale funzione énque defi-
nita basta osservare che per la prima equafiéraefinita inz, e
che, per la seconda equazionef aalefinita inn allora & definita
anche ins(n). Per il principio di induzione cio significa che2
definita per ognn. Per provare I'unicitd supponiamo chedf
siano due funzioni soddisfacenti le equazioni (R1¥iaX =
{x3S: f(x) = (X)}. Allora & evidente che,[0X e che sa[X al-
lora, poiché

f(s(m) = h(n, f(n)) = h(n, ¥*(n)) =1 (s(n)),

" Per la nozione di sistema di chiusura si vedapémice.
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risulta ches(n)OX. Cio comporta ch& = Se che quindf =f'.
U

Una importante applicazione del metodo di defimgiger
ricorsione € il seguente teorema.

Teorema 3.4.La teoria delle terne di Peano & categdtica.

Dim. Siano §s,2) e (S's'z’) due terne di Peano. Allora per tro-
vare un omomorfismo dobbiamo trovare una funzibn&- S'
tale che,

f(z0) =20 5 H(s(x)) = s(f(x)).
Ma tali condizioni costituiscono una definizione pieorsione e
quindi, per quanto abbiamo visto nel Teorema Xi&te una ed
una sola funzioné che soddisfa tali condizioni. Tale funzione
per il modo in cui e stato definita € un omomorfisiNon ¢ dif-
ficile provare poi ché & un isomorfismo. [

Poiché tutte le terne di Peano sono isomorfe t@ lwon ha im-
portanza quale terna viene considerata. D’ora irsppponiamo
che ne sia stata fissata una, indicheremoNdrsuo dominio e
con 0 il suo primo elementdnoltre chiamiamaumero natura-
le ogni elemento dN.

4. Somma e prodotto in una terna di Peano
E’ possibile dare anche una nozione piu generaldafinizione
per ricorsione” in modo da poter coinvolgere evahlmhente in-
siemi diversi dalla terna di Peano e da poter d@efifunzioni di
piu variabili. Ad esempio, consideriamo la funzigp&enzan-
esimadi baseb conn numero naturale b numero reale, conside-
riamo cioé la funzion@ot(b,n) = b". In questo caspot : RxN
- Ré l'unica funzione che soddisfa le condizioni

pot(b,0) =1 ; pot(b,n+1) =pot(b,n)b.
Tale esempio suggerisce la seguente, piu gendedlrizione.

® Una teoria si diceategoricase tutti i modelli di tale teoria sono iso-
morfi tra loro. Ad esempio, la teoria dei grupphr@categorica poiché,
come € noto, esistono gruppi che non sono isortrarforo.
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Definizione 4.1.Sia §s,2) una terna di Peano éde B insiemi
non vuoti. Allora diciamo che la funziomeariaf : AXS - B e
definita perricorsione sulla seconda variabilse esistono due
funzionig : A: = Bedh: Ax3 _ Btali che:

faz) =g(@) ; fla sn) =h(a vy, fan). (4.1)

Tramite tale nozione estesa di ricorsione e pdesitefinire
in una terna di Peano le operazioni di addiziomeoétiplicazio-
ne.

Definizione 4.2.In una terna di Peand{s,0) chiamiamaoaddi-
zionela funzionesom: NxN - N definita per ricorsione tramite
le due equazioni:

sonfx,0) =x ; son(x,s(y)) = s(sonx.y)).
Chiamiamomoltiplicazionela funzionepro : NxN- N definita
per ricorsione dalle due equazioni

pro(x,0) =0 ; pro(xs(y)) = son{pro(xy).x).

In generale la funzione addizione viene indicataitsimbolo +

e la funzione di moltiplicazione con un puntiiénoltre si prefe-
riscono le notazioninfisse %y e xA7al posto delle notazionre-
fisseson(x,y) e pro(xy).” Se denotiamo con 1 I'elemen$0),
allora risulta cheson(x,1) = som(x,5(0)) = s(son(x,0)) = s(x).
Pertanto, utilizzando la notazione additiva, passiaindicare
conx+1il successore di. Per le operazioni ora definite valgono
le seguenti proprieta di cui omettiamo la dimostae.

Proposizione 4.3Le operazioni + e[lsono associative e com-
mutative ed ammettono come elemento neutro 0 atdetti-
vamente. Inoltre vale la proprieta distributiva geddotto rispet-
to la somma.

° Da notare che se provassimo ad estendere le ziefinora date di ad-
dizione e di moltiplicazione ai numeri reali appabbero subito delle
difficoltd in quanto il campo dei numeri reali néruna terna di Peano.
Le difficolta riguarderebbero sia il processo dcod, sia I'unicita del-
la funzione definita. Ad esempio il tentativo diladare son(1,2.5)
condurrebbe a calcolareonm(1, 1.5), e quindison{1, 0.5) e quindi
son(1, -0.5) e poison(l, -1.5) e cosi all'infinito. Per quanto riguarda
I'unicita la situazione & la stessa di quella giaevvata per il fattoriale.
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5. Definire una relazione d’ordine in una terna diPeano.
Vogliamo ora definire una relazione d’ordine in uaena di Pe-
ano. Naturalmente le possibili relazioni d’ordirmas infinite ma
tra tutte quante vogliamo trovare una relazignale che:

- il successivo di un numero sia maggiore del nonséesso,

cioé tale che<s(x)

- < sia la piu piccola relazione d’ordine con talegpieta.
In Appendice abbiamo mostrato come si pu0 costuire tale
relazione. Tuttavia anticipiamo quanto fatto in Apdice utiliz-
zando la nozione di composizione iterata di unaifume che si
definisce per ricorsione.

Definizione 5.1. Siah : A - A una funzione ed ON, allora in-
dichiamo corh" la funzione definita per ricorsiomnendo, per
ognixin A,

ho(x) = x ; h™*(x) = h(h"(x)).

Da notare che, in accordo con la definizione Zalydriabilex
non ha necessariamente valori in una terna di Peano

Teorema 5.2.Definiamo la relazion& ponenda < y se esist@
O N tale ches'(x) =y. Allora < & la relazione d’ordingenerata
dal successore, cioé € la piu piccola relazioneddie tale che,
per ognix[IN, x<s(x).

Dim. Poichés’(X) = x abbiamo che<x e quindi< verifica la pro-
prieta riflessiva. Inoltre

X<y, y<z = [h,m y=s"(x) ez=8"(y) = z=5""(X) = x<z
e questo prova che & una relazione transitiva. Per provare che
vale la proprieta anti-simmetrica, cominciamo dagorovare che,
fissaton #0, per ognx[IN risulta che

X# S'(X). (5.1)
Ora (5.1) risulta vera per= 0 in quanto 0 non & successore di
nessun elemento. Supponiamo che (5.1) sia vera, pawe che
x#5'(x). Allora, poichés & una funzione iniettiva, sara anche
S(X)#5(S'(x)) = S'(s(X)). Pertanto (5.1) & vera anche p@). Per il
principio di induzione possiamo concludere che)(&.Yera per
ognix[CIN.
Da (5.1) segue la proprieta antisimmetrica, infatt
X<y, y<x = [h,m y=s"(x) e x=S"(y)
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= x=5"(S"(X)) = x=8""(X) = n=m=0 = Xx=y.

Abbiamo pertanto provato ckee una relazione d'ordine. Per il
modo in cui abbiamo definito tale relazione, é it che es-
sa contiene l'insieme ¥(s(x)) : XCIN} di coppie, cioé che<s(x).
Per provare chs e la piu piccola relazione d'ordine che soddisfa
tale proprieta, supponiamo chHR sia una relazione di ordine
contenente {,5(x)) : xXOON}. Vogliamo provare cheR contiene
<, cioe che, fissatg,

(%, S'(x))OR per ogni pen. (5.2)
Procediamo per induzione su E’ immediato che (5.2) & vera
pern = 0. Supponiamo che (5.2) sia verificatar@ioé che X,
S'(x)) O R, allora poiché €'(x),s(S'(X)))JR, per la proprieta
transitiva di’R possiamo anche affermare che "(x))0R e
quindi (5.2) é vera pear+1. Cio prova chéR contienes. [

Chiamiamorelazione d’ordine naturaléa relazione d'ordine
in una terna di Peano generata dalla funzione ssoce.

Teorema 5.3.La relazione d’ordine naturale definita in una &rn
di Peano e una relazione totale il cui minimo e 0.

Dim. Per provare chesx per ognix, osserviamo che tale dise-
guaglianza vale pet= 0 e che se vale privale ovviamente an-
che pers(x). Per il principio di induzione essale per ognk.

Per provare chs e totale consideriamo, dato un elemeqto
linsieme Confx) = {y [N : 0 x<y oppurey <x} degli elementi
confrontabili corx. E’ evidente che [0Conf{(x). Supponiamo che
yOCon{x), allora nel casa<y risulta anche che<y<s(y) e quin-
di s(y)dJCon{x). Consideriamo il casg<x, cioe x = S'(y) con
nz0, alloras™(s(y)) = x e quindis(y)sx. Questo comporta che
s(y)[0Confx). Per il principio di induzione cio prova cl@®ni(x)
= N e quindi ogni elemento e confrontabile con

Teorema 5.4 .La relazione d’ordine naturale definita in una &rn
di Peano & una relazione di buon ordfine

1% per |la nozione di buon ordine si veda in Appendice
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Dim. Per provare chg& € un buon ordine cominciamo con il
provare che per ogminon esiste’ tale chex < x’ < g(x). A tale
scopo osserviamo che in tale caso sarebbe s'(x) e s(x) =
s"(x’) conn# 0 em# 0. Pertants(x) = "(s'(X)) e cid & in con-
trasto con (5.1).

Sia oraX un sottoinsieme non vuoto i vogliamo provare
che X ammette un minimo. A tale scopo indichiamo ddn
l'insieme dei minoranti dX. Ovviamente OM e quindi se ogni
elementomIM avesse il successivo M, per il principio di in-
duzione avremmo ché = N, cioé tutti gli elementi sono mino-
ranti di X. Ma cido non puo accadeire quanto s& € un elemento
di X alloras(x) non essendo minore xlnon puo essere un mino-
rante diX. Cid comporta che esiste un elementicM tale che
s(m)OM. Affermo chem e il minimo di X. Infatti poiché s(m)
non & un minorante &, esistex’'0X tale ches(m) non € minore
di x’. Poiché< e un ordine totales’<s(m). Essendo ancha< x’,
cio implica chem=x'OM e quindi chen e il minimo diX. T[]

Possiamo ora dare la seguente fondamentale defieizi

Definizione 5.5.Chiamiamosistema di numeri naturab alge-
bra dei numeri naturalla struttura algebrica ordinathl,(+, [JO,
<,) che si ottiene definendo in una terna di Pedhg @) le ope-
razioni di addizione e moltiplicazione e la relama’ordine<.™*

Concludiamo con due paradossi che, in contrastdldenrema
5.3, “dimostrano” come non sia vero che ogni ingenumeri
naturali ammette il minimo.

Paradosso del mucchio di grand? Consideriamo l'insiemé&
dei numeri naturali che rappresentano il humerghigchi dei
mucchi di grano grandi. E’ evidente cKe2 non vuoto (esiste
almeno un mucchio grande) e quindi, se l'insiemerdgurali
fosse bene ordinatX ammetterebbe un mininm. Ma alloram-
1, essendo strettamente minorerdion appartiene ad. Si per-

1 Un modo totalmente diverso di introdurre la stmatalgebrica dei
numeri naturali € quello che si basa sulla nozidineumero cardinale.
Questo punto di vista & esposto nel Capitolo 4.

?Abbiamo gia esaminato questo paradosso in relazbpeincipio di
induzione. Questa € una riformulazione in termirbubn ordinamento.
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viene quindi all'assurdo per cui esiste un mucaligrano pic-
colo a cui basta aggiungere un chicco perché divgnatinde.

Paradosso di Berry.Chiamo“definizione” di un numero natu-
ralen una frase, scritta nella lingua italiana, del tipmumeron
tale che ...” dove al posto dei puntini € messaprogrietaveri-
ficata dan e solo dan. Ad esempio “il numera il cui quadrato
sia nove” é una definizione di 3. Se ora una dzfimie la scrivo
utilizzando la tastiera di un computer, potro chaae‘lunghezza
della definizione” il numero di volte che ho battiu tale tastie-
ra per ottenerla (comprendendo spazi vuoti e puhli) senso
quindi considerare I'insiemA dei numeri naturali che ammetto-
no una definizione di lunghezza minore di 90. Quéssieme &
finito poiché é finito I'insieme delle definizioruhe contengono
meno di 90 battitur& Supposto per assurdo cNesia ben ordi-
nato, possiamo considerare il minimmodi B = -A. Allora m puo
essere definito come

“il piu piccolo tra i numeri che non possono esseediniti

da meno di 90 battiture”.
Ma se contiamo i caratteri di tale definizione ccargiamo che
sono 82. Pertanto abbiamo trovato un modo per idefin con
meno di 90 battiture in contrasto con il fatto chieA. L’assurdo
cui siamo pervenuti prova che I'ordinamento usuald non é di
buon ordine.

6. Variazioni sul principio di induzione
La definizione della relazione d’ordine permetteiftirmulare in
maniera leggermente piu generale il principio duirione.

Proposizione 6.1. (Principio di induzione).Supponiamo che
una proprietéP sia definita in una terna di Pearf§s(z), chem
sia un elemento & e cheP verifichi le due affermazioni:

1. P e verificata dan

2. seP ¢é verificata d allora € verificata da(x).
In tale caso é possibile concludere che

P & verificata per ognizm.

13 Se la tastiera avesse 50 tasti allora l'insiemiée deasi che posso
scrivere con 90 battiture avra cardinalit®%56d & quindi finito. Sara
allora anche finito I'insieme delle possibili defiioni.
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Dim. SiaX = {nS: n verifica P}, allora D = XO{xUS : x<m}
contienez, ed e tale chg(D) O D. PertantoD = Se quindiX
O{xOS: x=m}. O

Questa forma del principio di induzione pud essesealizzata dalla
seguente figura il cui significato € owvio:

A0

Problema. Supponiamo che in un gioco come il poker abbiamo
a disposizione solo gettoni che valgono 3 oppuetir®. Dimo-
strare che un giocatore pud mettere nel piattostpslpuntata
maggiore di 7 euro.

Altre variazioni del principio di induzione si pas® ottenere
introducendo le terne di Peano ed il principio miluzione in
termini piu algebrici. Ricordiamo che viene chiaayadrte stabi-
le di una struttura algebrio& ogni sottoinsieme dA che conten-
ga gli elementi designati e che sia chiuso rispalteooperazioni
della struttura. L'insieme delle parti stabili & sistema di chiu-
sura, cioe l'intersezione di una famiglia di pastabili di una
struttura € ancora una parte stabile. Cio permd#t un & un
sottoinsiemeX di A di definire laparte stabile generata da X
come l'intersezione di tutte le parti stabili camttnti X. Indi-
chiamo con X> tale parte. SeX> = A, allora si dice ch& & un
sistema di generatori éi. Ad esempio in un gruppd3( [J*%1)
una parte stabile & un sottoinsie@ledi G tale che

- Gcontiene 1

- il prodotto di due elementi @’ appartiene ancora@,

- linverso di un elemento i®’ appartiene ancora@.
In definitiva le parti stabili diG coincidono con i sottogruppi di
G. SeG puo essere generato da un solo elemento, allati@esi
cheG é ciclico.
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Proposizione 6.2.Una struttura algebriceS6,z,) soddisfacente
P, e P, € una terna di Peano se e solo se amrretieme gene-
ratore, cioé s&e la piu piccola parte stabile contenente

Dim. Owvia perché il principio di induzione afferma prigpche
ogni parteX che sia stabile rispetto all'operaziome che con-
tengaz, coincide cort. [

Questo modo di vedere le terne di Peano permefieodare
in modo piu rigoroso I esistenza di terne di PedRicordiamo
la definizione di insieme infinito.

Definizione 6.3.Chiamiamoinfinito un insiemeT che sia equi-
potente ad una sua parte propria, cioé tale clséaasina funzio-
ne iniettivaf : T — T che non sia suriettiva, cidér) # T.

L'esistenza di una terna di Peano equivale adtacedesistenza
di un insieme infinito.

Teorema 6.4 .Esiste una terna di Peano se e solo se esiste un in
sieme infinito.

Dim. Supponiamo che esista una terna di Pe&syy, allora
essendo la funzione successore iniettiva e paiché(S), Se un
insieme infinito. Viceversa si@ un insieme infinito e si&: T

- T una funzione iniettiva tale cHgrT) # T. Allora esiste un ele-
mentoz,(f(T) e possiamo prendere in considerazione la steuttur
algebrica T, f, z). SiaS = <z> la parte stabile generatda z,,
vogliamo provare che la sottostruttu&f,¢,) € una terna di Pea-
no* Infatti, gli assiomiP; e P, sono evidenti. Per provare |l
principio di induzione basta osservare &per costruzione, € la
piu piccola parte stabile contenergg O

La Proposizione 6.2 suggerisce la seguente estendgiel
principio di induzione la cui dimostrazione & evitke

Teorema 6.5.Sia Shy,...h,7,...Z,) una struttura algebrica aven-
te z,...Z» come sistema di generatdBupponiamo inoltre chi
sia una proprieta tale che:

14 per la nozione di sottostruttura generata si Véggendice.
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- P e verificata da,... zn

- per ogni operazione-ariah; seP € verificata d&q,... X, allora é
verificata dah(Xy, ... Xn).

Allora P e verificata per ogni O S.

Esempio: “Principio di induzione” per Z Come gia osservato,
la struttura Z,s,0), doves(x) = x+1, non € una terna di Peano e
quindi inZ non sarebbe possibile fare dimostrazioni per ir@uzi
ne. Tuttavia se vogliamo provare che una propasizicale per
ogni elemento dZ possiamo riferirci alla struttura algebricg (
S, S, 0) doves.(x) = x+1 es(x) = x-1. Infatti la sottostruttura di
(Z, s+, s, 0) generata da 0 coincide cah §., s, 0), cioe 0 e un
generatore di4, s;, s, 0). Se volessimo formulare un principio
di induzione peZ dovremmo quindi dire che, per ogni proprieta
P definita inZ,

- seP é verificata da 0

- e seP e verificata da comporta ché sia verificata da+1
e dax-1,

- alloraP é verificata per ogni(]Z.
In tale caso I'applicazione del principio di indozée pud essere
visualizzata al modo seguente. Consideriamo laesggufigura
in cui i pezzi del gioco domino sono poggiati swditavolo in-
finito sia a sinistra che a destra:

JHBEIINT-

Supponiamo che tali pezzi siano esplosivi e che:

- il pezzo0 esploda

- se un pezzag esplode allora fa esplodere i due pezzi vicireci
sia il pezzo successiwg)(x) che quello precedens£Xx)

allora e evidente che tutti i pezzi esplodono.

Esempio: il principio di induzione in Z/m. Abbiamo gia osser-
vato che la struttur&(m, s, [0]), doves e definita ponende([n])
= [n+1] non & una terna di Peano. Tuttavia & vero 6he [un
generatore di tale struttura poiché ogni intero mhman si puo
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ottenere a partire da [0] applicando un certo nonurvoltes.
Pertanto pur non essendd@'rty s, [0]) una terna di Peano conti-
nua a valere il principio di induzione.

7. L'anello degli interi relativi

| numeri naturali sono uno strumento per misurargrandezza
di insiemi finiti. Ad esempio la terna di Peanoldgdossibili tac-

che su di un pezzo di legno puo avere come scoponiare il

numero di pecore o il numero dei giorni passatalba. Tuttavia

esistono tipi di attivita in cui i numeri naturali mostrano inade-
guati. Supponiamo ad esempio di dovere distingiretsa con-

tabilita i soldi che devono essere dati dai sold si devono ri-

cevere da alcunp__

clienti. Se la conta- Cliente Avere Dare
bilita & tenuta su Carlo 7 5
due colonne avref Luig 3 6
mo “T‘a Sl_tua.z|on Maria 10 8
del tipo indicato

nella tabella.

Ne segue che l'informazione relativa a Carlo e repgntata dal-
la coppia (7,5), l'informazione relativa a Luigirappresentata
dalla coppia (3,6), quella relativa a Maria da 8.0Cio suggeri-
sce l'introduzione di un nuovo tipo di numero chstd da due
parti (quindi una coppia) che hanno significatoet®o. Natural-
mente oltre all'interpretazione di una coppia imtimi di debiti e
crediti, sono possibili diverse altre interpretazioAd esempio
possiamo interpretare una coppiar)
- come l'operazione "aggiungare toglierem'.
- come “faren passi avanti eth passi indietro”
- come “applicare una forza di grandezeza una direzione ed
una forza di grandezzanella direzione opposta”.
In definitiva partiamo dall'insieme dei numeri nauN (com-
preso lo zero) e consideriamo l'insieieN. In tale insieme de-
finiamo una operazione di addizione ponendo

(n,m) + (a,b) = (n+a, n+b).
Il motivo per cui la somma viene definita in questodo & ov-
vio. Se si fannm passi avanti echindietro e poisi fannoa passi
avanti eb indietro, allora globalmente si sono fattia passi a-
vanti edntb indietro.
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La definizione di somma, che € associativa, paerditde-
finire il multiplo n-esimodi un elementog,b) come I'elemento
che si ottiene sommandovolte a se stessa la coppaly. Cio
permette di scomporre ogni coppim|f) al modo seguente

(m,n) = (m,0)+(0n) = mi(L,0)+n((0,1).
Se si indica cor-1 la coppia (1,0) e corlda coppia (0,1) pos-
siamo scrivere tale scomposizione al modo seguente:

(mn) = (M,0)+(0n) = mi(+1)+n(-1).
L'operazione di moltiplicazione viene invece definial modo
seguente:

(n,m) (a,b) = (hatmhb, nb+ma). (7.2)
Giustificare una tale definizione e alquanto diféicperché, ad
esempio, non ha molto senso moltiplicare passitacan passi
indietro (un problema analogo si presenta quandies defini-
re la moltiplicazione tra numeri complessi). Tuitaanche se
non e chiara la giustificazione “semantica” dellaltiplicazione,
ne esiste una “sintattica” nel senso che (7.1) sola possibile
definizione se vogliamo ottenere che il prodoti® sha opera-
zione distributiva rispetto alla somma e che vajgalche ovvia
proprieta.

Proposizione 7.1Supponiamo di volere definire una operazione
Cin NxN in modo che:

i) valga la proprieta distributiva drispetto a +

ii) +1 sia elemento neutro,

i) (1) =1.
Allora (7.1) e l'unica possibile definizione.

Dim. Sia- una operazione binaria che verifiggii) eiii ). Allora
(n.m)-(a,b) = [(n,0)+(0m)]-(a,b) = (n,0)(a,b)+(0,m)-(a,b)
Al(1,0)(a,b)]+m(0,1)(a,b)]
Al(a,b)]+mi(b,a)
=na+mb nb+ma) = (n,m)[{a,b)
e quindi che e [toincidono.
Viceversa, supponiamo chsia definita tramite I'equazione
(7.1), allora €& facile verificare chigsoddisfa), ii) eiii). O

Proposizione 7.2Data la strutturaNxN, +, [JO, 1) le operazioni
+ e[bono associative e commutative ed ammettdro(0,0) el
= (1,0) come elemento neutro, rispettivamente.tiaolale la
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proprieta distributiva. TuttaviaNiN, +, 0) non &€ un gruppo e
quindi (NxN, +, [0, 1) non & un anello.

Dim. Ci limitiamo ad osservare che, dato un elemento)(di-
verso da (0,0), qualunque s&h) risulta che

(m,n) + (a,b) = (m+a, n+b) # (0,0).
Pertanto iniIxN, +, 0) non esiste I'opposto dir(n).

La struttura KIxN, +, [0, 1) non é adeguata a rappresentare le
situazioni da cui siamo partiti all'inizio del parafo per il fatto
che elementi diversi diixN possono rappresentare la stessa si-
tuazione. Ad esempio, se si interpretano le coppitermini di
debiti e di crediti, allora € naturale consider@men) equivalente

a (n',m) se avera e daremrisulta equivalente ad avenée dare

m’. Ad esempio se si guarda la tabella, & evidenteGadréo e
Maria sono due clienti con la stessa situazionenfzraria, cioe
che la coppia (7,5) & equivalente alla coppia (108ncora, e
naturale consideraran,(m) equivalente an(,m) se faren passi
avanti edm indietro produce lo stesso risultato di farepassi
avanti edm’ indietro. Potremmo allora dire che,if) & equiva-
lente a (’,m’) se nel casa =mrisulta chen’>m" en - m=n-m),
mentre nel casbp<m risulta chen’'<sm’ em-n=m’-n’.

Proposizione 7.3Definiamo la relazione in NxN ponendo,
(n,m) = (n',Mm) < n+m'=nHn". (7.2)

Allora tale relazione & una congruenza della strattlgebrica

(NxN, +,[]1(0,0), (1,0)). Il relativo quoziente & un analkatario.

Dim. Proviamo che

(nm) = (n')m), (@b) =(@,b) = (n+tanmtb) = (n'+a’,m+b).
Infatti per ipotesn+m'= m+n' e atb' = b+a’, da cui, sommando
termine a terminen+tm+atb’ = m#n'tb+a’ che equivale a
(n+a,mt+b) = (n'+a’;m+b’). La dimostrazione della compatibilita
rispetto al prodotto e del fatto che il quozierigeun anello viene
lasciata come esercizio al lettore. a

Definizione 7.4.Chiamiamaanello degli interi relativila struttu-
ra quoziente diNxN, + , [JO, 1) modulo=. Indichiamo con
(Z,+,0D,1) tale struttura.
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Precisament& e definita dalle equazioni
[(n,m)] ={(n",m) | (0",m) = (n,m)}
Z = {[(nm)] | (n,m) T NxN}
[(n,m)]+[(ab)] = [(n+a,m+b)]
[(n,m)] L(a,b)] = [(na+tmb nb+ma)]
0=[0
1=[].

Esercizio. Provare che [(1,0)] € I'elemento neutro rispetto a
prodotto inZ.

Esercizio. Dire perché é sbagliato definire I'operazianepo-
nendo [6,m)]0[(a,b)] = [(na, mb)].

8. Il campo dei razionali.
Il passaggio dall'anell@ degli interi relativi al camp® dei nu-
meri razionali si ottiene in modo analogo a quelkb passaggio
dai naturali agli interi relativi. In questo casonsideriamo l'in-
sieme
Zx(Z-{0}) = {( p.a) | PLZ, q0Z,  # O}

e l'interpretazione che ora diamo ad una cogp@ € "moltipli-
care pemp e dividere peq". In tale insieme di coppie introdu-
ciamo due operazioni tramite le eguaglianze

(p.a)+(a,b) = (pbrgagb) ; (E.a)lab) = (pagb)  (8.1)
ottenendo la seguente struttura algebrica

(2x(Z-{0}), +, [)(0,1), (1,2)).

Proposizione 8.1Nella struttura{x(Z-{0}), +, [1(0,1), (1,1)) le
operazioni sono commutative ed associative, (0,Eleénento
neutro rispetto a +, (1,1) € elemento neutro rispet] Tuttavia
tale struttura non & un campo.

Dim. Poiché p,q)+(0,1) = p1+q0, 1) = (p,g), la coppia (0,1) &
elemento neutro rispetto la somma. In modo simifg®vano le
altre proprieta. Per provare che la struttura nam &éampo 0s-
serviamo che se una coppjaq) ammettesse inverso allora esi-
sterebbero due intexiedy in Z tali che f,9){(xy) = (1,1), si a-
vrebbe pertanto chex = 1 eqy = 1, e quindp e q sarebbero in-
vertibili in Z. Poiché gli unici elementi invertibili & sono 1 ed

il suo opposto -1, ne segue che gli unici elemientrtibili della
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struttura Zx(Z-{0}), +, [10,1),(1,1)) sono le coppie (1,1) e (-1,-
1), (1,-1) e (-1,1) che ammettono come inversdesss. [

Possiamo ottenere un campo dx(Z-{0}), +, [{0,1),(1,1)) in-

troducendo una opportuna congruenza e passandoziEeqte.

Ancora una volta possiamo ritenere equivalenti dogpie se
“producono lo stesso effetto”, allora, ad esempiabbiamo i-

dentificare la coppia (3,4) con la coppia (6,8). @anvincersi di

questo fatto basta ricorrere alle solite torte whregono proposte
ai bambini a cui si insegnano le frazioni ed acemiche tre
quarti di una torta coincidono con i sei ottaviutia torta. Cio
conduce a definire la seguente relazione.

Proposizione 8.2.Sia = la relazione inZx(Z-{0}) definita po-
nendo,

(P.9) =(p'9) = pig =qp. (8.2)
Tale relazione € una equivalenza compatibile coopkerazioni
di somma e prodotto date in (8.1) ed & pertantocongruenza.

Dim. Per verificare la compatibilita con il prodotto esgamo
che

(nm) = (n",m’), (p,9) = (p’,q') = nih’ = miA’" , pld’ = qp’

= n'thlg’ = m’. gip’ < (np,mid) = (0"’ m'q’)

= (nmp,g) = (n",m)Up".q").
Similmente si prova la compatibilita rispetto larsoa. 0

Proposizione 8.3.La struttura Q,+,0D,1) ottenuta come quo-
ziente modulo= di (Zx(Z-{0}),+, [10,1),(1,1)) € un campo che
chiamiamocampo dei numeri razionali

Dim. Per provare chegd,+,(D,1) € un campo ricordiamo che tale
struttura é definita dalle equazioni

[(p)] ={(p'a) | (',9) = (P.A)}
Q={l(p,a)] | (p,q) O NxN, g0}

[(p.0)]+[(a.b)] = [(pbB+q(8, qIb)]
[(p.0)][(a,b)] = [(p[&, qm)].
0=1(0,1)]

1=1[(1,1)]

E’ immediato verificare che [(0,1)] € elemento meutispetto
all'addizione e che [(1,1)] & elemento neutro rigpalla molti-
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plicazione. Allora per provare chep[§)] ammette opposto, os-
serviamo che f,q)]+[(-p.a)] = [(pld-p4,9@)] = [(0,qG)]. D'altra
parte, poiché (0,1¥ (0,9q), la classe [(@(Q)] coincide con la
classe [(0,1)] = 1. In conclusione 'opposto @i,f] € [(-p,9].
Ad esempio il numero [(3,4)] ammette come inve(sd,4)] poi-
ché [(3,4)]+[(-3,4)] = [(12+-12,16)] = [(0,16)] @piché (0,16F
(0,1), risulta che [(0,16)] =[(0,1)].

Sia [(p,0)] non nullo e cioé tale chp #£0, allora [G.,p)] €
linverso di [(p,g)]. Infatti, essendop(d,qlp) equivalente a (1,1),
risulta che

[(P.9)]q.p)] = [(pG,q0)] = [(1,1)].
Ad esempio [(3,4)] ammette come inverso [(4,3)] chéi
[(3,4)]04,3)] = [(12,12)] e, poiché (12,12 (1,1). Le rimanenti
proprieta di campo sono semplici da dimostrare. 0

Problema. Poiché siamo liberi di definire le operazioni im in-
sieme per inventare nuove strutture algebriche,inidaho
nellinsieme dei numeri razionali I'operazioheponendo

n/m O p/g = (n*+p)/(mP+cp).
1. Dire se I'operazione definita in questo mod@mmutativa.
2. Dire perché é sbagliato chiedersi se I'operazidefinita in
questo modo € commutativa.

Concludiamo dicendo che nel campo dei razionakfenida una
relazione d'ordine che lo rende un campo ordin@taettiamo la
dimostrazione che si riduce ad una semplice verific

Proposizione 8.4.Definiamo nel campo dei razionali una rela-
zione< definita ponendo

[(P.9)]<[(nm)] « pih< qm.
Allora il campo dei razionali con tale relazioneidne un campo
ordinato.

9. I numeri reali tramite le sezioni

Piu delicato, da un punto di vista filosofico, ¢dssaggio dai ra-
zionali ai reali. Esponiamo, ad esempio, il metoétle sezioni
di Dedekind che é quello piu utilizzato per la cosibne del
campo dei reali anche se a mio parere e alquantagfeoso.
Torniamo alla teoria delle grandezze omogenee bb&amo e-
sposto nel primo capitolo e supponiamo che in dasse G, =
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,<, +) di grandezze omogenee sia stata fissatauwitea di misu-
ra uJG. Allora, come abbiamo gia osservato nel primo toimi
seg e una grandezza da misurare un primo tentativoislina-
zione consistera nel prendere multipli successivi fino a rag-
giungereg. Se si trova un interp tale chepll = g allora & possi-
bile concludere che la misuraglrispetto adu e p. Altrimenti si
considera un naturajetale chepll < g <(p+1)d ed in tale caso
si dice chep € una misura per difettopg-1 una per eccesso gli
Una misurazione piu precisa si pud comungue avigrgethdou
in g parti uguali (in generale in dieci parti) ed asendo come
sotto-unita di misura' = u/q. Ora potrebbe capitare che per un
opportunaop risulti chep™' = (p/g)[d = g. In tale caso si conclu-
derebbe che la misura cercatp/@ Se invece cio non accade al-
lora potremmo lo stesso trovapetale che pli’'<g< (p+1)il’ e
quindi (p/g)ld < g < (p+1)gM e concludere che/g &€ una misura
per difetto e [§+1)/g una misura per eccessogliUna misura
piu precisa si puo avere dividendo la nuova uriitaidurau’ in
un numero abbastanza alto di parti uguali. Nel ¢gasmiiu e g
siano incommensurabili, cioé che non esista uroratep/q tale
cheg = (p/g)id (come nel caso della diagonale e del lato del qua-
drato) tale processo di approssimazione non finmae Allora
in tale caso possiamo comungue considerare lieskeiei ra-
zionali positivi che misurano per difetgpe l'insiemeB dei ra-
zionali positivi che misurano per eccegso

A={p/q0Q" | P/ <g}, B={p/qlQ" | (p/q)i >g}.
E’ facile verificare che:

a) AnB=10

b) AUB=Q"

c) xOA,ysx=ylOA ; xB,y=x = ylB.

d) Aé privo di massimd3 € privo di minimo.
Il metodo delle sezioni in un certo senso chiamanfero irra-
zioPSaIe positivo” una coppia di sottoinsiemi @i di questo ti-
po.

1SEcco quanto afferma Dedekind a tale proposito:

Ora, in ogni caso in cui c'é una sezione B) che non & prodotta da
un numero razionale, allora noi creiamo un nuovenewo irraziona-
le che riteniamo completamente definito da questdose; diremo
che questo numero corrisponde a questa sezionerege produce
gquesta sezione
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Definizione 9.1.Unanumero irrazionale positivé una coppia
(A,B) di sottoinsiemi diQ" verificanti le condizionia), b), c) e
d).

Ora il nostro scopo € immergere sia i razionali ghérazionali
in un unico ambiente in modo da potere parlareenegale di
numero reale. A tale scopo possiamo identificarenwmero ra-
zionaler con la coppia4;,B;) di insiemi di razionali dove

A ={x0Q" |x<r} ; B, ={x0JQ" |x>r}.
In questo caso sono verificate le proprigfac) e d) mentre al
posto della proprieth) risulta cheADIB = Q*-{r}. In altri termini
seu e g sono commensurabili, ad esempie r(g, per questione
di uniformitd di notazione indicheremo cof,(B;) la misura di
g rispetto adu. In ogni caso viene individuata una coppheB)
di sottoinsiemi diQ" in cui, ripetiamo, la prima componente &
vista come l'insieme delle misure per difetto es¢econda com-
ponente come l'insieme delle misure per eccesgo di

Definizione 9.2.Chiamiamosezione positiva numero reale po-
sitivo una coppiaA, B) di insiemi di razionali tali che:

a) AnB=0

b) AOB= Q" oppure esisteJQ" tale cheAlIB = Q*-{r}

c) xOA,ysx=ylOA ; x(B,y=x = yOB.

d) Aeé privo di massimadB e privo di minimo.
Diremo che AB) € irrazionale se € verificata la prima delle
condizioni inb), che @,B) érazionalese é verificata la seconda

delle condizioni.

Nel seguito indicheremo

- con 1 la sezione ¥{1Q" |x<1}{xOQ" |x>1})

- con 0 la sezione {1Q" |x<0},{x 0 Q" |x>0})

- ...ecosivia.
In altri termini identificheremo un razionale com $ezione da
esso determinata. Un esempio di sezione che nonrazionale
e il seguente

A= {xOQ" |¥*<2} : B={xOQ" |x*>2}

che, in un certo senso, rappresenta il nurséro

Per definire le operazioni aritmetiche tra nummesli posi-
tivi, dati due insiemKX edY di numeri reali, poniamo
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X+Y = {x+y | xUX, yaY} ; XIY = {xiy | xOX, yIY}.

Definizioni 9.3. Chiamiamaostruttura algebrica dei reali positivi
la strutturaR” = (R', +, Dl dove
- R’ ¢ linsieme delle sezioni positive
- I" operazione + é definita ponendo:
(AB) + (A',B") = (A+A', B+B))
- l'operazionele definita ponendo
AB)I(A'B) = (AA, BB).
Inoltre si definisce un ordinamenggponendo
(AB) < (A", B) = a<b'per ognialAeb'//B"

Proposizione 9.4La somma ed il prodotto di due sezioni € an-
cora una sezione.

Dim.La dimostrazione € lunga e noiosa e non viene.fatta
Proviamo solo, per fare un esempio, cA&{ BB") verifica la
condizionea). Infatti osserviamo che s&lA eblIB, a' 0 A', b’
B', allora essendo il prodotto strettamente cresqsnieazional
positivi) e risultando che<b ea’ < b', possiamo asserire ch&’
< bd'. PertantoAAYn(BB") =01. la condiziond) supponiamo
per assurdo che esistd(AA")n (BB, cioe che esistarm aTlA
eb, b'OB tali chex = a[@’ = blB’. Poich e quinda = (a’)™bIb’.

a) AnB=0

b) AOB= Q" oppure esiste[1Q" tale cheAlIB = Q"-{r}

c) XUA,ysx=yUA ; xUB,y=2x = ylB.

d) Aeé privo di massimadB e privo di minimo.

In tale modo si definisce la struttura algebricardali po9sitivi.
Successivamente si procede alla simmetrizazioteelstruttura
con un metodo analogo a quello che ha permessostiugae
I'anello degli interiZ a partire dai numeri naturali. Tuttavia non
mi soffermo nei particolari di tale procedimentdagb@ mi sem-
bra preferibile definire i reali tramite il meto@ésposto nel pros-
simo paragrafd®

' Usualmente nei libri di testo la nozione di seeiofiene definita a

partire dall'intero insiemeQ dei razionali. Cio permette di evitare il
processo di simmetrizzazione. Tuttavia in tale dasdefinizione del

prodotto diviene poco naturale e noiosa per ilofathe il prodotto di

due razionali negativi € un razionale positivo.
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10. I numeri reali tramite le successioni di Cauchy
Il metodo delle sezioni per definire i reali and®eée perfetto da
un punto di vista formale, non corrisponde moltiéesgperienza
di chi si trova effettivamente a manipolare talimmari. Infatti
guando si utilizza un numero reale o lo rappreseaime espan-
sione decimale infinita (quindi come serie di pa@noppure,
piu in generale, tramite una successione di rafidraui limite
e il numero reale in questione. Una definizione ckahpo dei
numeri reali che & molto piu vicina a questo modprdcedere
si ottiene al modo segueritelndichiamo con@Q", +, [0, 1) la
potenza diretta d@ con insieme di indicN. Tale struttura e de-
finita assumendo che:
- il dominio & I'insiemeQ" delle successioni di numeri razionali,
- 'addizione + & definita ponendo

(@n)non +(On)non = @ +bn)non
- la moltiplicazione é definita ponendo;

aPnon [Mn)non = @D non

- O denota la successiomng)foy conz, costantemente uguale a 0
- 1 denota la successione.Xon CON U, costantemente uguale a
1.

Proposizione 10.1La struttura QN,+, (10, 1) &€ un anello unita-
rio che non e un campo.

Dim. Per provare la proprietd commutativa della somrha, $
esprime con una equazione del tigy = y+x, osserviamo che

(@n)non+(Bn)non = @ntbR)non = Ortan)non = (@) nont (Pn)now-
Per provare che &= (z).on € I' elemento neutro rispetto
all’addizione, osserviamo che

(@)non + @)non = @ntZn)non = (@n)now-

Per provare che % (u,)on € I' elemento neutro rispetto alla mol-
tiplicazione, osserviamo che

(@n)non [n)non = @nlZa)non = (@n)now-

7 Tale definizione & dovuta a Cantor che, non difbigmolo, ha svi-
luppato la teoria degli insiemi a partire da riterédegate all’analisi ma-
tematica. La tecnica € la stessa con cui si ceseul completamento di
uno spazio metrico.
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Gli altri assiomi di teoria degli anelli si dimoatro in modo al-
trettanto banale. Per dimostrare €enon & un campo conside-
riamo @,)\on una succession@gf,on diversa dalla succcessione
nulla ma che abbia un elemento uguale a zero,adpmsa, = 0.
Allora tale successione non pud ammettere invemsguianto
comunge si scelga una successidipkgy risultera chea b, = 0

e cio comporta chda,).on [(by)non € necessariamente diverso da

(Un)nDN- 18 0

Per potere ottenere un campo, come vedremo, dobbiamsi-
derare prima una opportuna sottostrutturaQi€, [ 0, 1) e poi
un guoziente.

Definizione 10.2.Chiamiamasuccessione di Cauclun elemen-
to (r)non in Q" tale che:

O&>0 Om OpzmOgzm |rp-rgl<&
Indichiamo corChl'insieme delle successioni di Cauchy.

Tutte le successioni costantemente uguali ad um manero ra-
zionaler sono esempi di successioni di Cauchy. In partieolar
sono successioni di Cauchy la successione costanteranguale

a zero e quella costantemente uguale ad 1, céngl0

Proposizione 10.3L’insieme Ch delle successioni di Cauchy é
un sottoanello di@",+, ]0, 1). Tale anello non & un campo.

Dim. Poiché si dimostra che la somma ed il prodottdugi suc-
cessioni di Cauchy & una successione di Cauchg una parte
stabile diQ" e quindi & ancora un anello unitario. Se consideria

¥Jn modo piu generale per provare €féé un anello deriva da con-
siderazioni di algebra universale. Infatti gli assi che caratterizzano
I'essere un anello unitario sono tutti espressniia equazioni ed in al-
gebra universale si prova che se una equazionepealana famiglia di
strutture allora vale anche per il prodotto direti@uesta famiglia. Per-
tanto ogni potenza diretta di un anello unitariane€ora un anello unita-
rio. In particolare la potenza dire@' & un anello unitario. D’altra par-
te I'avere provato ch®" non & un campo mostra che la proprieta di es-
sere campo, che usualmente si rappresenta con erbasse
Ox(x#0 - Cy(xly = 1) non puo essere espressa da una equazione.
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mo la successionad),on definita ponenda, = 1/h sen € pari e

a, = 0 sen é dispari, allora abbiamo un esempio di successione
di Cauchy che non ammette inverso pur non essendadces-
sione nulla. Infatti comunque si consideri una sgsmone lf,)non

e evidente chea(b;,),on € diversa dalla successione costante-
mente uguale ad £,

Definizione 10.4.Diciamo che due successioni di Cauciy.fn
e (b,)on Sono equiconvergente poniamo &,)non = (b)non S€
Iimnqmlan'bnl = 0.

Allora due successionaf),-n € 0n)non SON0 equiconvergenti se
O&>00m Opzm |ap-byl<e

In particolare sono equiconvergenti &ufte e sole le successioni

convergenti a zero, sono equiconvergentitatte e sole le suc-

cessioni convergenti ad 1.

Proposizione 10.5.La relazione di equiconvergenzmé una

congruenza nell'anellddh, +,000 ,1). Il corrispondente quozien-

te (Ch/=,+ 0[0] , [1]) & un campg®

Dim. E’ evidente ches &€ una relazione di equivalenza. Per pro-
vare che & compatibile con il prodotto, supponiathe @,)nn
sia equiconvergente a'f),on € che Kn).on Sia equiconvergente
a O')non- Dobbiamo provare che(D,)on € equiconvergente a
(@B’ )non. Postod, = a'v-an e = b'-b,, le due successioni
(M®)non © (W)non cONvergono a zero. Inoltre, poiche

(@B’ )non = (@t G [on+ 4))non

19 Come osservato nell'appendice, un modo per prosheeun anello
non € un campo & provare che ammette divisori delfo. Nel nostro
caso la coppia costituita da,\,on € dalla successionb,,on definita
dal porreb, = 0 sen & pari eb, = 1h sen € dispari, € una coppia di di-
visori dello zero.

%% Invece di riferirci alla nozione di equi-converganpossiamo anche
riferirci alla teoria degli ideali in un anello. fatti indichiamo conl
I'insieme delle successioni di Cauclgy)(on tali chelim,_ |a,| = 0. Al-
loral costituisce un ideale dell'anell€l, +,00,0 ,1). Si prova che tale
ideale & massimale. Inoltre due successiadi{y € On)non SONo equi-
convergenti se e solo se la loro differenza appagtad. Pertanto pos-
siamo definire il campo dei reali come il quoziedtgCh,+,[D,1) mo-
dulo 'ideale massimale
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=8 b+an it SOty Y)non

=&, bn)non + (@nJ)non F(Dh)non +(A W) non
e poiché & )p)non, (D)o € (Gh)A)non CONvergono a zero,
(any,)non risulta equiconvergente a’ (b’ ,)non. Allo stesso modo
si dimostra la compatibilitd della equiconvergemzpetto alla
addizione.

Proviamo ora cheQh/=,+ [4,[0] , [1]) € un campo. A tale
scopo sia |,)n.on] diversa dalla classe nulla. Allora ),on hon €
equiconvergente alla successione costantementdeuguzero e
quindi non converge a zero. Ne segue che, pepiktea della
permanenza del segno, esistélN tale chea,# 0 per ognin=m.
Siab, = 1/a, per ognin=me b, = 1 altrimenti. Allora risulta che
la successioneafb;)on € costantemente uguale ad 1 tranne per
un numero finito di elementi ed & quindi equicomgyestte a 1

In definitiva [@n)non] E(br)aon] = [1]. 0

Definizione 10.6.In Ch/= definiamo la relazione < ponendo
[(@)non] < [(bn)non] Se esistentale chea, < b, per oghin=m. De-
finiamo la relaziones ponendo [&.)non] < [(Br)non] S€ [@n)non]<
[(Pr)non] Oppure [@n)non] = [(Br)non]-

Omettiamo la dimostrazione del seguente fondamet¢arema.
Per la nozione di campo ordinato completo si veslacapitolo 5
il paragrafo sull’approccio assiomatico ai numealr.

Teorema 10.7 La struttura Ch/=, + | [I<, [0] , [1]) € un campo
ordinato completo che chiamiammampo dei numeri reali.

Concludiamo questo paragrafo osservando che s jdon
problema di come si possa rappresentare un nureate. Ora é
ovviamente poco pratico considerare una classe letandi e-
quivalenza nell'insieme delle successioni di Cauchlora si
deve trovare un modo per scegliere all'internoidscuna classe
un elemento che la rappresenti. La rappresentaziobase 10
dei numeri reali consiste nel considerare all'intedi ogni clas-
se una particolare successione di Cauchy é preeigamina se-
rie serie di potenze di base 10. Infatti quandacimdmo con
8,a,.1...80,C1Co... iNtendiamo infatti il numero reale corrispontien
alla serie

a,10"+...4a,10°+c; 10 +...
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che risulta essere una successione di Cauchy. dliaemte sa-
rebbe necessario dimostrare che ogni numero repl®gappre-
sentare in questo modo, cioe che ogni successioGauthy é
equiconvergente ad una serie di potenze di base 10.

Problema: Dire quale e il significato dell'asserzione “il neno
0,399... € uguale al numero 0.4000...” e qualebbaréa cosa da
dimostrare per controllare che tale affermaziomera.

11. Un percorso diverso: essere quasi uguali
Il campo dei numeri reali non e l'unica base pecdatruzione
della matematica. Infatti esistono altri modi dieeslere il cam-
po dei razionali ottenendo strutture che risult@io ricche ed
interessanti del campo dei reali per il fatto ditemere “infinite-
simi” ed “infiniti”. ?* Partiamo ancora una volta dall’anel@"(+
, 1O, 1) delle successioni di razionali. Tuttavia quesitiaz
1.non ci limitiamo alle successioni di Cauchy ma ¢oes
riamo la classe di tutte le successioni
2.introduciamo una relazione di congruenza diversiga da
equi-convergenza.
L’idea su cui ci baseremo é che si possono ideati# due suc-
cessioni che sono uguali in un insieme di indie ci sembra
“sufficientemente grande” o, se si vuole, due sssiomi che so-
no “uguali quasi ovunque”. Ricordiamo che in matéoaaesi-
stono due nozioni di “quasi ovunque” che sembrategaate.
Infatti viene detto che una proprig®avale quasi ovunque quan-
do:
- “e sufficiente che P valga ovunque tranne che peini
sieme finito di elementi”
oppure
- “e sufficiente che P valga ovunque tranne che peimd
sieme di elementi di misura nulla”
Se indichiamo coJ la classe degli insiemi co-finiti (cioe com-
plementi di finiti), allora nel primo caso possiaufice cheP va-
le quasi ovunque se l'insieme degli elementi inRuale appar-
tiene adU. Similmente sdJ denota la classe degli insiemi che
sono complementi di insiemi di misura nulla, all@iache nel

21 Per la comprensione di questo paragrafo si susgeedi leggere pri-
ma il paragrafo 5 del capitolo 5 in cui si parldl'dpproccio assiomati-
co ai numeri reali.
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secondo caso possiamo dire che l'insieme degli esdinin cui
valeP appartiene alll. Inoltre in entrambi i casi la claskesod-
disfa le seguenti proprieta.

i) XOU eYOU = XnYUOU

i) XOU e YOX= YOU.
Tali proprieta suggeriscono di estendere le duéonodi “quasi
ovunque” nel modo piu generale possibile.

Definizione 11.1.Dato un insiemé chiamiamdfiltro una classe
U non vuota di sottoinsiemi @tale che

i) XOU eYOU = XnYOU

i) XOUe YOX = YOU
Diciamo che una propriefd vale quasi ovunquén Srispetto ad
U se XJIS: x soddisfaP} 0U.

P(S é un filtro che viene chiamatproprio (il piu grande)
Dalla proprieta ii) segue che un filtro & impropsge e solo se
contiene I'insieme vuoto. Pertanto, pgrin un filtro proprio non
puo capitare che esistano due sottoinsiemi disgiunt altro e-
sempio di filtro & dato dag} (il piu piccolo).

Esercizio. Fissato un sottoinsienfedi Sprovare che la classé
= {XOP(S : X OA} degli insiemi che contengona e un filtro
(tale tipo di filtro viene dettgrincipale). In tale caso una pro-
prieta vale quasi ovunque se vale almeno perdlittlementi di
A. In un certo senso questo vuol dire che si considenapor-
tanti solo gli elementi dA e trascurabili gli altri. Detto in altre
parole, “vero quasi ovunquaignifica “vero per tutti gli elemen-
ti importanti”.

Esercizio. Provare che la classe degli intorni di un puxtoel
piano (piu in generale in uno spazio topologicojtitoisce un
filtro. In tale caso una proprieRvale quasi ovunque devale
in un intorno dix.

Definizione 11.2.Detto U un filtro nell'insiemeN, definiamo in
Q" la relazione binarig ponendo
(an)non = (bn)non = @0 = by, quasi ovunque rispetto af
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In altre parole poniamag),-n = (by)non S€ € solo sen{[IN : a,

= b} 0U. SeU é il filtro improprio allora due successioni sono
sempre equivalenti. S e il filtro {N} allora due successioni
sono equivalenti solo se coincidono. Beg il filtro generato
dall'insieme XN, allora due successioni sono equivalenti solo
se hanno gli stessi valori ¥

Teorema 11.3.La relazione= € una congruenza nella struttura
(Q" ,+ 00,1 ed il relativo quoziente@'/= ,+ [1,[0] ,[1]) & un
anello.

Dim. Proviamo che & una equivalenza. La proprieta riflessiva e
simmetrica sono ‘“ereditate” dalle corrispondentiofpreta
dell'uguaglianza. Infatti, poiché{(IN : a,= a,}= N 0OU, risulta
che en)nDN = (an)nDN- Assumiamo Chea(l)nDN = (bn)nDN € qUindi
che {n ON: a,=b,} OU. Allora, poiché f ON: b,=a,} = {n ON
. a, = by}, risulta che bp)non = (@)non. Ci0 prova la proprieta
simmetrica. Per provare la proprieta transitivggpsmiamo che
(@n)non = (B)non € On)non = (Co)now, Cioe che §ON : a,= b} 00U e
{nON: b,=c,}0U. In tale caso, poiché

{nON:a,=c} O{nON:a,=b}n{nON:b,=c,}
risulta che i ON : a,= ¢} JU e quindi chedy)non = (Co)non-

BN

Per provare ches e una congruenza, supponiamo che

(@n)non = (@0 )non € On)non = (by )non, cioé che
{nON:a,=a'}0U e {nON: b,=b'}OU.

In tale caso, poiché
{nON:atb,=a'y+ b’} O{nON:a,=a',}n{nON:b,=b"}
possiamo concludere cha,Xoon + (On)non = (@0 )non + (O now-
Esattamente nello stesso modo e possibile provere € com-
patibile con il prodotto.

Infine per provare che(/= ,+ [1[0] ,[1]) & un anello osser-
viamo che il passaggio a quoziente di una struttarserva tutte
le proprieta che si possono esprimere tramite éguiafoiché
gli assiomi di anello sono espressi tutti tramigeazioni, QV/=
,+,0[0] ,[1]) essendo quoziente di un anello & un anello. [

SeU ¢ il filtro {N} allora QY/= coincide con l'anell@". SeU &
il filtro principale generato da un singleton a#lag evidente che
QY= & isomorfoa Q.
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12. | razionali non-standard
L'anello QY/=, +,0 [0], [1]) non & un campo, in generale. Ad
esempio consideriamo il filtro dei cofiniti e le elsuccessioni
(@n)non € bn)non definite dall’essere

a, = 1l sen e pari ea, = 0 sen é dispari

b, = 0 sen e pari eb, = 1/h sen é dispari,
Allora

[(@n)non] T(B)non] = [(@n)nonl®n)non] = [(@8:Dn)non] = [0]
con [@)non] # [O] € [(bn)non] # [0]. Per evitare un tale problema
dobbiamo considerare un filtro che contenga oikime dei nu-
meri pari o 'insieme dei numeri dispari in modceaisulti o che
[(an)non] = [O] oppure che [)non] # [O]. Pitin generale, poiché
possiamo definire due successioni analoghe per sgtoinsie-
me X di N ponendo

a,=1hsendXea,=0sen X

b, =0 seneX eb, = 1hsenX,
e evidente che per evitare che ci siano divisolibdeero dob-
biamo supporre chéd sia un filtro tale che per ogni sottoinsieme
Xrisulti cheXOU oppure-XOU. Cio conduce alla seguente defi-
nizione.

Definizione 12.1. Diciamo che un filtro propridJ & unultrafil-
tro se per ognkKOP(S),
iii) oXOU oppure-XOU.

Proposizione 12.2La condizionaii ) equivale a
ii ) XOY OU = XOU oppureYOU.

Dim. Supponiamo che valga) e cheX[1YU, allora nel caso in
cui XOU, poiché XOU deve risultare ch¥-X= (XOY)n-XO U.
PertantoY contenendoY-X appartiene adJ. Cio provaiii ).
Supponiamo che valga"), allora, essend¥-X = SU risulta
che oX OU oppure XOU. Cio provaiii ). O

Proposizione 12.3.Se U € un ultrafiltro le seguenti asserzioni
sono equivalenti:

a) U é principale

b) U e generato da un singleton

¢) U contiene un insieme finito.
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Ne segue che un ultrafiltro non principale contiarig i cofiniti.

Dim. a) = b) SiaU un ultrafiltro principale generato da un in-
siemeX e supponiamo ch¥ non sia un singleton. AllorX si
scomporrebbe in due sottoinsiemi propri e disgidpie X,. Per
iii) uno di tali due insiemi deve appartenerelaih contrasto
con l'ipotesi che tutti gli elementi di contengondX.

b) = c¢) Evidente.

c) = a) Supponiamo ché& sia un ultrafiltro contenente un in-
sieme finito e si& un insieme che abbia tra tutti i finiti id il
numero minimo di elementi. AllorX non puo spezzarsi in due
sottoinsiemi propri poiché uno di questi sarebbefinito piu
piccolo appartenente ad Quindi X € un singleton del tipox.
Poiché lintersezione di due elementi di un filpoprio € sem-
pre non vuota, un insiemé&appartiene atl se e solo se contie-
nex.

Infine se I'ultrafiltroU non & principale allora non puo con-
tenere nessun insieme finito. Questo comporta elie dontene-
re i complementi di tutti gli insiemi finiti, ciodeve contenere
tutti i cofiniti. [

A noi interessano ultrafiltri che non sono prindigaoiché per
quelli principali I'ultrapotenza d@ coincide cornQ. Non é facile
dare esempi intuitivi di ultrafiltri che non siapancipali. Infatti

la dimostrazione della loro esistenza viene efé&@iumediante
'assioma della scelta e non tramite I'esplicitédbsone di un
esempio. Enunciamo solo il teorema che esprimetaleaesi-
stenza.

Teorema 12.4Esiste un ultrafiltro che non € principale.

Teorema 12.5SiaU un ultrafiltro, allora il quoziente did@" , +,

0 0, 1) modulo= & un campo che estende il campo dei razionali
e che denotiamo co® . SeU non & principale, allora diciamo
cheQ’ & uncampo di numeri razionali non standard.

Dim. Per provare ch€ & un campo supponiamo cheuJfn]
sia un elemento dD" diverso da zero. Allora, poiché lo zero di
Q ¢ la classe determinata dalla successione costantemgua-
le a zero, sappiamo cheldN : a, = 0}0U. Poiché per ipotedy

e un ultrafiltro, cio comporta chenfIN : a, # 0}J U. Definiamo
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la successionebf),on ponendadd, = 1/a, sea, # 0 eb, = 1 altri-
menti. Allora, poiché
{nON : a,@, = 1}[{nCIN : a, # 0}0JU,
risulta che 0N : a,[B, = 1}JU e quindi che
[(@n)non] I (Po)non] = [(@nPr)non] = [1].
Cio prova che F.)non] € i*nvertibile.

Per mostrare ch€® estendeQ e sufficiente considerare
I'applicazione che associa ad ogni raziond classe di equiva-
lenza [¢n)non] dove €n)non € 1a successione costantemente uguale
adr. Tale applicazione risulta essere una immersione. [

Sia il campo dei razionali che quello dei realuligno essere un
campo ordinatp (si veda la definizione in Appendice). Possia-
mo anche Q" definire una relazione d’ordine trasmettendo la
relazione di ordinamento tra successioni definit®" al quo-
zienteQ'. Purtroppo mentre sappiamo bene che cosa & ura con
gruenza in una struttura algebrica e come effadtiaguoziente

di tale struttura, nel caso siano coinvolte relazibdiscorso &
alquanto piu problematico Un modo semplice ¢ tidtguello di
ricondurre la nozione di ordine ad una operaziamaecavviene

in teoria dei reticoli. Infatti in un reticolo vierdefinita una rela-
zione d'ordine ponendr <y se e solo s&lly = x. Allora consi-
deriamoQ come reticolo rispetto alle operaziamaxe min ed
estendiamo tali operazioal prodotto direttaQ". Siottene il re-
ticolo (QN, min, may. Per tale reticolo risulta:

Proposizione 12.6.Dato un ultrafiltro, la relativa relazione di

equivalenza & una congruenza nel retico@™( min, max ed il

quoziente Q"/=, min, may) di tale reticolo & ancora un reticolo.

Pertanto & definita iQ"/= una relazione d’ordine ponendo

[(@n)non] < [(br)aon] s€ € solo se @h)non] U [(Br)non] = [(@n)non]-

Tale relazione d’ordine puo essere definita andmepdo:
[(@n)non] < [(Br)aon] = @, < by quasi ovunque.

Dim. La prima parte della proposizione si prova comdangi
mostrazione del Teorema 11.3. D’altra parte
[(@)non] < [(Pr)non] = min{an,by} = a, quasi ovunque
= a, <b, quasi ovunque. [
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Una aspetto particolarmente interessante di un caep razio-
nali non standard & che non e archimedeo.

Teorema 12.7.Se l'ultrafiltro U contiene il filtro dei cofiniti al-
lora il corrispondente campQ” dei numeri razionali non stan-
dard e un campo ordinato non archimedeo rispetto
all'ordinamento che abbiamo ora definito.

Dim. Consideriamo la successionfeed il corrispondente nume-
ro iperreale [(%).n]. Allora preso un qualunque inteporisulta
che {nON : n? < p} & finito e quindi che HON: n* = p} & cofini-
to. Poiché abbiamo supposto dbdecontiene tutti i cofiniti, tale
insieme appartiene dad Questo prova cherf{),on ] = pl[L] qua-
lunque sig, cioé che non esiste nessun multiplo_dliddpace di
superare f)non ]- O

Il fatto cheQ’ non sia archimedeo comporta che non pud essere
isomorfo al campo dei numeri reali (che invece &app essere

un campo completo e quindi archimedeo). D’altragoaella se-
guente proposizione mostriamo cheQnnon & possibile nem-
meno l'estrazione della radice quadrata.

Proposizione 12.8In Q I'equazionex’ = 2 non ammette solu-
zioni, cioé non esiste la radice di 2.

Dim. Supponiamo che esistaaff,cn] in Q tale che [&)non]C
[(aw)non] = [2]. Allora dovrebbe essere chg = 2 quasi ovunque
cosa impossibile poiché nessun numero razionaléiceetale
uguaglianza (la radice quadrata di 2 non & razé&)nal [

Sembrerebbe quindi ch@ non sia 'ambiente giusto per potere
costruire tutta la matematica come invece semls@resl campo
dei reali. Tuttavia vale il seguente teorema

Teorema 12.9 Esiste urx in Q tale chex’ & infinitamente vici-
no a 2, cioé tale che la differenz&-2 & un infinitesimo. Piu in
generale, per ogni numero realesiste un elementd di Q" in-
finitamente vicino ac.

Non andiamo oltre a tali questioni perché lo scdpquesto pa-
ragrafo & solo quello di fare intravedere un ursgenuovo ed
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interessante che e quello daffalisi non standardCi limitiamo

ad osservare che con la stessa tecnica con cumblgostruito

il campo Q dei razionali non standard possiamo costruire il
campo dei reali non standard. E’ sufficiente partialle succes-
sioni di numeri reali invece che dalle successibmazionali.

Teorema 12.10SiaU un ultrafiltro che contiene il filtro dei co-
finiti e definiamo inR" la relaziones ponendo

(@)non = (B)non = {NON: a,=b.} OU.
Allora = & una congruenza nella struttuf® (+ (10 ,2). Il relati-
vo quoziente Q"/= ,+ [,[0] ,[1]) & un campo non archimedeo
rispetto all’ordinamento definito come in proposize 12.4. Tale
campo prende il nome dampo dei numeri reali non-standard

L'approccio all'analisi matematica che utilizza eempo di numeri re-
ali non standard prende il nomeAtalisi non standardn un certo
senso l'analisi non standard & un modo puramegébscto di trattare
il calcolo differenziale. Infatti la presenza diimti ed infinitesimi
permette, per fare un esempio, di definire il lardi una funziond(x)
perx che tende all'infinito direttamente come il valalid calcolato in
un numero infinito. Un integrale definito é effeimente una sorta di
somma infinitaria, la derivata € il rapporto ditze infinitesimi e cosi
via. Cio spesso fornisce metodi eleganti e natpelidimostrare teo-
remi in analisi matematica.
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LETTURA
Cesare ZavattiniGara di Matematicadal tre libri, Parliamo
tanto di me- Bompiani - capXVI pag. 48,49,56"

E’ un ricordo della mia infanzia. Abitavo a Gottingel dicem-
bre del milleottocentosettanta. Mio padre ed iongammo
allAccademia quando il presidente Maust stava camndo
'appello dei partecipanti all&ara Mondiale di Matematica
Subito babbo andd a mettersi fra gli iscritti dgv@rmi affidato
alla signora Katten, amica di famiglia. Seppi dactee il colpo
del cannone di Pombo, il bidello, avrebbe segnaizib della
storica contesa. La signora Katten mi raccontopisoglio, igno-
to ai piu, intorno all’attivita di Pombo. Costui asjpva da
trent’anni un colpo di cannone per annunciare izzogiorno
preciso. Una volta se n’era dimenticato. Il di &sp, allora,
aveva sparato il colpo del giorno prima, e cossatjuito fino a
quel venerdi del milleottocentosettanta. Nessur®o#inga si
era mai accorto che Pombo sparava il colpo dehgievant?®
Esauriti i preliminari, la gara ebbe inizio allaepenza del princi-
pe Ottone e di un ragguardevole gruppo di intelédit

“Uno, due, tre, quattro, cinque’..
Nella sala si udivano soltanto le voci dei gareqtjialle dicias-
sette circa, avevano superato il ventesimo miglikioubblico si
appassionava alla nobile contesa e i commentitisgdoiavano.
Alle diciannove, Alain, della Sorbona, si accasiaito.
Alle venti, i superstiti erano sette.

“36767, 36768, 36769, 36770..."
Alle ventuno Pombo accese i lampioni. Gli spetiaterapprofit-
tarono per mangiare le provviste portate da casa.

“40719, 40720, 40721...”
lo guardavo mio padre, madido di sudore, ma terlacsignora
Katten accarezzandomi i capelli ripeteva come uornéllo:
'Che bravo babbo hai,” e a me non pareva neppusgeate fame.
Alle ventidue precise avvenne il primo colpo di rsme
I'algebrista Pull scatto:

2 Esponiamo un breve racconto di Zavattini che icemo senso par-
la dell'infinito e dell'operatore di successoreq(ndi della natura di
una terna di Peano).

% Tale episodio puo essere visto come il fatto areup cardinale infi-
nito x accade chg+1 =x (si veda il capitolo successivo sulla cardinali-
ta).
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“Un miliardo”
Un oh di meraviglia corono l'inattesa sortita; si reatttitcol fia-
to sospeso. Binacchi, un italiano, aggiunse isgnfat

“Un miliardo di miliardi di miliardi.”
Nella sala scoppio un applauso subito repressdPdedidente.
Mio padre guardo intorno con superiorita, sorrila aignora
Katten e comincio:

“Un miliardo di miliardi di miliardi di miliardidi miliardi
di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi dimiliardi di miliar-
di di miliardi di miliardi di miliardi di miliardidi miliardi di mi-
liardi...”
La folla delirava:

“Evviva, evviva.”
La signora Katten e io, stretti uno all’altro, pigwvamo
dall’'emozione.

“...di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi
di miliardi.”
Il presidente Maust, pallidissimo, mormorava a péare, tiran-
dolo per le falde della palandrana:

“Basta, basta, le fara male.”
Mio padre seguitava fieramente:

“... di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi...”
A poco a poco la sua voce si smorzo, I'ultimo fievadi miliardi
gli usci dalle labbra come un sospiro, indi si dtebsfinito sulla
sedia. Gli spettatori in piedi lo acclamavano fter@enente. |l
principe Ottone gli si avvicind e stava per apprgitaina meda-
glia sul petto quando Gianni Binacchi urlo:

“Piu uno!”
La folla precipitatasi nell’emiciclo porto in triém Gianni Binac-
chi. Quando tornammo a casa, mia madre ci aspe#asisa
alla porta. Pioveva. Il babbo, appena sceso délgedza, le si
getto tra le braccia singhiozzando:

“Se avessi detto piu due avrei vinto 8"

41| babbo avrebbe anche potuto esclamare “il ssivesdell’ultimo
numero detto da Binacchi !” e sedersi tranquillcaagdettare. Si sarebbe
creata una situazione drammatica per BinacchigBanto fosse capar-
bio nel contare prima o poi sarebbe stato costeefeyrmarsi. Ed allora
il babbo avrebbe vinto! Le cose sarebbero diveniatpo’ pit compli-
cate se Binacchi nel momento di fermarsi avesdamsato “il successi-
vo del numero indicato dal babbo !". A questo pusdoebbe stato dav-
vero difficile per il Presidente decidere chi fodséncitore.



CAPITOLO 4
GLI INSIEMI: CREDERE NELL'INFINITO *
(@ )

Confinato nella sua natura
infinito nei suoi desideri
L’'uomo € un Dio caduto
che si ricorda dei cieli
(Lamarting

C.

1. Il prezzo dell’aritmetizzazione: l'infinito attu ale

Nel capitolo precedente abbiamo mostrato come egsilpile
una aritmetizzazione di tutta la matematica cheleemossibile
svincolare il discorso matematico dall'intuizionel ccontinuo
geometrico. Tuttavia per portare avanti questanatizzazione e
necessario “pagare un prezzo”. Questo prezzo edtwzione
dell'infinito potenziale per potere definire gliteri ed i razionali
e, come vedremo, l'accettazione dell'infinito ateuper potere
definire i reali. Naturalmente l'insieme degli elenti di una ter-
na di Peano é attualmente infinito (anzi I'accettag
dell'esistenza di una terna di Peano equivale aléftazione di
un insieme infinito). Tuttavia i singoli numeri @t sono oggetti
finiti e quando effettuiamo i nostri calcoli ci 8&gmo ogni volta
di una quantita finita di numeri. La stessa cosa @ssere detta
per i numeri relativi ed i razionali anche se apptégmente un
razionale o un relativo & una classe attualmefitatendi coppie
(e quindi un oggetto infinito). Ad esempio il nuroerazionale
che indichiamo con 2/3 ¢ la classe [(2,3)] chergsieme infinito
di tutte le coppie equivalenti alla coppia (2,3)péecl’insieme
{(2n,3n): nON}. Tuttavia possiamo definire gli interi relativde
I razionali anche senza coinvolgere la noziondasise completa

' In questo capitolo parleremo della teoria “ingendagli insiemi.
Questo significa che gli insiemi verranno introd@itmodo completa-
mente intuitivo. In realta, come vedremo nel prosscapitolo, esistono
molti paradossi della teoria degli insiemi che mmsb come un approc-
cio informale presenti molti problemi e come siaessario abbandona-
re la fede (ingenua) verso I'accettazione di ingierfimiti.
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di equivalenza. Basta fissare in ogni classe umego rappre-
sentativo e lavorare solo sugli elementi rappredismt

Definizione 1.1.Chiamiamo informa normalé ogni coppia di
numeri naturali del tipop(0), che possiamo indicare cop, 6p-
pure del tipo (@), che possiamo indicare ce#p. Indichiamo
conZ, l'insieme delle coppie in forma normale.

Riferendoci alla relazione di equivalenza che abbiadefinito
per introdurre I'anello dei numeri relativi, si elmariduzione a
forma normaleil calcolo che partendo da una coppian) per-
mette di ottenere la coppia equivalente in formamate. Preci-
samenterf,n) si riduce adf-n0) sen=n ed a (-m) semx<n.

La somma ed il prodotto di due forme normali nan generale
una forma normale. Tuttavia potremmo definir&imuna struttu-
ra algebrica al modo seguente.

Definizione 1.2.Chiamiamaanello degli interi relativia struttu-
ra Z, U, O, (0,0), (1,0)) in cui le operazioni sono definge-
nendo:

- XUy uguale alla riduzione a forma normalexgly

- xOy uguale alla riduzione a forma normalexgi.

Lo stesso discorso pud essere fatto per i nuragromali.
Infatti ogni classe [{,q)] in Q pud essere rappresentata in un solo
modo da una coppi@,q) conp eq primi tra loro.

Definizione 1.3.Chiamiamo informa normaleuna coppiag,q)
di interi relativi conq > 0 ep e q primi tra loro. Indichiamo con
Qn l'insieme delle coppie in forma normale.

Ogni coppia §f,g) puo essere ridotta in forma normale dividendo
per tutti gli eventuali fattori comuni.

Definizione 1.4.Chiamiamocampo dei numeri raziondg strut-
tura @Q,, U, 0, (0,1), (1,1)) in cui,
- xOy & uguale alla riduzione a forma normalecty

2 |.a nozione dforma normalee lo studio connesso dei metodidiu-
zione a forma normajeioca un ruolo fondamentale in molti campi del-
la matematica.
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- xOy é uguale alla riduzione a forma normalegi

In definitiva quando si maneggiano gli interi relad i razionali
di fatto & possibile maneggiare solo le forme ndiriae sono
oggetti finiti.

Questo modo di procedere € molto generale ed icetio
senso puo sostituire l'usuale definizione di quotgedi una
struttura algebrica modulo una data congruenzattintlata una
congruenza (ma é sufficiente anche una qualunquigagnza)
in una data struttura algebrica, invece di lavosarde classi di
equivalenza definendo su tali classi le relativerapioni, & pos-
sibile:

- individuare all'interno di ogni classe un partm@ elemento

che viene detton forma normale

- individuare unprocedimento di riduzione a forma normalee
permetta, dato un elememntali trovare un element®’ equi-
valente ack e ridotto a forma normale

- considerare solo gli elementi in forma normale

- effettuare le operazione sulle forme normali ermhurre il ri-

sultato ottenuto in forma normale.

D’altra parte questo e il modo effettivo come i emastici tratta-

no i numeri Lo stesso modo & adottato dai sistemi di calcolo

simbolico comeMathematicache, d’'altra parte, sono sistemi di

intelligenza artificiale che simulano il comportamte di un ma-

tematico. Ad esempio, dovendo effettuare la sommabt9 e

10/12,Mathematicariduce tali coppie a forma normale ottenen-

do, come rappresentanti delle corrispondenti cléssioppie 2/3

e 5/6. Poi effettua I'operazione di somma di duppi® ottenen-

do prima (26+33)/36, e quindi, dopo avere effettuato le opera-

zioni tra interi, 27/18. Infine riduce a forma nale tale coppia

ed ottiene come risultato 3/2. Allo stesso mdtithematicarie-

sce a trattare una larga parte della matematica.

® Anche negli interi modulo un intemm in effetti si sceglie come rap-
presentativo di una classe il numero positivo piccg@o (che risulta

minore dim-1) ci si riferisce alle “forme normali” 0, 1, ..m-1 e non

alle rispettive classi. Ad esempio, nel case 5, la somma di 4 e 3 vie-
ne fatta prima addizionando i numeri, si ottiene poi, riducendo a
forma normale, si ottiene 2. In breve 4+3 = 2.
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Invece il passaggio dai razionali ai reali creacomvolgi-
mento inevitabile dell'infinito attuale e questoigie®, qualunque
sia il modo con cui si sono costruiti i real,

ogni numero reale e un oggetto infinito,

Per convincersi di questo, riferendoci al metodtedsezio-
ni osserviamo che una sezione é costituita darkieni infiniti
di razionali. Se invece ci riferiamo al metodo dedliccessioni di
Cauchy, possiamo osservare che una successiorsidh{Cé un
oggetto infinito e che una classe completa di exjainza di suc-
cessioni di Cauchy & un oggetto infinfto.

Ora abbiamo gia visto come, da Aristotele in pmése net-
to nel mondo greco |l rifiuto dell'infinito attual@ale rifiuto fu
successivamente condiviso da quasi tutta la cultocadentale
fino alla fine dell'ottocento. Allo stesso tempionpetuoso svi-
luppo dell'analisi matematica dal 1600 in poi avéat#o si che
l'uso dei metodi infinitari fosse sempre piu unaamevitabile.
L'alternativa che spesso si presentava agli s@gndell’epoca
era tra lo sterile rigore della geometria eucliddaiso spregiudi-
cato dei nuovi metodi infinitari del calcolo difemziale ed inte-
grale. A sua volta l'accettazione dei metodi irthni rendeva
l'ambito dell'algebra e della geometria greca toopptretto per
la matematica moderna. Infatti, per fare un esepguahiaro che
l'algebra e la geometria suggerivano e permettesatmlo stu-
dio delle funzioni elementari, cioe quelle defitiiljeometrica-
mente (come le funzioni trigonometriche), quellé&rdbili alge-
bricamente (come i polinomi o le funzioni razioh&iquelle ot-
tenibili per composizione da queste. Invece louppb delle se-
rie trigonometriche determind un enorme allargamatdl cam-
po delle funzioni note. Ci si accorse che, a padalle note fun-
zioni trigonometriche, ed operando con somme itdjréra pos-
sibile pervenire a nuove funzioni che non eranand#fi ne' per
via geometrica ne' per via algebrica. Era quindiessario dare
una definizione piu astratta e generale del conckttunzione.

La teoria degli insiemi proposta da Cantor alfe fdel otto-
cento fornira lo strumento adatto allo scopo.

* Precisamente una successione ha per definiziqnetémza del nume-
rabile, un numero reale, visto come classe complietaccessioni equi-
convergenti, ha la potenza del continuo (provarexare una dimostra-
zione).
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2. Ma questi insiemi sono poi veramente una novita
Le generazioni seguenti considere-
ranno la teoria degli insiemi come
una malattia da cui si é guariti
(Henri Poincaré,1908).
Cantor non e certo stato il primo ad utilizzare a@iti come
quelli di insieme, classe, collezione, concettisjuehe si sono
sempre adoperati sia nel discorso scientifico adimguaggio
comune. In effetti ogni volta che si considera praprieta appa-
re naturale considerare la collezione di tuttiogjgetti che verifi-
cano tale proprieta (la sua estensione). Ad esempio
- alla proprieta di essere mammifero corrisponde classe di
tutti i mammiferi”,
- alla proprieta di riprodursi tramite uova coroggle “la classe
degli ovipari”,

Ma allora se la nozione di classe &€ sempre esistita
- perché si dice che Cantor fu l'inventore della taategli in-

siemi ?
- in che cosa consiste la novita della sua proposta ?
- puo esistere un mondo senza insiemi ?
Per cercare di capire come vanno le cose, conaideralcune
frasi del linguaggio comune, ad esempio le frasi:

a) la rosa che € nel vaso é rossa

b) le rose del vaso sono rosse

¢) le rose del vaso sono dodici
La prima frase & del tipo usuale, vi € un sogg@dftaosa che &
nel vaso) ed un predicato (essere ros$m).altre due frasi coin-
volgono invece collezioni di elementi (di sostanzejne testi-
monia l'uso del plurale "le rose", ma, a bene esser cio av-
viene in due modi totalmente diversi. Infatti ndiaseb) il pre-
dicato "essere rosso'hon si riferisce all'insieme delle rose del
fascio: non si € mai visto un insieme rosso. ld@ato si riferi-
sce in realta ai singoli elementi di tale insiemieg a ciascuna

® Ad una struttura della frase di tale tipo corrispe ad una concezione
del mondo secondo cui da un lato vi sono delletésze" e dall'altro
delle "proprieta" di cui tali sostanze possono gede meno. Questo
modo di vedere € espresso in netta da Aristotgleimpedira di capire

il significato e I'importanza delle relazioni birer
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rosa nel vaso. LB) € in realta un modo abbreviato per afferma-
re che:

b") ciascuna rosa che € nel vaso e rossa
Volendo utilizzare a tutti i costi gli insiemi, pgamo anche ri-
scrivere lab) dicendo che:

b") linsieme delle rose del vaso € contenuto neltims
delle cose rosse.

Ma si capisce che comunque in questo modo il cdgiwvento
degli insiemi & inessenziale. Di natura completamelifferente
e invece il coinvolgimento degli insiemi nella feas. Infatti:

non ha senso affermare che ciascuna rosa del vasadliéi".
Il predicato"avere dodici elementisi riferisce all'intero insieme
delle rose che pertanto viene ad essere il vergestigdella frase
¢). In tale modo tale insieme viene ad assumecarittere di
sostanza individuale e diviene un nuovo soggettsit@olare)
distinto dagli elementi che lo compongono. Oramardi Cantor,
tale oggetto non veniva considerato come ente naieme,
conseguentemente, ¢ non risultava essere una asserzione ma-
tematica. Essa esprimeva il risultato di un espamim (il conta-
re) su di un oggetto e non era diversa da una ftaképo"la
temperatura del tale corpo € di dodici gradbopo Cantor inve-
ce gli insiemi saranno visti come nuovi enti mateona la c)
sara una asserzione matematica come le®altre.

Concludiamo questo paragrafo osservando che, finitide
va, vi sono due modi di coinvolgere una collezidnelementi in
un discorso scientifico:

- Il primo si ha quando ci si riferisce a ciascuengnto della
collezione stessa.

- Il secondo modo si ha quando si considera tdleazione come
ente matematico a cui e possibile attribuire peiprche non so-
no riconducibili ai suoi elementi.

Spesso nel primo caso si utilizza il termine “cédss solo nel

secondo caso si usa il termine "insieme" per deedtacolle-

zione. La teoria (per meglio dire il linguaggio)lldeclassi &

sempre esistita e non permette di dire niente @iddiquanto

® Ricordiamo che gia c'era stato un momento dellieaiohe della ma-
tematica in cui questa aveva allargato il propricb#o creando nuovi
enti astratti. Mi riferisco al processo di idealizione degli enti geome-
trici in cui proprieta comeéssere rettg""essere circolare "essere
quadrato" vengono sostituite da enti astratti cofte retta”, "il cer-

chio", "il quadrato™.
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permetta il linguaggio comune. La zoologia, la méhegia
I'hanno spesso utilizzata. Agli oggetti ed allegpieta si sostitui-
scono gli elementi e le classi (estensioni di patiprieta). Alla
congiunzione logica "e" ed alla disgiunzione "o0'ssstituiscono
le operazioni di intersezione e di unione, allaazgne si sosti-
tuisce la complementazione, alla implicazione laziene di in-
clusione.

La teoria degli insiemi nasce invece con Cantoit sdo si-
gnificato si manifesta esclusivamente nell'ambitatematico.
Sue caratteristiche peculiari furono I'esame dédleandezza"
degli insiemi ed il tentativo di procedere ad unadazione di
tutta la matematica. Quella che molti studenti lmaimparato
nelle scuole é solo la teoria della classi, o,meglio dire, il lin-
guaggio delle classi.

Si fa' invece teoria degli insiemi quando (in geie nelle
elementari) si parla di "cardinalita” di un insiefir@to tramite il
concetto di equipotenza. Ancora si utilizza la iedegli insiemi
quando si costruisce il campo dei humeri realiitometodo del-
le sezioni 0 con un qualunque altro metddo.

3. | paradossi dell'infinito

Una delle prime domande che un matematico si pgoenda la
grandezza degli enti matematici che si proponetudiiare. Ed
infatti la parte centrale degli studi di Cantor Isirgsiemi riguar-

" La distinzione che abbiamo fatto in questo parfaggaimportante an-
che per comprendere il significato che ha l'intmdoe (eventuale) del-
la teoria degli insiemi nelle scuole. A volte sffidissce il massimo co-
mune divisore tra i numeri edm come "l'elemento massimo dell'inter-
sezione tra l'insieme dei divisori die l'insieme dei divisori din*. A
me sembra un modo inutilmente complicato di daredénizione! I
linguaggio comune in questo caso € piu che suffitei@ non c'€ modo
pit semplice di definire il massimo comune divisahee affermare che
e il massimo dei divisori comuni. Un altro esemgicapparente intro-
duzione della teoria degli insiemi &€ quando, adngse, per illustrare la
nozione di intersezione, si dice che la balena @lamento di interse-
zione tra gli insieme degli animali acquatici e@dieme dei mammiferi.
Anche in questo caso sembra piu semplice dire ahbalena & un
mammifero che vive nell’'acqua senza disturbaredtagione di interse-
zione.
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da la loro grandezza, o per meglio dire, la londicelita. Sia-
mo nel 1874 quando appaiono i primi articoli di @arnn propo-
sito, ma gia Galileo nel 1638 nel slscorsi e dimostrazioni
Matematiche intorno a due nuove scieszera posto il proble-
ma sulla possibilita di confrontare la grandezzaluk insiemi
infiniti. La risposta di Galileo a questa domandankttamente
negativa, e questo in base ad alcune conseguemadopaali
conseguenti a tale possibilita.

Il paradosso dei quadrati perfetti. Galileo confronto l'insieme
N degli interi e l'insiemeQP dei quadrati perfetti e giunse alla
paradossale conclusione che tali insiemi hanndelese numero
di elementi. Infatti egli osservd che ad ogni intaré possibile
associare il quadrato perfetibottenendo in tale modo la tabella

4 5 6...

123
1491625 36...

Naturalmente in tale modo ad elementi distinti ispwndono
quadrati distinti ed ogni quadrato si puo otterierguesto modo
(in termini moderni diremmo che la corrispondenzhigitiva)
cio prova che ci sono tanti elementifhquanti ce ne sono in
QP. Ora una tale conclusione non appariva a Galidtarsto
contraria al senso comune (paradossale) ma ancheadditto-
ria. Precisamente era in contraddizione con l'assieuclideo "il
tutto € maggiore della parte” che Galileo, grancenaatore di

Euclide, non si sognava di mettere in discussione.

Il Paradosso delle ruote concentricheQuesto paradosso, de-
scritto da Galileo, risalire ad Aristotele.

D

Consideriamo due ruote concentriche incollate wikakra, di
raggi 0.5ed 1 e supponiamo di far fare alla piu grande wa gi
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completo in modo che rotolando tracci un segmeZiiv Nel
frattempo anche la ruota piu piccola avra fattagisn completo
ed avra tracciato un segmemid della stessa lunghezza. Ma
questo € assurdo perché i due segmenti rapprederitalsroto-
lamento” di due circonferenze di lunghezme 2tdovrebbero
essere uno minore dell’altro. Ecco quello che @atileo:

“Or come dunque puo senza salti scorrere il cerchimore
una linea tanto maggiore della sua circonferenza ?”

Comunque la conclusione a cui Galileo pervennedu tanto

che non fosse possibile considerare l'infinito al@éucome af-

fermato dalla tradizione aristotelica) ma che lanpoensione

dell'infinito attuale forse era al di fuori dellagacita dell'essere
umano. Egli infatti asserisce che quando

siamo tra gli infiniti e gli indivisibili, quelli eno incomprensi-
bili dal nostro intelletto finito per la loro grarekza, e questi
per la loro piccolezza.

Dove il termine "indivisibile" si riferisce agli fimitesimi che in
quel periodo, ad opera del Cavalieri, si andavdiiaaando.

Paradosso delle due monetdJn paradosso simile a quello di
Aristotele si ottiene supponendo di porre su diawolo due mo-
nete ugualA e B in modo che si tocchino in un purfodi tene-
re fissaA e di fare ruotare di un giro inteBomantenendo sempre
un puntoP di contatto. Ci si accorge che alla fine della zaine
B non ha percorso tutta la circonferenzaAdna solo la meta e
che quindi il puntd di contatto visto come punto éipercorre
una lunghezza, visto come punto diA percorre una lunghezza

“
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Paradosso delle serid. paradossi che abbiamo visto fino ad ora
sono legati alla nozione di “grandezza”. Altri pdwasi sono le-
gati alla nozione di “somma infinita”. Ne abbiamia gisto uno
quando abbiamo parlato del paradosso di Zenonalttn og-
getto di discussione agli inizi del settecentd, geguente. Con-
sideriamo la somma infinita +1-1+1-1+... che sieot® alternan-
do +1 e -1 e cerchiamo di capire quale & il vatbriale somma4.
Una possibile risposta e che sia uguale a zerattisie raggrup-
pano gli elementi di tali somme nella sequenzal(#{+1-1)+...
allora eseguendo le sottrazioni tra parentesi éztteindo una
somma di infiniti zero, si ottiene zero. Un'altraspibilita & di
ottenere 1. Infatti basta isolare il primo 1 e pamggruppare le
coppie di successivi numeri ed ottenere pertant¢lit)+(-
1+1)+ ... . Padre Guido Grandi sosteneva che larspriosse
uguale a 0.5. Infatti egli argomentava al modo saggi Suppo-
niamo che in una eredita di un prezioso gioiellosse stabilito
che un anno esso dovesse essere tenuto da utofetéltro
anno da un altro fratello. Allora il tempo di posse di un fratel-
lo risulterebbe uguale a quello dell'altro e quigdiguale a 0.5.
Una argomentazione diversa, ma sempre a favoreattwie 0.5,
era data da Leibniz che sosteneva che se si inipg@ caso |l
calcolo del valore della serie, allora la somma fauire il valo-
re 0 o 1 e questo con la stessa probabilita. Qulingilore della
somma infinita si deve collocare a meta strade0ted 1 ed &
pertanto 0.5. In termini attuali diremmo che ilo@ di aspetta-
zione della sequenza € 0.5.

4. Cantor, I'infinito e la dottrina Cristiana

Cantor, al contrario di Galileo, non esito a gettaia I'assioma
di Euclide accettando tranquillamente la possibitihe esistano
insiemi che hanno tanti elementi quanto una lortegaropria®

® Se ci si riferisce alla definizione attuale di soandi una serie, tale se-
rie risulta non convergente.

% |l fatto che fosse possibile fare passare ilvattetta serie da zero ad 1
oppure a 0.5 veniva visto da padre Grandi non comaecontraddizione
ma come prova che Dio, nella sua infinita, potessare dal nulla il tut-
to.

Y%Questa proprieta diventera proprio un modo di drefigli insiemi in-
finiti. Quindi si potrebbe dire che un insieme @riito se verifica il pa-
radosso di Galileo.
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E' da notare che le motivazioni filosofiche di @arerano
strettamente intrecciate a quelle religiose. Lsaamon deve sor-
prendere poiché le motivazioni religiose stanna dlase dei
primi esempi di accettazione dell'infinito attuakla cultura oc-
cidentale. Era infatti convincimento comune nel medo che
Dio fosse infinito.

Appunto perché é uno, Egli non rientra né in unaura né in
un numero. Cosi Egli non incontra il confine néltrui né in
se stesso, che, in tal caso, Egli cadrebbe giaandilalita.
(Plotino, Enneadi).

Era semmai oggetto di discussione se Dio potessmepoe enti-
ta infinite poiché in tale caso si dovrebbero aecetentita infi-
nite diverse da Dio. A tale proposito ad esempipifiione di
San Tommaso era che l'unico infinito fosse Dio.

Quindi, come Dio, nonostante abbia potenza infjnitétavia
non puo creare qualcosa di increato (il che sarefdrecoesi-
stere cose contraddittofigcosi non puo creare cosa alcuna
che sia assolutamente infinitéS. Tommaso, Summa Teolo-

gica).

In altre parole, se si vede che il concetto dnitdi attuale & con-
traddittorio, Dio non puo pensarlo perché Dio, magrto senso,
rispetta la logica. Invece I'opinione di Sant'Agstera non solo
che Dio fosse infinito ma anche che potesse awvare ®ggetto
del suo pensiero "il tutto del numero" cioe liteotalita degli
interi.

Riguardo poi all'altra loro teoria che neanche clanscienza
di Dio puo essere rappresentato l'infinito, rimaioeo che o-
sino affermare, immergendosi nell'abisso profondtadirre-

ligiosita, che Dio non conosce il tutto del numero. Non lo
potrebbe dire neanche il pit insensato . . . Chezaadi omuc-
ci siamo noi che pretendiamo di porre limiti allaasscienza?.
(Agostino, La citta di Dio)

Ad esempio in una lettera del 1890 a padre ThonsserEegli
scrive tra l'altro:

Viene da me offerta alla filosofia cristiana pergama volta
la vera dottrina dell'infinito nei suoi principi.dscon piena si-



Cap. 4: Credere nell'infinito 132

curezza e determinazione che essa accogliera qdestiéna:
e soltanto da vedere se ci0 accadra gia adessdtanso do-
po la mia morte.

Da notare che Cantor distingue tre tipi di infinidloprimo, lega-
to all'idea di Dio, il secondo di natura fisicat@émpo, lo spazio),
il terzo di natura matematica.

L'infinito attuale si presenta in tre contesti;pfimo & quello
in cui si presenta nella forma piu completa, in essere
completamente indipendente trascendente questoantind
Deo", ed é questo che io chiamo l'Infinito Assoltsempli-
cemente |'Assoluto; il secondo quando si preseatanondo
contigente, nel creato; il terzo & quando la mdaotafferra
"in abstracto", come grandezza matematica, humetip®
d'ordine. Voglio sottolineare chiaramente la difara tra
I'Assoluto e quello che io chiamo il Transfinitagé I'infini-

to attuale degli ultimi due tipi, perché si tratth oggetti e-
videntemente limitati, suscettibili di accrescinierg quindi
collegati al finito.

5. Confrontare le grandezze degli insiemi.
La possibilita di confrontare le grandezze di insieon necessa-
riamente finiti & alla base della teoria degli émsi.

Definizione 5.1.Diciamo che due insien ed B sono equipo-
tenti e scriviamoA = B se esiste una corrispondenza bietfiva
A-B di Ain B. Diciamo chda potenza diA € minoreo uguale
della potenza dB e scriviamoA £ B se esiste una corrisponden-
za iniettiva diA in B.

In altri termini A edB sono equipotenti se esiste un procedimento
che permette di ottenere, a partire da un elendikpuno ed un
solo elemento dB in modo che

- ad elementi distinti diA corrispondano elementi distinti Bi

- ogni elemento dB si puo ottenere in questo modo.

Nel caso della corrispondenza proposta da GaliteoNt e
l'insieme QP dei quadrati perfetti, tale corrispondenza era-ott
nuta tramite l'elevazione al quadrato. Ovviamemtecaso di in-
siemi finiti si ha che due insiemi sono equipotesdie solo se
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hanno lo stesso numero di elementi nel sensoivawhe diamo
a questa espressione.

Teorema 5.2.Comunque si considerino gli insie#iB e C:
1.A=A
2.A=BimplicaB=A.
3.A=BeB=C implicaA=C.

Pertanto, in un certo senso, la relazione di eqeiza € una
relazione di equivalenZa.

Dim. 1. SiaA un gqualunque insieme, allora l'applicazione identi
cai : A~ A é una funzione biettiva di in A. QuindiA & equipo-
tente adA.

2. SiaA equipotente 8, allora esiste una corrispondenza biettiva
f: A-B. La sua funzione inversa sara allora una corridpona
biettiva diB in A e questo prova chHg é equipotente aé.

3. Supponiamo chA abbia potenza uguake cheB abbia po-
tenza uguale &, allora esistono due funzioni biettiie A-B e

0: B-C. E' evidente chég € una funzione biettiva dhin C e
quindi cheA e C sono equipotenti. O
Teorema 5.3.La relaziones “avere meno potenza di” € una re-
lazione di pre-ordine, cioé comunque si scelganmgilemi A, B
eC:

i)A<A (riflessiva)

i) SeA<BeB< CimplicaA< C (transitiva).

L'equivalenza associata a tale pre-ordine € I'egjigipza, cioé

i) A< BeB< AimplicaA =B (Teorema di Cantor-Bernstein).

Dim. Per provare) eii) si procede allo stesso modo che nel Teo-
rema 5.2. Per dimostraii€) si veda il Paragrafo 12.

In realtd non & completamente corretto parlareldzione di equiva-
lenza. Infatti 'insieme in cui tale relazione delabe essere considerata
dovrebbe essere la classe di tutti gli insiemiti®ppo, come vedremo
nel prossimo capitolo, tale classe crea molti protdl Analoga conside-
razione deve essere fatta per la relazione “aveneonpotenza di” che
viene trattata nel teorema successivo. Insommade sono sempre piu
complicate di come si pensa.
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Proposizione 5.4 SiaA un insieme & una relazione di equiva-
lenza inA, allora il quozienté\/= ha potenza minore o uguale ad
A.

Dim. Siaf : A/’= - A una funzione che associ ad ogni classe di
equivalenza un elementd(z) 0z La funzionef & iniettiva per-
ché sd(2) =f(z') = callora le due clasgie z'hanno I’ elementa

in comune e quindi coincidono. O

Proposizione 5.5Se esiste una funzione suriettivaA- B di A
in B alloraB ha potenza minore o uguale AdInfatti se= e |l
nucled® di f, alloraB & equipotente A/=.

Dim. Siaf: A- B una funzione suriettiva, allora il suo nucko

ripartisceA in classi di equivalenza. La funzioge A/= — B de-

finita ponendog([x]) = f(x) & ben definita perché il suo valore

non dipende dall'elemento rappresentativognifoltre, poiché
a(x) = a(yD) = f(x) =f(y) => x=y =[x = [y],

la funzioneg € iniettiva. Pertantd/= & equipotente B. a

Il paradosso di Galileo di un insieme equipoteadeaina sua
parte propria sfrutta il fatto che i numeri natusalno un insieme
infinito. Come abbiamo gia osservato in una notastp feno-
meno puo essere utilizzato proprio per dare unaidiefne di
insieme infinito.

Definizione 5.6.Un insieme equipotente ad una propria parte
propria viene dettinfinito, altrimenti viene dettéinito.

Proposizione 5.7L'insiemeN dei numeri naturali & infinito.
Inoltre un insieme € infinito se e solo se ha podemaggiore o
uguale adN.

Dim. Che N sia infinito deriva dall'osservazione di Galileor pe
cui N e equipotente all'insiem@P dei quadrati perfetti che costi-
tuiscono una parte propria Mi D'altra parte ogni terna di Peano

12 Che tale funzione esista equivale all'assiomaadsdelta di cui parle-
remopiu in avanti.

311 nucleo di una funziongé l'insieme delle coppiex(y) tali chef(x) =
f(y), in proposito si veda in Appendice.
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e infinita perché la funzione successore ¢ inietper definizio-
ne e non é suriettiva in quanto il primo elemerdn & successo-
re di nessun altro elemento.

Sia S un insieme infinito, allora abbiamo gia visto che
all'interno diN & possibile definire una terna di Peano. Pertanto,
essendo tutte le terne di Peano isomorfe e quipdpetenti,S
ha potenza maggiore Ni Viceversa s&ha potenza maggiore o
uguale al numerabile allora esiste una funzionettimaf : N —

S Consideriamo la funziong : S— S definita ponend@(x) = x
sexUf(N) eg(f(n)) = f(n+1): in altri termini tale funzione sposta
di un passo gli elementi della successifng e lascia immutati
gli altri elementi diS. Ne segue che, poiclggnon pud assumere
il valore f(1), g € una funzione biettiva @& nella sua parte pro-
priaS-{1). Cid prova ch&é infinito. O

Problema. Dimostrare che a Salerno esistono due persone che
hanno esattamente lo stesso humero di capellieé&ssario sa-
pere che:

- E’ stato osservato che un uomo non ha mai pilB8i000 ca-
pelli.

- si sa che a Salerno vivono piu di 200.000 persone

6. Insiemi numerabili
N e il primo esempio di insieme infinito che abbiamoontrato.
Confrontiamo allora la grandezza degli insiemi goelladiN.

Definizione 6.1.Gli insiemi equipotenti adN vengono dettnu-
merabili, gli insiemi che hanno potenza minore od ugual®&ad
vengono chiamagnumerabilit*

Pertanto un insiemA € numerabile se esiste una funzidneA
- N biettiva. A € enumerabile se esiste una funzibné& - N
iniettiva. Se si tiene conto della Proposizione &biamo la se-
guente ovvia proposizione.

*In realta il concetto di insieme enumerabile nemisra essere usato
nei libri di matematica italiani. Nei libri in linga inglese invece viene
trattato sotto il nome dicountable setinvece in informatica teorica si
parla dieffettivamente enumerabil(@ ingleseeffectively enumerable

per indicare un insieme che sia enumerato tranmge funzione per la

guale esiste un opportuno programma capace di damntg.u
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Proposizione 6.2Le seguenti asserzioni sono equivalenti:
a) A é enumerabile
b) A é vuoto, finito o numerabile
c) A e vuoto oppure esiste una funzidnéN — A suriettiva
(che viene chiamatianzione enumerarnte

In termini intuitivi un insieme non vuoto é enumnigita se si pos-
sono"numerare”tutti gli elementi diA uno dopo l'altro in una
successione dicendo che

f(1) e il primo elemento

f(2) € il secondo elemento

ed in tale numerazione nessun elementé deve sfuggiref(é
suriettiva). Se in tale enumerazione non esistgpetizioni, es-
sendo I € anche iniettivaA risulta numerabile.

Proposizione 6.3.L'unione di due insiemi enumerabili & un in-
sieme enumerabile. L'unione di un insieme finitougw nume-
rabile & un insieme numerabile. L'unione di dueems numera-
bili & un insieme numerabifg.

Dim. SianoA e B due insiemi enumerabili e siafioN - Aeg

: N - B due funzioni enumeranéi e B. Intuitivamente il proces-

so di enumerazione &[1B consiste nell'alternare la numerazio-

ne diA e diB, cioe nel considerare la seguente successione
f(1),0(1).1(2), 9(2). . . .

Piu precisamente, possiamo considerare la funziarié— ACB

definita ponendo

[(n+1)/2) sené dispari
h(n) =
g(n/2) sen e pari.

Tale funzione é suriettiva e quindirappresenta una funzione
enumerant@B.

SiaA = {&,...8,} un insieme finito é un insieme numera-
bile. Siaf : N- B una funzione biettiva enumerarBeallora una
numerazione dA[1B sia ottiene al modo seguente:

13 Alla fine di questo capitolo tale teorema vienesirato tramite il rac-
contino degli “alberghi di Hilbert”.
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&, ay,... A f(1),1(2), ...

In altri termini si cominciano ad elencare tutii glementi diA e
poi si elencano quelli @. Volendo formalizzare un tale modo di
procedere definiamo la funziohe N - ACB ponendo

h(1) =&, h(2) =&,,...h(p) = a,

h(p+1) =f(2), ...,h(ptm) =f(m), ...

E’ evidente chd & una funzione biettiva enumeraateB.

SianoA e B numerabili, allora nel caso in ciéi e B siano
disgiunti la funzioneh ora definita e biettiva. Invece nel caso
AnB # [0 h non €& iniettiva in quanto un elemento
dell'intersezione viene enumerato due vdituitivamente basta
che nella enumerazione

f(1),9(1).1(2),9(2). . . .
gli elementi gia comparsi non siano ripet{ti. O

Esempio.SiaA = {5,3,7} e siaQP l'insieme infinito dei quadrati
perfetti. Allora possiamo enumerare al modo seguefit ele-
menti diAOQP :

53,7,1,4,9,...
Piu precisamente sappiamo che la funziffngp= n’ & una bie-
zione diN in QP, cioé é una funzione enumera@®f. Possia-
mo allora definire una funzionk : N — ALQP enumerante
ALQP ponendo:

h(1)=5

h(2) =3

h(3)=7

h(4) =f(1) =1

h(5) =f(2) =4

h(n) = f(n-3).

Proposizione 6.4.L'insiemeZ degli interi relativi € numerabi-
let’

'8 Un modo pill rigoroso ma meno costruttivo di pragedé quello di
osservare che, essendauriettivaAllB ha potenza minore o uguale a
guella diN. Poiché é evidente chAIB ha potenza maggiore o uguale a
quella diN, AOB € equipotente al. Tale modo di ragionare non forni-
sce pero concretamente la funzione enumerante.
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Dim. L'insieme Z & unione dellinsieme degli interi positid’
(compreso lo zero) e dell'insieme degli interi rizgggZ. Poiché
entrambi questi due insiemi sono numerali& numerabile. Piu
precisamente una enumerazione degli elemerigiottiene al
modo seguente

0,-1,+1,-2,+2,3,-3...
cioe tramite la funzionh : N—Z definita ponendd(n) = n/2 se
n é pari en(n) = (n-1)/2 sen e dispari. O

7. Tentare di superare il numerabile
Ed io sono piu infinito di te !
No ! piu infinito di me non esiste
niente.
(Da una disputa tra Il Dio del
Nord ed Il Dio del Sud prima del-
lo scontro di civilta del 2013)

Naturalmente si pone il problema se sia possikieare insiemi
che siano piu grandi del numerabile. La prima adsaviene in
mente naturalmente & quella di confrontdreon l'insiemeQ dei
razionali. Inaspettatamente Cantor provo che:
anche Q, che appariva tanto piu grande di N, aviewsi ele-
menti quanti ne aveva N !

Proposizione 7.1.L'insiemeQ dei numeri razionali € numerabi-
le.

Dim. Cominciamo col provare che l'insieme dei raziomalsiti-
vi Q" &€ numerabile. Una dimostrazione intuitiva di talenera-
bilitd si ottiene disponendo i numeri razionalilaedeguente ma-
trice infinita

/N Ny

/1 1/2 13 14 15 ...

211 2/2 2/3 2/4 2/5...

7

3/1 3/2 3/3 3/4...

7 per trovare altre dimostrazioni di questa proposiz e delle succes-
sive si consiglia di vedere il paragrafo 3 del @alpi5 dove sono pre-
senti anche altri esempi di insiemi numerabili
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4/{ 4//4/3 ce
L/

5/1...

in cui il numeratore rappresenta la riga di appetea ed il de-
nominatore la posizione all'interno della riga di tazionale.
Ovviamente un tale matrice un razionale comparevpite. I
problema e trovare una strategia che consen&ggderei razio-
nali in questa tabella uno dopo l'altro in modo:che

- nessun razionale sia escluso (la corrispondeexa dssere su-
riettiva)

- nessun razionale sia letto due volte (la corrisigmza deve es-
sere iniettiva).

E’ possibile seguire la strategia indicata daleede avendo cura
di saltarei numeri razionali che gia si sono incontrati. Pegci-
sare una tale strategia osserviamo che si é camingi“contare”
gli elementi dell'insieme&Q, ={1/1}, poi si sono contati gli ele-
menti dell'insiemeQ; ={1/2,2/1}, poi gli elementi dell'insieme
Q. ={3/1, 2/2, 1/3} ... Ciascuno di tali insiemi guo caratteriz-
zare dal fatto che la somma del numeratore e delrdmatore é
rispettivamente 2, 3, .... Indichiamo cQnl'insieme dei raziona-
li del tipo p/q conp e q interi positivi primi tra loro g+q = n.
Pertanto,

Q2= {1/1} = {1},

Qs = {1/2, 2/1},

Q. = {1/3, 3/1)},

Qs = {1/4, 4/1, 2/3, 3/2)

E' evidente che ciascu, € finito e cheQ" = Dnm{l} Q.. Una
numerazione degli elementi @ si ottiene pertanto enumerando
prima gli elementi dQ,, poi quelli diQ; e cosi via. In tale modo
si ottiene la numerazione:

0,1,1/2,2/1, 1/3, 3/1, 1/4, 4/1, 2/3, 3/2, ....
Una volta che si € visto cl@” & numerabile risulta evidente che
ancheQ & numerabile in quanto equipotent®a QuindiQ =
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Q'IQ {0} & numerabile in quanto unione di un numerdtéin
di insiemi finiti o numerabili. 0

Possiamo dare un carattere piu geometrico allastiazione ora
esposta. Basta associare ad ogni punto del piatesieao le cui
coordinate sonon(m), conm Z 0, il corrispondente numero ra-
zionalen/m Ovviamente tale corrispondenza non é iniettiva ma
punti a cui corrispondono lo stesso razionale spaligono su di
una retta passante per l'origine. Questo € un nsodccui a volte

si introducono i razionali nelle scuole medie. Zioaali positivi

si collocano nel primo quadrante, quelli negatiei quarto qua-
drante.

5/5
214

3/3

]

-5 4 -3 -2 1 ! 1 2 3 4 5

strazione fatta per enumerapé sostanzialmente abbiamo consi-
derato una successione di triangoli rettangoli convertice
nell’'origine e gli altri due vertici nei puntnf0) e (On). Per e-
numerare i razionali sia positivi che negativi &gibile conside-
rare la successione di triangoli di vertian,(), (On), (n,0). A-
vremmo anche potuto considerare successioni @i figlure ge-
ometriche limitate, ad esempio una succession@mtruni cer-
chi di centro I'origine.

Proposizione 7.2l prodotto cartesiano di un numero finito di
insiemi numerabili & un insieme numerabfe.

®per enumerarbixN esiste anche una funzione di cui si ha una espres-
sione analitica. Infatti basta considerare la faneh : NxN - N defi-

nita ponendd(i,j) = 2[2[#1). Tale funzione & biettiva perché un nu-
meron pud essere scomposto in uno ed un solo modo condetbo del

tipo 2'[(RI+1). Tale scomposizione si ottiene calcolando I&sima
potenza 2 di 2 che dividen. Alloran = 2[d cond dispari. Postg = (d-

1)/2 risulta chen = 2[R2G#1) =h(i ).
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Dim. Proviamo la proposizione per induzione sul nunierdi
insiemi numerabiliPern = 2 si procede come per i razionali. In-
fatti, essend@ e B numerabili i relativi elementi si possono or-
dinare in due successiora,,-n € On)non- Essendo allora ogni
elemento diAXB del tipo @,,by) potremo disporre gli elementi di
AxB in una matrice infinita e “contarli’ alla stessamera diQ.

/N /N
(ab) (@by)  @ubs) (a1,bs) (al,b5)/.§

e o
(@) @) (@bs) @by ...

| <
(as,b; @s,02) (813,6'. ..

(8.4,b1)/ @4,{ ..

(@shy) = .

!

Supponiamo che la proposizione sia vera pensiemi
Aq,... A, cioé cheA;x.. xA, sia numerabile, allora per ogni insie-
me numerabiléd,.; risulta che Ajx...xA)xA..1 € numerabile e
quindi la proposizione & vera parl insiemi numerabililn
conclusione la proposizione € vera per agni O

Proposizione 7.3L'unione di una successione di insiemi nume-
rabili € ancora un insieme numerabile.

Dim. La tecnica é la stessa di quella della numerazi@neazio-
nali. Sia A,)),on una successione di insiemi numerabili, indi-
chiamo cora(i,j) I'elemento diA; che occupa il postpnella e-
numerazione df,. Si definisce cosi una matrice infinita i cui e-
lementi possono essere enumerati con la soliteegtea

/N /N /N
a(1,1) a(1,2) a(1,3) a(1,4) a(1,5) ...

a2,1)y a2,2) a(2,3) a(2,4) ...

a3,1y aB3,2)” aB,3) ", ..
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a4,1) a(4,2)
ab,l)...

'

8. La potenza del continuo

Sembra di essere ad un punto morto: abbiamo cdafmn
'insieme QP dei quadrati perfetti col ed abbiamo visto che
hanno lo stesso numero di elementi, poi abbiammiesdo Z,

Q" e Q ed ancora abbiamo visto che sono numerabili. Sepon
allora il seguente interrogativo:

e se tutti gli insiemi infiniti fossero numerabili?

In tale caso una teoria che si occupa delle graeddegli insie-
mi si ridurrebbe a ben poca cosa perché avremmmdato gli
insiemi finiti, di diverse grandezze, e dall'altrdti i rimanenti
insiemi tutti della stessa grandezza infinita. iéaparte &€ questa
I'opinione di Galileo che afferma.

lo non veggo che ad altra decisione si possa pémeche a
dire, infiniti essere tutti i numeri, infiniti i qadrati, infinite le
lor radici, ne' la moltitudine dei quadrati essenginore di
quella di tutti i numeri, ne' questa maggiore dietia, ed in
ultima conclusione, gli attributi di eguale, maggice minore
non aver luogo negli infiniti, ma solo nelle quaatierminate.

Ma il merito di Cantor non fu solo di avere avut@adraggio di
negare validita all'assioma euclideo "il tutto eggiare della
parte” e di accettare I'esistenza dell'infinitcuale. Egli riusci
anche a trovare due insiemi infiniti di grandezagesa; preci-
samente riusci a provare che l'insiedei numeri reali ha po-
tenza maggiore di quella 8 e che quindi esistono almeno due
ordini di infinito. Cominciamo con il dimostrare f@n numera-
bilita dell'intervallo aperto (0,1). Il metodo usah questa dimo-
strazione viene a volta chiamatwetodo di diagonalizzaziord
Cantored ¢ stata proposto da Cantor nel 1891.

% In realta la prima dimostrazione, dovuta sempi@aator, risale al
1873 ed é di tipo topologico. Supponiamo per assuh#f : N —(0,1)
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Teorema 8.1.L'insieme (0,1) non & numerabile e quindi & piu
grande diN.

Dim. Supponiamo per assurdbe esista una funzione biettiva

N —(0,1). Come € noto ogni numei(@) della successionil),
f(2), ... pud essere rappresentato con una espansione tieeima
Ccio consente di costruire una tabella del tipo

f(1) = 0.r(1,1)r(1,2)r(1,3) . . .
f(2) = 0.r(2,1)r(2,2)r(2,3) . . .
£(3) = 0.r(3,1)r(3,2)r(3,3). . .

1.‘(.n)-: 0.r(n)r(n,2)r(n,3) .. r(n,n) ...

dover(n,i) rappresenta la cifra di post@simo della espansione
decimale dif(n). Si noti che, stante il significato del periodo 9
nella rappresentazione decimale di un numero, tegs@ nume-
ro pud essere indicato con espansioni diverse, sEmgo
0.2999... caoincide con il numero 0.3000... . Sugpup di rap-
presentare i numeri sempre senza il periodo nowvaddo che
espansioni diverse rappresentino sempre numerirsilifeCi

sia una funzione biettiva. Allora possiamo definirea successione
(In)non di intervalli chiusi contenuti in (0,1) tale che

- Iy non contiend(1)

- 1,011 e non contien§2)

- |1 01, e non contien§n+1)
Poiché [,).on € una successione decrescente di compatti non, vaoti
sua intersezione € non vuota. Datton numero reale im I, € evi-
dente che & un elemento di (0,1) diverso da offm) in contrasto con
I'ipotesi di suriettivita pef. L'assurdo a cui siamo pervenuti prova che
(0,1) non &€ numerabile. Il fatto che tale dimostrae sia di natura squi-
sitamente topologica non deve sorprendere se Sapeine Cantor ha
sviluppato le proprie idee nell'ambito delle sueerche di analisi ma-
tematica. Da un punto di vista didattico il predioquesta dimostrazio-
ne e che non presuppone il teorema di rappresentagiei numeri reali
in forma decimale. Il difetto & che utilizza la mze di compattezza
che non e certo semplice.
20 Molti miei studenti agli esami dicono una frasé tifeo “escludiamo i
numeri di periodo nove”. La dimostrazione funzidoastesso ma in
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proponiamo ora di costruire un numero reake 0C,C,Cs... ap-
partenente a (0,1) che sia diverso da tutti gineleti della suc-
cessiond(1), f(2), ... . A tale scopo basta prenderealiverso da
r(1,1),c, diverso da(2,2) e, piu in generale, diverso da(n,n).
Ad esempio possiamo porre

1 sgnn)z1l

Ch =

2 sgn,n) =1.
Allora, per come e stato costruito, il numeroon puo coincide-
re con nessun numef(n), in contrasto con l'ipotesi per ctie
suriettiva.

Problema. Dire perché il numero definito all’interno della di-
mostrazione della Proposizione 7.1 non coincidef¢gn

In tale proposizione avremmo potuto considerardamatervalli
diversi da (0,1). D’altra parte la seguente pragiosie mostra
che tutti gli intervalli aperti sono equipotentg fioro.

Proposizione 8.2.Tutti gli intervalli chiusi sono equipotenti tra
loro. Tutti gli intervalli aperti sono equipotemita loro.

Dim. Dati gli intervalli chiusi 4
[a,b] e [c,d], consideriamo la ret- ¢
ta passante per il punto di coor- |< 79
dinate 4,c) e (b,d). Talerettae il
grafico della funzione

»
»

d-c
f(X)ZE(X_a)*'C a X

E' immediato che tale funzione € una corrispondéieiiva tra
[ab] e [cd].

La stessa funzionkt pud essere vista come una corrispon-
denza biettiva tra gli intervalli aperi@,b) e (c,d) e questo prova
che anche due intervalli aperti sono equipoteatidro. O

guesto modo quello che si dimostra & che l'insiéeienumeri “che non
hanno periodo nove” non & numerabile. Naturalmelateio si ricava
che, a maggior ragione, [0,1] non &€ numerabileiedjul tutto funziona
lo stesso. Tuttavia questo modo di dire nascond#ffigolta di distin-

guere un numero reale (che & una classe) dalleppeesentazione.
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Problema. Trovare I'espressione analitica di una funzione che
esprima I'equipotenza tra I'intervallo [1,2] e ltervallo [3,7].

Dobbiamo ora confrontare la grandezza di un intkrnaperto
con quella di un intervallo chiuso. A tale scopbiamo bisogno
della seguente proposizione.

Proposizione 8.3SeS ¢ infinito edA é finito o numerabile allo-
raSedSIA sono equipotentt:

Dim. Abbiamo gia dimostrato un teorema analogo nel aasai
Ssia numerabile. Con un piccolo adattamento la atdgsostra-
zione puo essere estesa al caso di un qualungeensifinito
S Infatti essend® infinito la potenza diS & maggiore o uguale
al numerabile. Pertanto esiste una funzione ingefti: N - S
SiaA = {ay,...a.}, allora possiamo definire una corrispondehza
: SJA- Sponendo

h(a,) =1(1)

h(a;) =f(2)

h(a,) = f(n)
h(f(1)) =f(1+n)

h(t(i)) = f(i+n)

h(x) =x sextf(N) ex O {ay,... A}
In altri termini si“spostano in avanti di n passigli elementi
della successionkn) e nei posti che si sono libera colloca-
no” gli elementi diA. E' immediato chéa e iniettiva e suriettiva
e che quindBJA é equipotente afl

Nel casoA numerabile, supponiamo clge: N —A sia una

funzione enumerant@. Allora possiamo definir@ al modo se-
guente:

h(g(n)) =f(2[0)

h(f(n)) =f(20+1)

21 possiamo visualizzare la dimostrazione riferenduagi “alberghi di
Hilbert” esposti alla fine del capitolo. Infatti &2 infinito allora ha ab-
bastanza spazio da poter contenere un albergollskriMa in tale al-
bergo anche se pieno, possiamo sempre inserirdegtienti di un in-
sieme finito o numerabila.
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h(X) =x sex non appartiene né dN) né ag(N).
In altri termini:
- si sposta ciascun elemeritn) in f(20+1) e si liberano gli ele-
menti di posto pari della successid(®.
- si utilizzano i posti liberati per inserire glieenenti della suc-
cessiongy(n), cioe gli elementi dA
- si lasciano immutati tutti gli altri elementi O

Esercizio. Dare un esempio di funzione biettiva tra l'insieRe
dei numeri reali e I'insiemea{b,c} (IR

Corollario 8.4. Tutti gli intervalli sono equipotenti tra loro.

Dim. Ogni intervallo apertoab) e' infinito, pertanto poichélb]
= (a,b)O{a,b}, per la proposizione precedentehl]) € equipoten-
te ap,b]. [

Esempio: Supponiamo di volere definire esplicitamente uma fu
zione biettivaf tdi [0,1] su (0,1). Allora basta
- fissare una qualunque funzione inietttvaN—(0,1) ad esem-
pio la funzionen(n) = 1/(n+1)
- definiref : [0,1] - (0,1) ponendo

f(0) = h(1) = 1/2

f(1) =h(2) =1/3

f(1/(n+1)) =h(n+2) =1/(n+3)

f(x) =x sex#1n.

Abbiamo visto che gli intervalli, che possono esseterpretati
come segmenti, sono tutti equipotenti tra di lodohanno tutti
potenza maggiore del numerabile. Se vogliamo cereiemi

che hanno potenza piu grande possiamo, per esepipiodere
in esame l'intero insieme dei numeri reali o, sevabple,

'insieme dei punti di una retta. Infatti il fatiche tale insieme
non sia limitato potrebbe far pensare che contgmgalementi
di un intervallo. Vale pero la seguente proposigion

Proposizione 8.5.L'insieme R dei numeri reali € equipotente
all'intervallo aperto (-1,1) e quindi ad un qualuegntervallo.
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Dim. La funzionef(x) = x/(x*-1) porta l'intervallo (-1,+1) nell'in-
siemeR dei numeri reali in modo biettivo (studiare il gcaf del-
la funzione per rendersene conto). [

Definizione 8.6.Diciamo che un insieme ha ptenza del con-
tinuo se e equipotente &l

Abbiamo visto che tutti gli intervalli, che sianpeati o chiusi,
hanno la potenza del continuo.

Problema. Dimostrare che tutte le circonferenze hanno larpote
za del continuo.

Il paradosso delle ruote concentricheTorniamo al paradosso
delle ruote concentriche in cui sono coinvolteiheér ed s su
cui scorrono i puntA e C delle due circonferenze. Una possibile
soluzione pud essere trovata proprio con la nozainequipo-
tenza. Infatti &€ vero che possiamo considerar@tdspondenza
che associa ad ogni punto della circonferenza dedlta piccola
il punto del segment@B che viene toccato in un dato istante.
Tale corrispondenza é iniettiva perché due punterdi della
ruota toccheranno due punti diversi del segment@nEhe su-
riettiva in quanto ogni punto del segmento saraatcin un dato
istante. Tuttavia I'esistenza di tale corrispondenmstra che la
circonferenza piccola e equipotente al segmame non che ha
la sua stessa lunghezza di tale segmento.

In modo analogo possiamo risolvere il paradosdite drie
monete. Infatti non deve stupire il fatto che umaanferenza sia
equipotente ad una semicirconferenza.

9. Superare la potenza del continuo

Abbiamo visto chdR € un insieme la cui cardinalita & piu grande
di quella diN. Si pone allora il problema di trovare insiemi di

cardinalitd maggiore di quella B Per prima cosa tentiamo con

I'insieme delle parti dN.

Proposizione 9.1L'insieme’(N) delle parti diN & equipotente
allinsieme {0,1}" che a sua volta & equipotente all'intervallo
(0,1). Pertantd”’(N) ha la potenza del continuo.
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Dim. Per provare che {0,1}& equipotente a (0,1) osserviamo
che possiamo associare ad ogni elementd - {0,1} di {0,1} "

il numero reale @(1)c(2)... . Una tale corrispondenza € iniettiva
(anche se non & suriettiva) e dimostra che la paten{0,1}" &
minore della potenza di (0,1). Viceversa, consatad la corri-
spondenza che ad ogni numero reat¢lfc(2)..., che supponia-
mo scritto in base due e senza il periodo 1, asdasuccessione
c:N - {0,1} in cui c(n) & I'ennesima cifra binaria. Una tale cor-
rispondenza e iniettiva e cio prova che la potetfiz®,1) € mi-
nore della potenza di {0,X} In conclusione {0,1} & equipoten-
te a (0,1) e quindi ha la potenza del continuo.

Per provare ché@(N) & equipotente a {0,1} & sufficiente
considerare la funziond : P(N) — {0,1}" che associa ad ogni
sottoinsiemeX di N la sua funzione caratteristica : N —{0,1}
definita dal porre:

1 selIX
ox(X) = {

0 altrimenti. 0

Proviamo ora a vedere se l'insieme delle funziami ¢h N & piu
grande diR. La seguente proposizione mostra che la risposta e
negativa.

Proposizione 9.2.L’insieme N delle funzioni diN in N ha la
potenza del continuo.

Dim. Sappiamo ch&xN é numerabile e quindi chB(NxN) ha

la potenza del continuo. D’altra pam&' 0 P(NxN) in quanto
ogni funzione dN in N, in quanto relazione binaria, &€ un sottoin-
sieme diNxN. Cid prova che la potenza Wt & minore o uguale
a quella del continuo. D’altra parte {OMp un sottoinsieme di
NN e quindiN" ha potenza maggiore o uguale al continua.

Tutti gli insiemi di cui abbiamo parlato fino adaocsono del tipo
"lineare" ed abbiamo visto che tutti hanno la petedel conti-
nuo. Allora nella nostra ricerca di insiemi piu gdaappare natu-
rale rivolgerci ad insiemi di dimensione maggicad,esempio ai
quadrati oppure ai cubi. Ebbene si scopri che atiokseme dei
punti interni ad un quadrato ha la potenza delinont!
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Teorema 9.3.L'insieme dei punti interni ad un quadrato & equi-
potente all'insieme dei punti interni ad un suo.l&ertanto tale
insieme ha la potenza del continuo.

Dim. In termini analitici dobbiamo provare che (8,#)equipo-
tente a (0,1). Supponiamo di rappresentare i humeeti nella
forma dell'espansione decimale. Inoltre, per eterche ad e-
spansioni decimali diverse corrispondano numerli réi@ersi
supponiamo di hon rappresentare mai i numeri coioge nove.
Ad esempio scriveremo 0.40000... al posto di 0.39€dnside-
riamo la corrispondenza che associa ad ogni cappipl](0,1Y

il numero f(x,y)J(0,1) ottenuto ponendé(X,y)=0X1y1XoyoXsYa...
avendo supposto che0XxXoXs. . . ey=0y1y,ys . Tale corrispon-
denza € iniettiva e cio prova che la potenza djwsdrato & mi-
nore di quella del suo lafd.Per trovare una corrispondenza i-
niettiva da (0,1) a (0,1)possiamo ad esempio considerare la cor-
rispondenza che associa ad ogi{0,1) la coppiax,1/2). Per il
teorema di Cantor-Bernstein possiamo concludere (6l e
equipotente a (0,1) 0

Questo risultato ai tempi di Cantor appariva stapefite perché
stabiliva l'uguaglianza delle grandezze di due gaetmetrici di
differente dimensione.

Un modo diverso per convincersi della possibiitanettere
in corrispondenza i punti di una retta ed i punteini ad un
guadrato, & dato dalla considerazione di curveiquéati. Una
delle curve piu famose che progressivamente “rietnpiqua-
drato e la curva di Peano che si ottiene comedimituna suc-
cessione di curve definita per ricorsione. La cudivBeano € una
funzione continua di (0,1) in (0,)D’altra parte, stante il fatto

22 Gij osservi che la funziorfenon é suriettiva poiché, ad esem-
pio, il numero 0.19191919... dovrebbe avere commdgine in-
versa la coppia 0.11111.... e 0.9999... ma talpiaapon rappre-
senta un punto interno al quadrato.
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che la dimensione di (0,1) & diversa da quell@diy¥, non puo
esistere nessuna funzione bicontinua (continuariibile e tale
che la sua inversa sia continua) tra (0,1) e {0,1)

Problema. Dimostrare che ogni cubo ha la stessa potenza di u
suo spigolo.

Dalle proposizioni ora dimostrate segue facilmehtseguente
teorema.

Teorema 9.4.L'insieme dei punti del piano ha la potenza del
continuo. L'insieme dei punti dello spazio ha lagmza del con-
tinuo.

Dim. Poiché R & equipotente a (0,1)RxXR €& equipotente a
(0,1%(0,1). D'altra parte abbiamo gia dimostrato che iredieme
€ equipotente a (0,1). QuindkR ha la potenza del continuo.

In modo analogo si dimostra che l'insieme dei pdetlo
spazio ha la potenza del continuo. [

Problema. L'insieme dei triangoli del piano ha potenza maggio
re o uguale al continuo ?

Problema. L'insieme dei cerchi del piano ha potenza maggiore
uguale al continuo ?

Problema. Uno spazio vettoriale di dimenzione finita sul qam
dei reali quale cardinalita ha ?

Problema. Il gruppo delle rotazioni intorno ad un dato pugto
ciclico ?

Esercizio. Dimostrare che due circonferenze sono equipotenti
(Una dimostrazione analitica si ottiene col conside le equa-
zioni parametriche. Una dimostrazione geometricaotiene
provando l'equipotenza per circonferenze concdrre poi uti-
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lizzando traslazioni per estendere il risultatous@ qualunque
coppia di circonferenze).

Proposizione 9.5L'insieme dei numeri complessi ha la potenza
del continuo.

Dim. Basta ricordare che un numero complesdy € caratteriz-
zato dalla sua parte reale dalla sua parte complessaioe da
una coppiax,y) di numeri reali. O

Abbiamo mostrato fino ad ora I'esistenza di tredipnsiemi:

- quelli finiti,

- quelli numerabili

- quelli aventi la potenza del continuo.
Ancora una volta sembra difficile trovare qualclesa di piu
grande del continuo. Tuttavia il seguente teoratoauto a Can-
tor, mostra che:

dato un insiemé& esiste sempre un insieme piu grand8 di

Teorema 9.6.(Teorema di Cantor) Dato un insief8el'insieme
P(S delle parti diSha potenza strettamente maggiore di quella
di S In particolare, I'insiemeP(R) e I'insiemeR® delle funzioni

di variabile reale hanno potenza maggiore del naoti

Dim. Supponiamo per assurdo che esista una funziotevaie

di Sin P(S e consideriamo l'insieme = {xUS | xJf(x)}. Sicco-

mef & suriettiva esister@1Stale chef(x,) = T. Allora:

- seX, [ T avremo che, verifica la proprieta caratteristica Tie

quindi x,[If(x,) e pertanto, T

- sex,UT allorax, non verifica la proprieta caratteristicaTie

quindi X,[1f(x,) ex,T.

Si perviene pertanto all'equivalenzalT = X,[OT che e assurda

in quanto afferma che una asserzione coincideasnd negata.
Per dimostrare la parte rimanente della propas&iosser-

viamo cheR? ha ovviamente cardinalita maggiore di {0718

che questo ultimo insieme ha cardinalita uguali¥R). O

In definitiva se indichiamo con un insieme finito con un nume-
ro n di elementi, abbiamo visto che esiste una sucaassio

1,2,3,4,5,.N, P(N), P(P(N)), . . .
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di insiemi che é crescente rispetto alla relazidin@vere poten-
za minore di".
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LETTURA
Rudy Rucker — L'albergo di Hilbert, da La mente e linfinito,
Editore Muzzio, 85-86.

Il famoso matematico David Hilbert, nelle sue coafze a ca-
rattere divulgativo, raccontava spesso la storiandalbergo con
infinite stanze: Questo mitico albergo, che chianeyAlbergo

di Hilbert, ha omega camere: Camera 0, Camera 1, Camera 2,
...., Cameran, e cosi via. Come nel paragrafo precedente inizie-
remo a contare da 0. Per fissare le idee, ho disedhAlbergo
nella figura 2.13. Per farlo stare su una pagimasupposto che
ogni piano fosse dotato di un fantascientifico eshtore di
spazio, uno strumento che fa si che ogni pian@lsiadue terzi

del precedente. Anche gli ospiti subiscono la stesatrazione e
quindi, sebbene i soffitti del terzo piano sianb sblo due o tre
piedi, il condensatore di spazio rende gli ospiii @ho o due
piedi in modo che si trovino a loro agio. Lascideitore come
esercizio di dimostrare che, se il primo piano bffits di dieci
piedi e ogni piano e alto i due terzi del precedergllora
I'albergo diwpiani é alto 30 piedi.
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Fig. 2.13.

Una delle caratteristiche piu sconcertanti dell&ipo di Hilbert
e che, anche quando é al completo, € sempre fdessibiare
posto per nuovi ospiti senza che nessuno debbavde la
sua stanza con un altro!
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Supponiamo, per esempio, che ogni camera sia otzcgp#o-
cando 'ospiten nella Camera. Supponiamo che a questo punto
arrivi un nuovo ospite: I'Ospita. Dove potra alloggiare? E' faci-
le! basta chiedere ad ogni cliente di passare pali@era succes-
siva. In tale modo si libera la camera numero & & puo utiliz-
zare per ospitara. Ma se fosse arrivato un nuovo pulman conte-
nente una quantita numerabile di nuovi turisti. @acollocarli?
Facile, basta dire a ciascun ospite della cametiapassare alla
camera2n. In tale modo tutte le camere di numero dispatri ri
mangono libere. Allora si dice ai turisti del pulmeadi collocarsi

in tali camere. Precisamente al prima turista cemde dal pul-
man si assegna la camefd-2 = 1, al secondo turista la camera
2[2-1 =3, ... al turistala camera ®-1.

NOTA. Naturalmente le stesse considerazioni le potremar® f
se l'albergo avesse stanze tutte uguali tra lordumgo una linea
retta infinita (a me piace piu immaginarla orizzalate non ver-
ticale forse per questione di vertigini). In ques&so lo spostarsi
alla camera successiva sarebbe una vera e progsiazione.
Cio permetterebbe di interpretare quanto dettouestp lettura
dicendo che I'albergo é equiscomponibile con le@o uguale
pil una stanza (in generale pitstanze). Il paradosso degli otto
raggi esposto nel paragrafo 10 del primo capit@doaogo salvo
il fatto che i punti della successiofg A,,... sono stati collocati
su di una circonferenza e non su di una retta.
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CAPITOLO 5
METODO ASSIOMATICO E STRUTTURALISMO

1. Paradossi e crisi della teoria degli insiemi

Non mi sarei mai iscritto ad Maria & destinata ad essere in-

una associazione che mi ac- felice, ama solo le persone che

cettasse come mem-bro. non 'amano.

(il comico Groucho Marx). (da una conversazione tra stu-
dentesse)

La scelta di considerare la teoria degli insiemnedase su cui
fondare tutta la matematica mostro ben presto aldifficolta di
fondo. Dopo pochi anni che la teoria degli insiesmandava dif-
fondendo cominciarono ad essere scoperti diversidoasi che
mostravano come la teoria degli insiemi fosse ealdlittoria.
Prima di esporre tali paradossi, esaminiamo unppoda vicino
quelle che sono due caratteristiche principaliadathzione di in-
sieme che permettono di distinguerla dalla analogzione di
classe o da quella di proprieta.

a) Principio di comprensione.

Tale principio afferma che data una qualunque petpP, la
collezione degli enti verificantiP, che indicheremo con
I'espressione X : x verifica P}, € un insieme. Ad esempio, alla
proprieta‘essere pari“corrisponde l'insieme dei numeri pari, al-
la proprieta“essere maggiore d2' corrisponde l'insieme dei
numeri maggiori di due e cosi via.

b) Principio di sostanzialita.
Tale principio, che é forse quello piu importaraéferma che
ogni insieme ha carattere 'diostanza'nel senso che, all'interno
del discorso scientifico, gli insiemi possono essiattati allo
stesso modo di oggetti individuali come tavolonao puntd Il
principio di sostanzialith comporta che i nomi dégsiemi pos-
sono figurare come soggetti all'interno delle frasquindi, in
particolare, che ha senso dire che un insiemeie@f meno una
data proprieta. Ad esempio

"l'insieme dei numeri primi € infinito"

! Si veda anche il paragrafo 2 del capitolo preceden
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e una frase in cui é l'intero insieme dei numeirnpa figurare
come soggetto e tale insieme verifica la proprigessere infini-
to. Cio non avviene, ad esempio, nella frase etpriva

"per ogni primo p esiste un primo g maggiore di p".
D’altra parte per il principio di comprensione aghoproprieta &
possibile associare un insieme. Pertanto in termigsiemistici
possiamo esprimere il principio di sostanzialitdedido che un
insieme puo essere elemento di un altro dato iresiem
Nellesempio fatto linsieme dei numeri primi appeane
all'insieme degli insiemi finiti.

Da osservare anche che il principio di sostanaiabmpor-
ta che gli insiemi vengano considerati esistemtigendentemen-
te dal processo conoscitivo o creativo dell'uomani{e appunto
avviene per le "sostanze"). Cio pone quella clee it moderna
delle teorie matematiche, la teoria degli insiengll'ambito di
una delle piu antiche filosofie: il platonismo.

Possiamo ora elencare alcuni dei paradossi cltomasial-
la teoria degli insiemi. Il primo paradosso sientt applicando il
principio di comprensione alla proprietad “essereingieme” e
quindi considerando I'insieme universdde= {X : X & un insie-
me} di tutti gli insiemi.

Proposizione 1.1.(Paradosso della classe di tutti gli insiemi
Sia U l'insieme di tutti gli insiemi, allora la cardirtd di U e
maggiore della cardinalita di ogni altro insieméo € in contra-
sto con il teorema di Cantor che afferma che ldinalita diU
strettamente minore di quella #(U).

Dim. SiaZ un insieme. Allora la funzionke: Z - U che associa
ad ogni elementalZ il singolettoh(z) = {Z} & una funzione i-
niettiva diZ in U. [

Un altro paradosso nasce dal considerare la ptaptiéX di es-
sere normale, cioe di non appartenere a se stesso.

Definizione 1.2.Chiamiamonormaleun insieme che non appar-
tiene a se stesso.

Gli insiemi che usualmente consideriamo sono narral e-
sempio l'insieme {1,{2,3},{4,5,6}} non appartienese stesso e
quindi & normale. L’insiemeX: X é finito} degli insiemi finiti &
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infinito (ad esempio tutti i singolettinf con NCIN sono finiti) e
quindi non appartenendo a se stesso € normalecdniVesuo
complemento X : X & infinito} essendo infinito appartiene a se
stesso e quindi non e normale. Ancora l'insiemeutdi gli in-
siemi appartiene a se stesso e quindi non & norigal¢ali in-
siemi sembrano troppo grossi, possiamo considénaseme X
degli insiemi che sono descrivibili nella lingualiana. Tale in-
sieme non € molto grande in quanto, poiché comdad italiana
posso formulare solo una quantita numerabile dirdasni, X &
numerabile. D'altra parte, avendo defintdramite la lingua ita-
liana, X appartiene a se stesso.

Problema: Dire se i due insiemiX: x & un triangolo} e X X
non e un triangolo} sono normali oppure no.

Data la proprieta di essere normale, per il ppiacdi compren-
sioneesistera un insieme corrispondente, che chiamiagieme

di Russell cioé I'insiemeRu = {X | X normale} = {X | XOX}.
D'altra parte, in base al principio di sostanzdhtit senso chie-
dersi seRu sia normale o meno. Da queste due osservazioni se-
gue il seguente paradosso dovuto a B. Russell.

Proposizione 1.3(Paradosso di Russell, 1901SiaRu= {X | X
e normale} lI'insieme di Russell, Allora risulta che
RUIRU -« RulRu

Dim. SeRuJRualloraRu verifica la proprieta definitoria dRue
quindi RUJRu D’altra parte s€RuJRu allora Ru verificando la
proprieta definitoria dRué normale e quindRu_Ru 0

Si potrebbe pensare che i paradossi possano aasuerdal-
la considerazione di proprieta strane come quélfeod apparte-
nere a se stesso o dalla considerazione di ingreppo grandi
come l'insieme di tutti gli insiemi. In tale casergvitare guai un
matematico deve solo limitarsi a considerare pet@red insiemi
piu familiari e piccoli. Le cose non stanno cosis®no con-
traddizioni che nascono dalla considerazione deimsche ap-
paiono piu naturali. Si consideri ad esempio petprsemplicis-
sime come “avere un numero finito di elementi” omplavere
un solo elemento”. Allora per il principio di congmsione e pos-
sibile considerare gli insienkiin = {X : X & finito} e Sing= {X:
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X & un singoletto}. Se si analizza la dimostrazioaladProposi-
zione 1.1 ci si accorge che la stessa dimostrazienmette di
provare anche i seguenti paradossi.

Proposizione 1.4(Paradosso della classe di tutti gli insiemi
finiti) Sia la classéin di tutti gli insiemi finiti che la classe
Singdi tutti i singoletti hanno cardinalita maggioreatjni altro
insieme. In particolar€in e Sing hanno cardinalitd maggiore di
P(Fin) e P(Sing, rispettivamenteCio € in contraddizione con il
teorema di Cantor.

La situazione non & molto diversa se si considefadprieta "a-
vere tre elementi”. In base al principio di comiene esistera
l'insieme corrispondente, cioe l'insieffiee {X | X ha tre elemen-
ti}, cioé il numero cardinale f,b,d]. Per tale insieme e possibi-
le provare la stessa strana proprieta di cui gigdme di tutti
gli insiemi.

Proposizione 1.5(Paradosso della classe degli insiemi con tre
elementi).L'insiemeT = {X | X ha tre elementi} ha piu elementi
di ogni altro insieme. In particolafe ha piu elementi diP(T) e
cio é in contraddizione con il teorema di Cantor.

Dim. SiaZ un qualunque insieme e consideriamo un qualunque
insieme di tre elementi, ad esempio l'insieragh] c}. Allora la
corrispondenzé : Z —T che ad ogni elementdlZ associa I'in-
siemef(x) ={(a,x), (b,X), (c,X)} € una funzione iniettiva d in T.

Cio prova che it ci sono piu elementi che ih 0

Forse e interessante riformulare il paradosso dddlase degli
insiemi con tre elementi anche per la classe dgmr(classe di
cui gli algebristi parlano quotidianamente).

Proposizione 1.6. (Paradosso della classe dei gruppi)
L’insieme G dei gruppi ha piu elementi di ogni altro insieme. |
particolareG ha piu elementi diP(G) (in contrasto con il teore-
ma di Cantor).

Dim. Per prima cosa osserviamo che ogni singoleff@{io es-
sere considerato un gruppazjf,-,2) dove le operazioni sono
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definite ponendaz+z = z e z = z. E’ infatti un gruppo in cui
I'elemento neutro & e I'inverso diz € ancora. SiaZ un qualun-
que insieme. Allora la corrispondenkzaZ —G che associa ad
ogni zOZ il gruppof(2) = ({z,+,-,2) definito dal singoletto 4} &
iniettiva. Pertantd ha piu elementi dz. 0

In realta tale proposizione € molto piu generaifgtti vale per la
classe degli anelli, la classe degli spazi vetlioggoer tutte le
classi di strutture definite da un sistema di assio

Proposizione 1.7SiaT una teoria, allora la classe dei modelli di
T conduce ad un paradosso.

Problema: Chiamiamoclub un insieme qualunque e conside-
riamo la class€ = {x : x € un club @oldx} dei club che mi han-
no come membro. Provare che comunque si considenisieme

Z, C ha cardinalitd maggiore o uguale a quellZ @ che quindi
C conduce ad un paradosso.

2. Russell, il paradosso del barbiere, Marx e le stlentesse
E’ importante osservare che nel paradosso di Ruassbla im-
plicazioneRUIRU = Rul Runon risulta paradossale. Per ca-
pire tale questione riconsideriamo la battuta divtaon cui si &
iniziato il paragrafo precedente. Dekdinsieme dei membri di
una associazione allora Marx afferma che

Ox(iodx = iox).
Questo non e paradossale ma e solo la provaoche in altri
termini che Marx non pud appartenere a nessuniaggme.
Detto piu in generale, il fatto che una implicaadha—= - A ri-
sulti vera non & affatto paradossale e permett@edurre solo
cheA é falsa. InfattiA=-A é logicamente equivalente ad\.
Per convincersi di questo basta ricordare un pdogica e che
una implicazione del tipd=>B risulta equivalente alla disgiun-
zione - ACB. Pertanto, in particolared=-A €& equivalente a
- AR A cioé a-A. D’altra parte le dimostrazioni per assurdo di
cui abbiamo parlato nel primo capitolo si basamippo su tale
principio. Risulta invece paradossale una equivaedel tipoA
= = A che afferma che unasserzioné e sia vera che falsa.

Piu vicina alla struttura logica del paradossdrdssell &
l'osservazione su Maria che ama solo le persone rohe
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'amano. Dal punto di vista logico viene affermdaavalidita
dell'asserzionéIX(amgMaria,X) = —amgX,Maria)). Ponendo
Maria al posto diX si ottiene in particolare che
amgMaria, Maria) = —amgMaria, Maria)

che é ovviamente una contraddizione. L’effettoatk tontraddi-
zione € meno catastrofico del paradosso di Rugsedjuanto
prova solo che non puo esistere una persona chea@mée per-
sone che non I'amano.

Un paradosso simile era noto agli antichi gretiosia forma
del “paradosso del barbiere”. In tale paradossuveedata la
seguente definizione di “barbiere”

Definizione 2.1.“lIl barbiere € una persona che taglia la barba a
tutte e sole le persone che non se la taglianolda s

Allora detto Carlo il barbiere davanti al probledigarsi la bar-
ba o meno risulta che
- se Carlo non si fa la barba allora, poiché éem®non si fa la
barba da solo, deve farsela (e quindi sbaglia)
- se Carlo si fa la barba allora fa la barba ad chmse la fa da
solo (e quindi sbaglia).
In termini piu logici si prova che

si_fa_la_barb&Carlo) = -(si_fa_la_barb&Carlo)).
Questa €& una contraddizione e prova solo che nonepistere
una persona che fa il mestiere indicato dalla Define 2.1 cioé
che tale definizione non puo soddisfatta allo siessodo come
non puo essere soddisfatta una definizione del“tipdbarbanu-
mero € un numero che € sia pari che dispari”.

3. Affrontare i paradossi: intuizionismo e metodo asiomatico
Vi furono due modi diversi di reagire alla scopetitaali para-
dossi. Quello della maggior parte dei matematicsé&mplice-
mente di fingere di non accorgersene. La teoridi degemi ri-
sultava essere uno strumento tanto utile che nessembrava
disposto a rinunciarci per questioni di rigore mtifeco. Quei
pochi che invece si occupavano di fondamenti debidematica
videro nei paradossi la crisi dell'intero appam@iooscitivo della
matematica. Vediamo cosa scrive Frege nel 1903uwi‘Fon-
damenti dell'aritmetica;’ un testo fondamentale dove per la pri-
ma volta si propone una definizione dei numeririrga base in-
siemistica.
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Nulla di piu indesiderabile puo capitare ad unoestiiato del
fatto che una delle fondamenta del suo edificimaiini dopo
che l'opera € finita. E questa la situazione in @uitrovo in se-
guito ad una lettera (contenente il paradosso) ateuini del
sig. Bertrand Russell proprio mentre si stava udtimdo la
stampa di questo volume. . .

"Solatium miseris, socios habuisse malorum". Aocht que-
sto sollievo, se sollievo lo possiamo chiamareatinthiunque
nelle sue dimostrazioni abbia fatto uso di estamsio concetti,
di classi, di insiemi (compresi i sistemi di Dedheki si trova
nella mia stessa posizione. Non e soltanto questaei mio
particolare modo di gettare le fondamenta, ma @jurestione
la possibilita 0 meno di dare all'aritmetica un dsiasi fonda-
mento logico.

I matematici che si occupavano dei fondamentadelitematica
tentarono di risolvere la questione dei paradasgeoria degli
insiemi seguendo due vie totalmente diverse tra, Iguella
dellintuizionismoe quella delissiomatizzaziondella teoria de-
gli insiemi ed in generale della matematica.

L'intuizionismo. Gli intuizionisti rigettavano completamente la
teoria di Cantor e quella parte della matematioa sin essa Si
fondava. Esponenti di questa corrente filosofide si ispira a
Kant, sono due matematici di rilievo, L.E.J. Brouwg1881-
1966) e H. Weyl (1885-1955). Gli intuizionisti sesgono che la
matematica si fonda sull'intuiziore priori del tempo e che i
suoi enti sono «costruzioni» della mente umandtatite a parti-
re da questa intuizione. In particolare, I'intuizéodel trascorrere
del tempo porta all'idea di nhumero inteche essi ritengono, in
comune con i pitagorici, base di tutta la matenaatidon ha sen-
so ricondurre la nozione di numero naturale a qudilinsieme o
ad un sistema di assiomi perché l'idea di numetorate é insita
in ogni uomo. A partire da tale intuizione, medeantetodi co-
struttivi di tipo mentale, si doveva poi procedere allaieaiio-
ne del rimanente corpo della matematica:

MATEMATICA =
INTUIZIONE DEL NUMERO INTERO +
COSTRUZIONE DEGLI ENTI MATEMATICI
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Per gli intuizionisti se una parte della matematioa e ottenibi-
le in tale modo, allora tale parte € da consideirzaéidabile e
pertanto deve essere rigettata via.
A partire da tali idee gli intuizionisti sviluppanma matematica
ed una logica per molti aspetti diversa e piu sotti quella che
usualmente siamo abituati a considerare. Ogni z#sser mate-
matica e giustificata dalla costruzione di una ditrewione, ogni
ente matematico esiste solo se e stato concretangestruito.
Da cio segue un tipo di logica completamente diffise definita
grosso modo al modo seguente.
- un asserzione atomica, cioé priva di connettividiogr & va-
lida solo se la costruzione da essa descrittat fsiita.
- una asserzione g € valida solo se daé stata derivata una
contraddizione
- una asserziongl]s € valida solo se si e esibita sia una dimo-
strazione dir che una dimostrazione di
- una asserzionel]s € valida solo se si & esibita 0 una dimo-
strazione diz oppure una dimostrazione gl
- una asserzionex(a) e valida se e solo si & costruito un ente
matematico verificante la proprieta espressa.da
Da questa interpretazione seguono leggi della dogiotevol-
mente diverse da quelle classiche. Ad esempiagigelelel terzo
esclusoper gli intuizionisti non é valida perché se vaies- a
per ogni asserziong, allora, qualunque sia I'asserzione sarem-
mo sempre in grado di provateoppure provaresa. Cio po-
trebbe accadere solo se tutte le questioni deltam@tica fosse-
ro state risolte.
Inoltre la legge di doppia negazioneanche e valida perché
il significato dell'asserzione:(—a) e diverso dal significatar.
Ad esempio-—[X(a) significa che & assurdo supporre che non
esista un elementoper cui valgaa. InvecelX(a) significa che
si @ in grado di esibire concretamente un elemeimeoverificaa.
Le due cose sono totalmente differenti. Infattipganiamo ad
esempio chéX(a) sia I'affermazione “esiste un numero trascen-
dente”. Utilizzando la teoria degli insiemi e pdidsi provare ta-
le affermazione dimostrando che la cardinalitdidsieme dei
numeri algebrici € numerabilBertanto se non esistessero nume-
ri trascendenti I'insieme dei numeri reali sarelplnerabile e
Ccio contraddice un teorema di teoria degli insi¢gtante questa
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dimostrazione un intuizionista direbbe che é stitaostrata

'asserzione--[X(a) e non I'asserzionék(a). Invece quando,
dopo avere definitar viene dimostrato chge trascendente (co-
sa enormemente piu complicata), allora e possiafieerire

X(a). In altre parole gli intuizionisti utilizzano laegazione in

modo che sia possibile distinguere enunciati dietew dimostra-

ti per assurdo da enunciati di teoremi dimostratnodo costrut-

tivo.

L’intuizionismo, per quanto interessante ed affsmate, non
ebbe e non ha molti seguaci e normalmente vieneragm dai
matematici contemporanei. Il problema é che 'dezé&ine dei
principi dell’intuizionismo comporta difficolta enmi nella di-
mostrazioni dei teoremi. Per mancanza di spazier éapdifficol-
ta della materia, in questi appunti non ci occuperaulterior-
mente di affascinante modo di vedere la matematica.

Il metodo assiomatico.La presentazione della matematica in
forma assiomatica &, come abbiamo gia osservateerito prin-
cipale dell'opera di Euclide. Il metodo assiomatssume pero,
dalla fine dell'ottocento in poi, aspetti completante nuovi.
L'opera in cui il nuovo modo di considerare il miiassiomati-
€O si esprime in maniera piu completd éondamenti della ge-
ometria" di David Hilbert la cui prima edizione risale e890.
Lo scopo che si propone Hilbert € quello di fornire rigorosa
assiomatizzazione degli Elementi di Euclide mailtzsbfia che
sta alla base di tale libro é totalmente diversajala degli E-
lementi. In Euclide gli assiomi, e quindi i teorestano visti
come asserzioni vere riguardanti un mondo, quedigienti ma-
tematici, avente una esistenza propria. La matemati caratte-
rizzava come studio di tali enti (i numeri, i pyné rette, ...) cosi
come la zoologia si caratterizza per lo studio idegimali e la
botanica per lo studio dei vegetali. Totalmentedio & invece
l'atteggiamento che viene assunto dai fautori dellemo meto-
do assiomatico. La matematica si caratterizza resnagere un
particolare oggetto di studio, ma per essere uticpiare meto-
do di indagine quello, appunto, ipotetico-deduttivoaltre paro-
le:

il metodo assiomatico da strumento di lavoro deligematica

viene a coincidere con la matematica stessa.

L'essenza dell’approccio assiomatico consistéesalinina-

re tutte le conseguenze (interessanti) implicit@imnparticolare
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gruppo di ipotesi (gli assiomi), conseguenze ottemon il solo

ausilio di deduzioni senza mai fare riferimentdesljperienza o
alla intuizione. E significativo esaminare il diseratteggiamen-
to rispetto alle definizioni degli enti primitivin Euclide gli as-
siomi sono preceduti dalle definizioni: come si marlare dei
punti e delle rette se non si & prima spiegatocasa sono i pun-
ti e le rette? Le definizioni cercano pertantogualche modo, di
indicare cio di cui si vuole parlare, di facilitatatuizione, di

distinguere un ente matematico da un altro. Conageveo nel

paragrafo successivo, nell'approccio alla geomgir@osto da
Hilbert cido non accade, in un certo senso le dafini degli enti

primitivi mancano del tutto. Semmai si puo parldreomencla-
tura; si chiamano, per comodita espositiva, "pugli‘elementi

di un dato insieme, "rette" gli elementi di un alinsieme e cosi
via.

4. Un approccio assiomatico alla geometria
| “Fondamenti della Geometria'di Hilbert iniziano nel modo
seguente.

“Consideriamo tre diversi sistemi di oggetti: chieamo "pun-
ti" gli oggetti del primo sistema e li indichiamorcA, B, C, ...;
chiamiamo "rette" gli oggetti del secondo sistemdi &ndi-
chiamo con a, b, c . . . ; chiamiamo "piani" gligedti del terzo
sistema e li indichiamo cam G, y; . . . ; . ..

. . . Noi consideriamo punti, rette e piani in eerelazioni re-
ciproche ed indichiamo queste relazioni con paene "gia-
cere", "fra", "congruente”; la descrizione esadaompleta, ai
fini matematici, di queste relazioni segue dagkiasii della
geometria.”™

% In realta, gia dieci anni prima di Hilbert il matetito e logico Giu-
seppe Peano aveva enunciato chiaramente il megsionzatico in ge-
ometria:

“Si ha cosi una categoria S di enti, chiamati "ptinQuesti enti non
sono definiti. Inoltre, dati tre punti, si consideuna relazione fra essi,
indicata con la scrittura ¢ T ab, la quale relazemon & parimenti defi-
nita. Il lettore puo intendere col segno S una get@ qualunque di
enti, e con ¢ 1 ab una relazione qualunque fra eitjuella categoria;
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Cio comporta tra l'altro che non ha senso definmenti o le ret-
te, ha piuttosto senso definire una intera classtratture geo-
metriche caratterizzata da un particolare sistenagsiomi. Dato
poi un modello di un tale sistema di assiomi, sapachiamati
"punti" alcuni suoi elementi e "rette" altri elentietn altre paro-
le I'attributo di essere punto per un dato oggetto & definibile
in termini di proprieta dell'oggetto stesso (adnesie® essere cio
che non ha parti) ma in termini della sua collocaeiall'interno
di una struttura verificante un particolare sistediaassiomi.
Possiamo anche dire che le definizioni sono dafdicitamente
dallo stesso sistema di assiomi, cio nel sensd'mingo” € ogni
elemento di una struttura verificante una listasiiomi di carat-
tere geometrico; "numero reale" é ogni elementondi struttura
algebrica verificante un sistema di assiomi peampi completi
archimedei.

Per capire meglio lo spirito del libro di Hilbextdel metodo
assiomatico, esponiamo i primi assiomi dei demmdamentiche
si riferiscono alla geometria piana ed alla relaeidi giacenza.
Se un puntd giace su di una rettadiremo anche che passa
perP.

Al Per due puntA e B esiste almeno una rettache passa
perAeB.

A2 Per due punth e B esiste al piu una retta che passafper
eB.

A3 Su ogni retta giacciono almeno due punti, ci sainoeno
tre punti che non giacciono su di una stessa retta.

Dette poiparallele due rette che non hanno nessun punto in co-

mune, consideriamo anche il famoso assioma delbd|piz.

avranno sempre valore tutte le definizioni che segu e sussisteranno
tutte le proposizioni. In dipendenza dal signifecatttribuito ai segni
non definiti S e ¢ T ab, potranno essere soddisfagipure no, gli assio-
mi. Se un certo gruppo di assiomi € verificato,asao pure vere tutte
le proposizioni che si deducond(it “Principi di geometria logicamen-
te esposti).

®Da notare che una retta non & necessariamentesiemia di punti e
che la relazione di "giacenza" non & necessariaranelazione di ap-
partenenza.
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A4 Siar una retta ed\ un punto non giacente m allora c'e
al massimo una retta passante/erparallela ad.

Mostriamo un esempio di teorema geometrico che&idedurre
da tali assiomi.

Teorema 4.1.Tutte le rette hanno lo stesso numero di punti. Un
fascio proprio di rette contiene tanti punti quasdno i punti di
una retta piu uno.

Dim. Siar una retta e si& un punto che non passa peAllora

ad ogni puntd di r posso associare la letta pee perQ. Que-
sta corrispondenza € iniettiva ma l'unica retta cbe si puo ot-
tenere in tale modo € la parallelargger Q. In definitiva nel fa-
scio ci sono tanti punti quanti sono quellrgtiiu 1. O

Nel caso della usuale geometria euclidea tale gsinjpne
mostra che tutte le rette sono equipotenti ed hémpotenza del
continuo e che l'insieme delle rette di un fasaoldnpotenza del
continuo piu 1 (cioé ha la potenza del continuo).

Esistono diversi modelli del sistema A1-A4 di assi

Esempio: il piano della geometria analitical'esempio piu no-
to di modello del sistema di assiomi proposto eratto a partire
dal campo dei numeri reali. Chiamiamo
- puntoogni coppia di numeri reali, cioé ogni element®&di
- retta ogni insieme di punti verificanti una equazionepdimo
grado del tipax+by=p cona, b e p non tutti nulli.
La relazione dgiacenzacoincide (in questo caso) con quella u-
suale di appartenenza. Da notare che terne propatzdi coef-
ficienti a, b e ¢ determinano la stessa retta poiché determinano
equazioni con le stesse soluziofihe per due punti diversi
(%0,Yo) € (1,y1) passa una ed una sola una retta deriva dall’esame
del sistema omogeneo

axtby=p

axgt by =p
nelle incognitea, b, p. Infatti bastano alcuni nozioni di base di
algebra lineare per provare che tale sistema araraktteno una
soluzione non nulla e che tutte le soluzioni sompprzionali tra
loro. Il primo fatto comporta 'esistenza di undtae Il secondo
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fatto che la retta € unica. Non e difficile verifie anche l'assio-
ma delle parallele. Infatti, come € noto, i puntindersezione di
due retteaxtby=p e a'x+b’y = p’ si ottengono risolvendo il
sistema

ax+by=p
alX+ b!y: p!

Pertanto le due rette sono parallele se e solalgesistema non
ammette soluzioni e questo avviene se e solo sefficentia e

b sono proporzionali ai coefficiendi’, b’. Allora, dato un punto

(Xo,Yo) €d una retta di equazioneax+by = p, trovare una retta
passante pexdyo) e parallela ad equivale a trovare tre numeri
a’, b’, p’ tali che

ab’=a'b

a1XO+ blyO: pl
Anche in gquesto caso si tratta di un sistema onmemém tre in-
cognite ed anche in questo caso esiste una sougituite le so-

luzioni sono proporzionali tra loro. Cio prova fgenza e
I'unicita della retta pendg,y,) € parallela ad.

Esempio: Le geometrie finite.Se al campo dei numeri reali so-
stituiamo un qualunque altro campo, ad esempiariipo degli
interi modulo 3, il sistema di assiomi A1-A4 continad essere
soddisfatto. In tale caso avremo che il modell@ebmetria é
costituito dai nove punti

(0,0, (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0),A® (2,2),
mentre una retta sara costituita dallinsieme deiipverificanti
una equazione di primo grado. Avremo che le redi&santi per
(0,0) saranno le quattro rette di equazinnre0,y=0,ey=xey
= 2X, oppure, equivalentementes -x. Le rette che non passano
per l'origine avranno equazio+by= 1. Ad esempio una retta
e data da

{(xy) | 2ty = 1}={(0,2), (1,2), (2,0)}.

Procedendo in questo modo non é difficile trovattetle rette di
questo modello.
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La geometria delle carte.L’'esempio di piano costruito sul
campo degli interi modulo 3 pud essere travestitonbdo piu
divertente al modo seguente. Consideriamo nove ahrgioco
che si ottengono
prendendo i nu-
meril2e3ei
S ¢ M semi di quadri,
fiori e picche. In-
dicheremo  tali
L ¢ v carte con @, 2q,
3q, If, 2f, 3f, 1p,
2p, 3p. Diciamo
& ¢ ¥ | che due carte
hanno una pro-
L J ¢ v prieta in comune
se hanno lo stes-
* ¢ v SO numero oppu-
» ¢ v e lo stesso seme.
Chiamiamopun-
to ognuna di tali carte e chiamiametta un insieme di tre carte
tale che
- le tre carte hanno lo stesso numero, oppure
- le tre carte hanno lo stesso seme, oppure
- le tre carte non hanno nessuna proprieta in cemu
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Allora ad esempio per i puntgl2f passa la retta {4,2f,3p}, per
i punti 1g, 1f, la retta {Iy,1f,1p}. E facile rendersi conto che tali
rette sono uniche. Inoltre data ad esempio la rettdlq,2f,3p}
ed il punto 3, la parallela ad passante perg la retta {8, 3,

1p}.

5. Un approccio assiomatico ai numeri reali

In precedenza abbiamo ottenuto i numeri reali pdde
dallinsieme dei numeri razionali e “costruendo”skauttura che
ci serviva. Hilbert, coerentemente alla sua idddeatematica
come sistema ipotetico-deduttivo, diede inveceiompstazione
assiomatica alla teoria dei numeri reali. In qugstcagrafo e-
sponiamo un sistema di assiomi che anche se nowideicon
guello proposto da Hilbert & ad esso equivalersieriéerisce alla
teoria dei campi ordinati completi. Considereremgarticolare
due assiomi: quello di Archimede e quello di corgdea (o
continuitd) che abbiamo gia visto nel primo capitguando ab-
biamo definito la nozione di classe di grandezzeganee. La
cosa non deve sorprendere perché la teoria delfelgeze omo-
genee costituiva per i greci un sostituto dellaitedei numeri
reali.

Definizione 5.1.Un elementox di un campo ordinato si chiama
infinito positivo se risulta chex = p[1 qualunque sia l'interp.
Chiamiamoinfinito negativo I'opposto di un infinito positivo.
Chiamiamdfinito un elemento che non sia infinito.

L’idea e chex é infinito se, partendo da zero, per quanti passi u
nitari in avanti si facciano non sia mai possilvéggiungerex.
Da notare che € finito se e solo se esistope g tali cheqll<
x<p(l, cioé se e solo seappartiene ad un “intervallo limitato”.

Definizione 5.2.Chiamiamoinfinitesimo positivo(negativd un
elementax che sia l'inverso di un elemento infinito positiiree-
gativo).
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Pertanto un elemeni®eé un infinitesimo positivo sé>0 e risul-
ta che 16=p[l e quindido<1/(pA) per ogni naturalp. Possia-
mo ora definire la nozione di campo archimedeo.

Definizione 5.3. Un campo ordinato,+,[D,1<) si dicearchi-
medecse in esso non esistono elementi infiniti positivi.

In altre parole un campo ordinato si dice archimeske verifica
il seguente assioma:

Assioma di Archimede.OXCpON(pZ/ = X).

Problema. Dimostrare che il campo dei numeri razionali ed il
campo dei humeri reali (costruito con le successioiCauchy)
risultano essere archimedei.

Un campo di razionali non standard € un esempaaufipo ordi-
nato non archimedeo. | campi non archimedei sonkonadfa-
scinanti perché in essi & possibile svilupparetenda degli in-
finiti e degli infinitesimi. Ad esempio possiamar@iche due e-
lementix edy di un campo ordinato sonofinitamente vicinise
x-y € un infinitesimo. Ovviamente due numeri pOSSBEEEE in-
finitamente vicini senza coincidere.

Proposizione 5.4Sex & un elemento finito allora anchetl é
finito. Sex & un elemento infinito allora anclel é infinito. Ne
segue che l'insiem&in degli elementi finiti non ammette un
massimo. Inoltre I'insieminf degli elementi infiniti di un campo
ordinato non ammette minimo.

Dim. Sex é finito allora esist tale chex < pl1. Cio comporta
chex+1< (p+1) e quindi chex+1 € finito. Da cido segue anche
che sex € infinito anchex-1 e infinito. La rimanente parte della
proposizione & owvia. O

Infine arriviamo alla pit importante proprieta @aimpi ordi-
nati, la completezza. Nel seguito dati due sottemsA e B di
un insieme ordinatscriveremaoA < B per indicare che ogni ele-
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mento diA & minore di ogni elemento @. In tale caso si dice
anche ché\ e B sonoseparati Chiameremo élemento separato-
re” della coppiaA e B un elementa tale A < {u}< B cioé un e-
lementou maggiore di tutti gli elementi dh e minore di tutti gli
elementi diB.

Definizione 5.5.Un campo ordinato si diceompletose ogni
coppia di insiemi separati ammette elemento separat

In altre parole un campo ordinato si dicempletose verifica
I'assioma:

Assioma di completezzalJAOB(A<B =[u(A<{ u} <B).
Tutti i campi completi risultano essere archimedei.

Teorema 5.6.0gni campo completo € archimedeo ma esistono
campi archimedei che non sono completi.

Dim. Supponiamo cheD(+,0D,1<) sia un campo completo e
consideriamo la coppi&in ed Inf di sottoinsiemi diD. Se |l
campofosse non archimedeo allotaf sarebbe non vuoto e
quindi essend&in < Inf, esisterebbe un elemento separatode
tale coppia di insiemi. Allorai in quanto maggiorante din e
un infinito e quindi appartiene B Inoltre u, che & anche mino-
rante diB, appartenendo B & un minimo dB in contrasto con la
Proposizione 5.5.

Il campo dei razionali & un esempio di campo anekieo
non completo. O

Una volta che abbiamo dato le definizioni necesspdssiamo
passare alla definizione assiomatica dei numelii rea

Definizione 5.7.Chiamiamocampo dei numeri reabbgni campo
completo (e quindi archimedeo).

Ne segue che il camg@ dei razionali non standard ed il campo
R dei reali non standardon essendo archimedei non sono
nemmeno completi.

Da notare che, coerentemente con il punto di gistatura-
lista, non cerchiamo di definire che cosa sia umeno reale. In-
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vece diciamo quando una struttura puo essere ctaaiwampo
dei numeri reali” e chiamiamo “numero reale” ogl@mneento di
tale struttura. Usualmente si usa I'espressionedihpo dei nu-
meri reali” invece di “urcampo dei numeri reali”. Questo modo
di dire é giustificato dal seguente teorema, di@uiettiamo la
dimostrazione, il quale afferma che, a meno di mdismi, esi-
ste un solo campo completo archimedeo.

Teorema 5.8.La teoria dei campi completi & categorica cioeé tutt
i campi completi sono isomorfi tra loro.

6. Assiomi per eliminare i paradossi dalla teoria dgli insiemi
I metodo assiomatico pud sia essere applicatoalioente” a
singoli settori della matematica (come la geometylainsiemi
numerici e cosi via) oppure puo essere utilizzaotpntare di
rimettere in piedi la teoria degli insiemi cercardieliminarne i
paradossi. Una volta che si sia trovata una opparassiomatiz-
zazione della teoria degli insiemi & possibile gastruire tutta la
matematica come abbiamo fatto nel terzo capitolo.
Naturalmente la questione fondamentale e trovarsiste-
ma di assiomi capace di eliminare i paradossi delbaia degli
insiemi che abbiamo trattato nei paragrafi preceder assio-
matizzazioni della teoria degli insiemi che sonatestproposte
riescono in questo compito limitando opportunamente
- o il principio di comprensione
- oppure quello di sostanzialita.

Limitazione del principio di sostanzialita (la teoiia delle clas-
si). La limitazione del principio di sostanzialita stiehe accet-
tando senza restrizioni il principio di comprensionel senso
che, data una proprieB la collezione degli enti verificanig &
sempre una classe. Non sempre le classi hannacpmtiere di
sostanza e solo le classi per cui cid avviene handitto di
chiamarsi insiemi. Ora ricordiamo che il carattdireostanza per
una classe si esprime nel fatto che di essa sapsserire qual-
che proprieta, e quindi, in termini insiemistichecessa appar-
tenga ad una classe. Pertanto:

vengono chiamatinsiemi quelle classi che sono elementi di

gualche altra classe
Detto in brevex & un insieme se verifica la propriefi(xCly).
Le classi che non sono insiemi vengono chiaroltssi proprie
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Delle classi proprie non ha senso dire che verifica meno una
proprietd e non ha senso parlare di cardinalities@umodo di
procedere fu proposto per la prima volta da vonrhdn nel
1925 e poi migliorato da altri. Nella teoria detlassi il princi-
pio di comprensione viene riformulato al modo segee
[AOX(XOA = X é uninsieme e verificR

dove P e una proprieta esprimibile nel linguaggio dellarig
degli insiemi edA e una variabile che non comparéPin

Proposizione 6.1Nella teoria delle classi il paradosso di Russell
non é piu valido ma diviene una dimostrazione d#tbfcheRu=
{X: X e uninsieme X[IX} & una classe e non un insieme.

Dim. Nella teoria delle classi I'equivalenza paradossil&us-
sellRUJRu = RuJRudiventa invece

RUIRuU = (Runon & un insieme oppurRUIRUY).
Tale equivalenza equivale a dire ¢henon € un insieme [

Similmente nella teoria delle classi gli altri pdwmasi citati di-
ventano dimostrazioni del fatto che la classe ti gli insiemi,
la classe degli insiemi con tre elementi, la clafig@tti i gruppi
sono tutte classi proprie.

Una limitazione piu forte del principio di comprémrse si ottiene
sostituendolo con il piu debole assioma di isolamen

Assioma di isolamento:Dato un insieme S ed una proprieta
P, {xOS: x verifica B costituisce un insieme.

In altri termini I'assioma di isolamento conserugli "isolare”
un opportuno sottoinsieme all'interno di una cadlee che sia
stata gia riconosciuta essere un insieme.

Proposizione 6.2.Se si sostituisce al principio di comprensione
I'assioma di isolamento, il paradosso di Russell @iu ripro-
ducibile ma si trasforma nella dimostrazione débfahe, fissato
un qualunque insient® l'insiemeRu= {XS | XX} nhon appar-
tiene adS
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Dim. Se si accetta il principio di isolamente al postgukllo di
comprensione allora I'equivalenza paradossale paoda Rus-
sell diventa

RUIRu < RulSoppureRUIRuU.
che a sua volta é equivalent®d]S. 0

Proposizione 6.3.Se si sostituisce al principio di comprensione
'assioma di isolamento, il paradosso dell'insiedneutti gli in-
siemi non €& piu riproducibile.

Dim. Data la proprieta “essere un insieme” il princigioisola-
mento permette di definire solo la clagse= {XOS: X e un in-
sieme} degli insiemi che appartengono ad un da®emeS. Al-
lora, dato un insiemg, e z[0Z non & detto che il singoletta{
appartenga bls poiché non é detto che{appartenga a&.

Proposizione 6.4.Se si sostituisce al principio di comprensione
'assioma di isolamento, il paradosso dell'insietegli insiemi
con tre elementi non & piu riproducibile.

Dim. Anche in questo caso il principio di isolamentorpette di
asserire solo che, dato un insieB)da proprieta “avere tre ele-
menti” definisce un insiemé& = {XOS| X ha tre elementi}. Dato
allora un insiemeZ qualsiasi edz(0Z, non € detto che
{(a,2),(b,2),(c,2} appartenga a& e quindi ar. O

Proposizione 6.5Tutti i paradossi della teoria degli insiemi che
abbiamo esposto si traducono in una dimostrazibeda classe
U di tutti gli insiemi non € un insieme.

Dim. Sia U la classe di tutti gli insiemi, sg fosse un insieme
allora l'assioma di isolamento coinciderebbe cassloma di
comprensione (basterebbe riferirsi sempr&adme all'insieme
in cui isolare l'insieme voluto). Ma dall'assiomiadmprensione
genera paradossi, e ci0 prova thaon € un insieme. [

7. La teoria di Zermelo-Fraenkel

La limitazione al principio di comprensione e prggenella piu
diffusa teoria degli insiemi che prende il nomeediria Zermelo-
Fraenkel. In tale teoria assumiamo come unici cngemitivi
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la nozione diinsiemee larelazione di appartenenzehe indi-
chiamo. Pertanto un modello della teoria di Zerntaimenkel
sara costituito da un insieme con una relazionarizinl.

Nel seguito elenchiamo alcuni degli assiomi de tedoria
senza nessuna pretesa di rigore.

Al. Assioma dell’estensionalitadue insiemi che hanno gli stes-
si elementi sono uguali. In breve
[Oz(zOx = zOy)] = x=y

Naturalmente é evidente cke=y = 0z(z[x = z[ly), pertanto
'assioma di estensionalita puo essere riformukdtonodo se-
guente:
X=y o [Oz(zOx = z0y)].

Tale principio afferma che due insiemi che hannglssi ele-
menti sono uguali, in altre parole due insiemi blaano la stessa
"estensione" coincidono. Cio differenzia un insieda proce-
dimento usato per descriverlo (cioé dalle propratté lo defini-
scono). Per fare un esempio, anche se le propjassire pari" e
"terminare per 0, 2, 4, 6 0 8" sono diverse (pwerdo equiva-
lenti) i due insiemi ¥CIN | x € pari} e &ON | l'ultima cifra dix &
0, 2 4 6 0 8} sono uguali. La portata del fatto ah¢eoria degli
insiemi si assume il punto di vista estensiongb@iéevidente se
si considera il concetto di funzione. Come é nattebria degli
insiemi si accetta le seguente definizione di fanei

- chiamiamofunzionedi N in N una relazione binari& in N

tale che per ognlN esiste uno ed un sojotale che X,y)[J

R.
Un modo diverso di procedere, che a volte si trogalibri di
scuola, potrebbe essere il seguente:

- chiamiamafunzioneunaleggeo unprocessache permette di

ottenere un numenpuna volta che si sia fissato un numero
Una tale definizione appare piu intuitiva ma meigmnosa. In-
fatti € poco chiaro che cosa si debba intendere‘lpgge” o
"processao”. Inoltre in generale noi accettiamo @tk esempio,
equazioni come

y=(x1P2+x e y=x+1

rappresentano la stessa funzione pur rappresentandessi di
calcolo diversi. Il fatto che le due funzioni sidacstessa signifi-
ca che quello che interessa ¢ il fatto che sesfiin entrambi i



5. Metodo assiomatico e strutturalismo 178

casi si ottiene lo stesgo In altre parole quello che interessa é
I'estensione {ky)ORXR : y = (x-1)* —x* } della proprietdy = (x-
1) —x? che, di fatto, coincide con I'estensionefjRxR : y =
x*+1} della proprietdy = x*+1. Pertanto lidea di funzione & "e-
stensionale”; quello che interessa e solo la "labélinsieme
delle coppie) non il modo di calcolare tale tahella

Un tale punto di vista, tipico dei matematici, netbbe non es-
sere accettato da un informatico che tiene anchtoaei tempi
di calcolo di una funzione. In tale caso e eviderte il punto di
vista estensionale non & piu valido e clye= (x-1° —X° ey =
x*+1 denotano cose diverse (cioé algoritmi diversi).

A2. Assioma dell'insieme vuoto esiste un insieme che non ha
elementi e che chiamerernmsieme vuoto
(X(Oz(=z0x)).

Dall'assioma di estensionalitd segue che esisteolm insieme
vuoto che indicheremo cdn.*

A3. Assioma del singolettoDato un insieme& esiste un insieme
z che hax come unico elemento:
OxCyOz(zOy = x=X)

Per I'assioma di estensionalita I'insieme unico e lo denotere-
mo con {}. Questi primi assiomi permettono di asserire
I'esistenza di un buon numero di insiemi. Infaianso sicuri
dell'esistenza degli insieni, {O0}{{ O}}, ....

“Da Al e A2 segue che la teoria parla solo di msie non di “elemen-
ti". Infatti se accettassimo la presenza di unrf@ato”a che non con-
tiene a sua volta elementi, alloaadovrebbe coincidere con l'insieme
vuoto. Ciod significa che non ha senso considerarsecinsieme un in-
sieme di oggetti che non siano a loro volta insiefil esempio
'insieme delle monete che ho in tasca non rieimtri@le teoria. Questo
rende il tutto poco naturale ma evita molte congaioni. Un modo di-
verso di procedere sarebbe accettare che esistentipildi oggetti ma-
tematici: gli insiemi e gli elementi che non sonsiémi. Per gli elemen-
ti che non siano insiemi non vengono imposti i degiomi A1 e A2.
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Un modello dei primi tre assiomi.Nello spirito del metodo as-
siomatico non dobbiamo necessariamente interprgtacggetti
che abbiamo chiamato “insiemi” e la relazione cliamo
chiamato di “appartenenza” nel modo usuale. Inttfier avere
una interpretazione si deve avere una collezioreeshenti piu
una relazione binaria. Ad esempio se chiamiams@meun nu-
mero naturale e poniam@Im sem é il successivo dn allora
abbiamo che gli assiomil, A2 edA3 sono soddisfatti. Infatthl
segue dal fatto che la funzione successore eiuwaeh2 e vera
perché 0 non é successore di nessun elemento. veBifecata
perché ogni numero naturale ha uno ed un solo sseee Non
e invece verificato il seguente assioma.

A4. Assioma dell’'unione di due insiemiDati due insiemk ed
y esiste un insieme che ha come elementi o gli elementixdi
oppure gli elementi dy.

OxOy[z(0z'(z’0z = z'0Ox0z’0y))

L’insieme z per I'assioma di estensionalita € unico e viené ind
cato conxly. Da tale assioma e da A3 segue che dati due insie-
mi X; € X, esiste I'insieme %y, X} = { X4} { X} caratterizzato dal
contenere solo gli elemendi, X,. Piu in generale, dati gli insiemi
Xg,--- Xn €Siste I'insieme fy,... X} = { X} 0...0{ %y} che haxy,... X,
come unici elementi. Da notare che i numeri naturah verifi-
cano A4 in quanto dakiedy, conx#y, non € vero che esiste un
zche é successore siaxdthe diy.

L’'assioma dell’'unione di due insiemi pu0 esser®egss in
modo da ottenere I'unione di una classe qualungiresigmi.

A5. Assioma dell’'unione degli elementi di una classDi ogni
classe di insiemi & possibile fare l'unione:
OxCyOz(zOy = [2'(z'0Ox1z027).

Per l'assioma di estensionalita l'insiengedi cui si dichiara
I'esistenzaé unico. Nel seguito lo denoteremo cdm oppure
O{x’ : X' Ox} e parleremo dunione degli elementi dk.

Dati due insiemk edy diremo chex € una parte dy e scrive-
remox [y se ogni elemento die anche un elementoyicioé
se vale I'implicazione

zZUx = zy.
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A6. Assioma dell'insieme delle parti per ogni insieme esiste
un insiemey costituito da tutte e sole le partiai
OxCyOz(zOy = z[x).

Per I'assioma di estensionalita I'insiem& unico. Denoteremo
tale insieme corP(x).

Il prossimo assioma postula I'esistenza di uneimg infinito.
Per fare questo dobbiamo definire la nozione drifume e poi
quella di equipotenza.

Definizione 7.1.Dati due insiemix edy chiamiamocoppia di
elementix edy I'insieme {x,{x,\}}.

Che tali insieme esista segue dal fatto che edhmidegli insie-
mi {x} ed {{ x,y}}. Segue la solita definizione di prodotto carte-
siano, di relazione e di funzione. Cio permetteefinire la no-
zione di equipotenza tra due insiemi.

Definizione 7.2.Chiameremanfinito un insieme che sia equipo-
tente ad una sua parte propria.

A7. Assioma dell'infinito: esiste un insieme infinito.

A questo punto possiamo introdurre I'assioma daisento. Ta-
le assioma coinvolge la nozione mloprieta Dobbiamo allora
dare una definizione rigorosa di tale concettoeT#finizione é
possibile solo nell’ambito della logica matemateauindi per
poterla dare ci vorrebbe troppo tempo. Qui ci liamto a dire
che intendiamo riferirci a tutte le proprieta chesgono essere
descritte nel linguaggio della teoria degli insignioe utilizzan-
do solo il simbolo di appartenenzaed eventualmente i connet-

”oowu L] HINT] nuen

tivi logici “non”, “esiste”, “per ogni”, “oppure”;

A8. Assioma di isolamento siap una proprieta nel linguaggio
della teoria degli insiemi, allora per ogni insiemesiste un in-
siemez’ tale che

x0z' = xOzedx verificap.

L'insiemez’ viene indicato anche conx{iz: x verificap}.



5. Metodo assiomatico e strutturalismo 181

Per completezza enunciamo anche I'ultimo assiostia teo-
ria ZF che non & molto intuitivo ma molto utile per motigcni-
ci. Nel seguito chiamiamfunzionaleuna proprietg(x,y) scritta
nel linguaggio della teoria degli insiemi tale g ognix esiste
un unicoy per cuip(x,y) sia vera. In altre parole una proprieta
funzionale & una proprieta a due posti che quamshgas inter-
pretata definisce una funzione. Data una proptietezionale
p(x,y) ed un insieme chiamiamdmmagine di Zramitep(x,y) un
insiemez’ tale che per ognillz esistex(1z’ tale chep(x,y) sia ve-
ra. Il prossimo assioma assicura che 'immaginerdinsieme
tramite una proprieta funzionale € ancora un ingiem

A9. Assioma di sostituzione Siap(x,y) una proprieta funziona-
le. Allora per ogni insieme esiste un insiemg che &€ immagine
di ztramitep(x,y).

8. Assioma della scelta

L'elenco dei possibili assiomi per la teoria ddgkiemi non si
esaurisce con quelli che abbiamo dato. Ad esemgliopartico-
lare importanza I'assioma della scelta senza ileqoalti teore-
mi della matematica non possono essere provatip&terlo e-
nunciare diamo la seguente definizione:

Definizione 8.1.Se 2 & un insieme non vuoto costituito da in-
siemi non vuoti, si chiaméunzione di sceltsu 2 ogni applica-

zionef : - Uy =X tale chef(X)OX per ogniXd2Z.

La funzione di scelta in un certo serisoeglie” in ogni insieme

X OZ2 un suo elementffX). Ad esempio s€ & un insieme di sot-
toinsiemi diN, allora una funzione di scelta potrebbe consistere
nell'associare ad ogni insiem¥ein 2 il minimo elemento dX.

A10. (Assioma della scelta)Ogni classe> di insiemi non vuoti
ammette una funzione di scelta.

Un modo ovviamente equivalente di formulare taliamsa é di
utilizzare la nozione di famiglia invece che queliaclasse. In-
fatti, data una famigliaA);; di insiemi non vuoti possiamo
chiamarefunzione di sceltagni funzionef : | —[,;A tale che

(i) DA
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A10’. Per ogni famiglia &)io di insiemi non vuoti esiste una
funzione di scelta.

La teoria che si ottiene aggiungend@Fratale assioma viene de-
notata conZFC. E’ difficile capire perché si debba assumere
come assioma una cosa tanto evidente ed intultif@to & che

la nostra intuizione si basa su classi finite diemi ed in tale
caso l'assioma della scelta € conseguenza deglasftiomi.

Proposizione 8.2Se si considera una clasSehe sia finita, al-
lora I'assioma della scelta puo essere dedottoi dsgiomi di
ZF.

Dim. Infatti se 2 = {X4, X,... Xa} € un insieme finito di insiemi
non vuoti, allora esistong[0X;, X0X,,... x,.0X,. Pertanto esi-
stono le coppieXi, x1), (X2, X2),..., Xn, X,). Per 'assioma della
coppia possiamo asserire che esiste anche l'ins{¢Xe x),
(X2, X2),..., Xn, X))} che € la funzione di scelta cercata. [

Proviamo a fare un passo in avanti e supponianavelie una
classe infinitaz di insiemi non vuoti. In tale caso, & ancora pos-
sibile “scegliere” un elementoin ciascunX in 2. Tuttavia que-
sta volta nulla ci assicura che esista un insiemsétaito da tutte
le coppie K,X) che si sono ottenute con queste infinite scéite.
altre parole niente ci assicura che la totalitéatiicoppie costi-
tuisca una funzione. Infatti quando fu propostolpgrima volta
esso ha suscitato molte perplessita e reazionitimegénfatti si
aveva la tendenza a credere che un insieme eslstses si rie-
scono a descrivere i suoi elementi tramite unan@Etipcomune.
Similmente si era portati a pensare che una fuezésiste solo
se e possibile definire in modo preciso quale ledge che asso-
cia l'input all’output. Allora chi ci assicura clesiste sempre un
criterio generale che permetta di scegliere aéltinb di ogni in-
sieme in2 un suo elemento ?

Scarpe e calziniPer ben chiarire questo fatto e utile e divertente
illustrare I'esempio di Bertrand Russel. Supponigimeliminar-
mente di avere una famiglia infinit&)5 di paia di scarpe (pos-
siamo visualizzar& come una scatola su cui & attaccata una eti-
chettai per distinguerla dalle altreg di voler individuare una
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“funzione di scelta” che permetta di scegliere gmids una scar-
paf(i) O S particolare. In questo caso non ci sono difficqitds-
siamo scegliere in ogni paio, ad esempio, la scdgséra. Sup-
poniamo invece di disporre una famiglia infini@)(y di paia di
calzini. Allora poiché i due calzini di un dato paion sono di-
stinguibili, non sara semplice definire una funaat scelta che
consenta di scegliere in ogni pay un particolare calzino. Il
procedere “scegliendo a caso” non sembra fare parte
delluniverso matematico. L'assioma della sceltéeraha che
una tale funzione di scelta esiste e questo indipetemente dal
fatto che si sia capaci di descriverla.

Il seguente teorema mostra come, a volte, facciaoadi questo
postulato senza rendercene conto.

Teorema 8.3.L’assioma della scelta & equivalente a dire che il
prodotto cartesiano di insiemi non vuoti € non weudh altri
termini & equivalente a dire che, data una qualerigmiglia di
insiemi A)io; :

fAD Oi0N = xigA #0.

Dim. Basta osservare che la definizione di prodottoesaho di
una famiglia di insiemi (si veda I'appendice) emio chex; A
coincide con l'insieme di tutte le funzioni di sieeper la fami-
glia (A)ici-

Naturalmente, stante la Proposizione 8.2, perrpditao-
strare che il prodotto cartesiano di un numeradimii insiemi
non vuoti € non vuoto non e necessario I'assionia deelta.

Va sottolineato che molti altri teoremi, di fondamale im-
portanza nella teoria degli insiemi, sono equivialalfassioma
della scelta. Tra i piu famosi ricordiamo:

e Lemma di Zorn. Se(S<) € un insieme parzialmente ordi-
nato tale che ogni catena ha maggiorante, all{(x) ha un e-
lemento massimale.

e Principio del buon ordinamento. In ogni insieme X puo
essere definito un buon ordinamento.
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9. Dimostrare o confutare I'assioma della scelta

Si pone il problema se I'assioma della sceltarsigealta un teo-
rema della teoria degli insiemi. Ad esemdnig riteneva dia-
vere dimostrato che I'assioma della scelta nongasére vero.

Teorema 9.1.(Konig) L'assioma della scelta é falso.

Dim. Supponiamo per assurdo che tale assioma sia vere e
quindi risulti che ogni insieme ammette un buonirachento.
Allora in particolare il campd? dei numeri reali ammette un
buon ordinamento (che naturalmente non coincide con
I'ordinamento usuale tra numeri reali). Riprenderlddiscorso
fatto quando abbiamo esposto il paradosso di Bemgmiamo
“definibile” un numero reale se battendo sulla tastiera del mio
computer un certo numero di caratteri ottengo wstdzione in
lingua italiana di tale numero. Ad esempio la redositiva di 2

e definibile poiché & I'unico numero reale che sgsfilda condi-
zione *=2)0(x>0). Consideriamo ora l'insieme dei numeri reali
che sono definibili. Per quanto osservato nel oapi® nel para-
grafo sulla definibilia e la numerabilita, tale ieTme € numerabi-
le. Pertanto, non essenBomumerabile, I'insieme dei numeri non
definibili ha la potenza del continuo e quindi newuoto. Con-
sideriamo ora la fraséil piu piccolo numero non definibilein
cui ci si riferisce al buon ordinamento che abbiasupposto esi-
stente. Tale frase & ovviamente una definiziongairano di un
numeror che risulta quindi definibile. D’altra partpoiché il mi-
nimo di un insieme appartiene all'insiemmenon & descrivibile e
Cio & un assurdo. O

Non e chiaro dove sia 'errore di tale dimostragiduttavia &
certo che essa non e accettabile. Infatti lo schadwdtato e lo
stesso del paradosso di Berry e quindi se accetiada sua va-
lidita dovremmo accettare anche che I'ordinamerstaale inN
non sia di buon ordinamento. Questa cosa sarelffielelida
digerire perché equivarrebbe ad ammettere I'esiatedi una
successione infinita di numeri interi positivi sexpiu piccoli.

In realta I'assioma della scelta & indipendentglidatri as-
siomi della teoria degli insiemi, cioé non pud esseé provato
né confutato. Infatti vale il seguente teoremauadimostrazio-
ne, che richiede nozioni avanzate di logica matiEmabmettia-
mo.
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Teorema 9.2.L’assioma della scelta & indipendente dai rimanen-
ti assiomi.

10. Ipotesi del continuo

Un altro assioma particolarmente importante é tégodel con-
tinuo che abbiamo gia incontrato nel capitolo pdecde. Ab-
biamo visto che la potenza #(N) é strettamente maggiore di
quella diN. Appare allora naturale chiedersi se esiston@imnisi
che hanno potenza maggiore del numerabile e midiogeiella
di P(N). Cantor formulo I'ipotesi per cui non esiste waetin-
sieme. Trasformiamo questa ipotesi in un assioma.

Al1l. Ipotesi del continuo.Non esiste un insieme che abbia po-
tenza strettamente maggiore del numerabile eatnetite mino-
re del continuo.

Detto in altri termini l'ipotesi del continuo affaa che nel piano
euclideo esistono solo insiemi finiti, numerabiliagenti la po-
tenza del continuo. Per molti anni nessun matemdiic saputo
confutare o provare l'ipotesi del continuo. Nel 39dogico ma-

tematico Cohen ha dato una risposta a tale ipotestrando che
e indipendente dai rimanenti assiomi della teoeglidnsiemi.

Teorema 10.1. (Teorema di Cohen)L'ipotesi del continuo &
indipendente dai rimanenti assiomi.

In altre parole l'ipotesi del continuo non pud assere provata
ne' essere confutata a partire dai sistemi di agsibe usual-
mente vengono accettati per la teoria degli insié in gene-
rale e stata provata anche lindipendenza dellaiesgg asser-
zione.

Ipotesi generalizzata del continuoDato un insieme infinit&
non esiste un insieme che abbia potenza strettameagygiore di
S e strettamente minore #(S).

L'ipotesi generalizzata del continuo puo essergessia anche
utilizzando la teoria dei numeri cardinali.
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Ipotesi generalizzata del continuoPer ogni cardinal& non e-
siste nessun cardinale w& 2.

Se si accetta tale ipotesi i cardinali possonoresslinati nella

seguente successione crescente:
1<2<3<...gy<2Mh<22% .

ed tra due elementi della successione non é plestibvare nes-

sun altro cardinale.

In definitiva:
risultano indipendenti dal sistema-base degli asisjger la
teoria degli insiemi sia l'ipotesi del continuo ch&ssioma
della scelta.
Si ripresenta allora per la teoria degli insiemstessa situazione
dell'assioma delle parallele in geometria. Cosi e@moesistono
geometrie euclidee e geometrie non euclidee, ahjlessvilup-
pare sia teorie degli insiemi in cui vale l'ipotdsi continuo che
teorie in cui vale l'ipotesi opposta.

Da notare che, oltre che dai paradossi, che sagmEssano
essere eliminati da una opportuna assiomatizzazionmlo del-
la teoria degli insiemi viene messo in crisi ancdrgiu dalle
dimostrazioni di indipendenza. Abbiamo gia vist@ ¢indipen-
denza dell'assioma delle parallele in geometriailcowstrare la
possibilitd di piu geometrie aveva tolto il ruolentrale che la
geometria euclidee aveva sempre assunto. Allo cstessdo,
I'indipendenza dell'ipotesi del continuo con il mmage la possi-
bilitd di piu teorie degli insiemi diverse tra lopmneva il pro-
blema di quale fosse quella giusta e toglieva quincarattere
assoluto che si pensava avesse l'intuizione deltqone di in-
sieme.

Problema. Sia X un insieme numerabile di punti di un foglio di
carta e supponiamo che una macchia di inchiostta sal foglio

in modo da coprir&X. Dire quale € la cardinalita della macchia di
inchiostro.

11. Categoricita, completezza, consistenza, indipgenza

In questo paragrafo vogliamo elencare alcune pitissibprieta

per teorie. Le definizioni che daremo non sarangorose poi-
ché solo nell'ambito di un approccio formale aflgita matema-
tica lo potrebbero essere. Nel seguito indichereoT un si-
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stema di assiomi per una teoria, indicheremo&ona asserzio-
ne e con l'espressiork |a il fatto chea sia un teorema dr.
Elenchiamo alcune caratteristiche che pud averetemda. La
prima e la categoricita che abbiamo gia visto pdeine di Pea-
no e per la teoria dei campi completi.

Definizione 11.1.Una teoriaT viene dettacategoricase tutti i
suoi modelli sono isomorfi tra loro.

Quando una teoria é categorica i matematici a \ditt@no anche
che “esiste un unico modello a meno di isomorfismi”

Esempi: La teoria dei gruppi non & categorica (ammetteeper
sempio sia modelli finiti che modelli infiniti). Leeoria degli a-
nelli non & categorica (basti pensare all'anglidegli interi ed
all'anelloQ dei numeri razionali. La teoria degli insiemi oralin
non & categorica (l'intervallo [0,1] e l'intervalperto (0,1) non
sono isomorfi perché il primo contiene un minimoilesecondo
no).

Esempi: La teoria dei gruppi con cinque elementi e categoii
sistema di assiomi della geometria euclidea e oaitay

Definizione 11.2.Una teorial viene dettaconsistentese non e-
siste nessuna asserziomeale cheT| ae T} - a. T viene detta
soddisfacibile se ammette un modello, cioe una struttura
matematica che verifica tutti gli assiomiTin

Il modo piu semplice per provare che una teori@msistente é
mostrare che e soddisfacibile. Infatti se la tearranette un mo-
delloM e se esistesse per assueddale chel | aeT |- a, al-
lora in tale modello I'asserziore dovrebbe essere sia vera che
falsa.

Esempi: La teoria dei gruppi & consistente. Infatti seelarie dei
gruppi fosse inconsistente allora, preso ad eseihgioppo ad-
ditivo degli interi relativi Z,+), in tale gruppo dovrebbe valere
sia a che - a. Un esempio di teoria inconsistente e dato dalla
teoria degli insiemi, come mostrano le antinomi&ltia parte
tutte le teorie studiate in algebra sono consistafitimenti non
avrebbe senso studiarle).
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Esempi: Un esempio di teoria inconsistente e la tedridegli
insiemi ordinati finiti che non hanno elementi nanaili. Infatti se
un insieme ordinatdS<) non ha elementi minimali, allora preso
un elementoS esiste urk;<x. Poichéx; non puo essere mini-
male allora esist®&-<x,, ... procedendo in questo modo si prova
I'esistenza di una successione infinita di elemendi S tutti di-
versi tra loro. Cio prova che esistono infinitiralenti inS. Per-
tanto inT pud essere dimostrata sia l'asserzione "esistdimitiin
elementi” che I' asserzione "non esistono infiligimenti”.

Definizione 11.3.Una teoria viene dettadipendentese non ca-
pita mai che un assionm@ T possa essere provato dai rimanenti
assiomiT-{ a}.

In generale le teorie che si studiano sono, oltre @onsistenti,
anche indipendenti. Infatti se un assioma fosseoslirabile a
partire da altri, allora lo si potrebbe sempliceteecancellare
senza alterare la teoria stessa.

Definizione 11.4.Data una teorid diciamo che una asserzione
a éindipendentalaT se non accade né clig- a né cheT |-~ a
cioé a non puo essere né provata né confutata a partjle ata
siomi diT.

Definizione 11.5.Una teoriaT €& dettacompletase ogni asser-
zione si puo o provare o confutarelin

Equivalente mente possiamo chiamare completa wnatele
che non esistono asserzioni che non dipendanb @& notare
che tale nozione di completezza, che si riferisterasistema di
assiomi, € completamente diversa dalla nozioneodiptetezza
per un campo ordinato che si riferisce alla relagid’ordine in
una particolare struttura. Da notare ancora chegica matema-
tica si dimostra che ogni teoria categorfca anche completa ma
che il viceversa non vale.

Esempio:SiaT linsieme degli assiomi della geometria euclidea
tranne l'assioma delle parallele e sidlassioma delle parallele.
Allora abbiamo visto cher é indipendente d&
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Esempio: Ad esempio sid la teoria dei gruppi ed la proprie-

ta commutativa, allorar non pud essere dimostrata (perché in
tale caso tutti i gruppi sarebbero commutativi)alibd parte
nemmeno- a pud essere dimostrata (perché in tale caso tutti i
gruppi sarebbero commutativi). Pertam@ indipendente da.
Questo mostra anche che la teoria dei gruppi raonpleta.

12. Tre diverse ideologie per il metodo assiomatc

Fino ad ora abbiamo esposto esempi di applicaziehenetodo
assiomatico che sono stati proposti allo scopaadiare un fon-
damento sicuro alla geometria, all'analisi (traniaeteoria dei
numeri reali) ed alla teoria degli insiemi. Chiaprapbfondazio-
naleun tale modo di utilizzare il metodo assiomaticmdeessa-
rio pero specificare che tale metodo attualmenteeviutilizzato
con uno spirito completamente diverso ed in chielre viene
dettastrutturalistaper il ruolo importante che gioca la nozione di
struttura matematicaNel seguito esporremo man mano le idee
dello strutturalismo evidenziandone le differenee Eapproccio
fondazionale di Hilberé con il metodo presente neglementidi
Euclide. Ci riferiamo a tale scopo ad alcuni asgettdamentali
della matematica.

Creazione o sistemazione
Hilbert e Euclide. Il punto di vista fondazionale di Hilbert e
I'approccio assiomatico di Euclide non hanno lopscdi “crea-
re” nuova matematica, di trovare nuovi risultaiuti®sto si con-
centrano solo sulla organizzazione logica (Euclalsplla giusti-
ficazione (fondazione) della matematica gia esistemfatti i
Fondamenti della Geometridi Hilbert rappresentano un rifaci-
mento, senza imperfezioni dal punto di vista asai®muo, della
geometria di Euclide, rifacimento che si mantiebbastanza vi-
cino all'originale. Gli Elementidi Euclide sono essenzialmente
una esposizione logicamente ordinata dell'insierae tdoremi
conosciuti all’epoca.
Strutturalisti. Per la scuola strutturalista il metodo assiomatico
viene invece utilizzato per cogliere la struttucancine a diversi

® Tra i fautori pit radicali dello strutturalismdgordiamo il gruppo di

matematici francesi che si autodefiniscono Bourstalke che hanno
scritto una notevole serie di libri tutti firmatbe il nome di un matema-
tico inesistente che hanno chiamato Bourbaki.
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rami della matematica allo scopo di unificare &ztini diverse.

E una scelta dettata da questioni che potremmaddiveganizza-

zione del lavoro scientifico e non da esigenzeoddfzione o di
analisi critica. Ad esempio gli assiomi della taodiei gruppi col-

gono proprieta comuni a strutture matematiche digpacome il

gruppo additivo dei reali, il gruppo degli interodulo un intero

m, il gruppo delle isometrie del piano, il gruppdleeermuta-

zioni di un insieme in sé, e cosi via. Spesso fliet®d sono esten-
sioni e generalizzazioni di teoremi gia noti ma eheiferivano

casi particolari. In tale senso si produce nuovéematica e nuo-
vi e piu generali teoremi.

Intuizione.

Euclide. In Euclide l'intuizione & lo strumento mediartguale
si perviene alla conoscenza degli enti matematideke loro
proprieta fondamentali. Che gli assiomi, per medire i postu-
lati, siano fortemente intuitivi & cosa essenzjeché solo que-
sta loro immediatezza assicura la bonta di tutteedsia che si
vuole costruire (e rende possibile “postulare” pea loro accet-
tazione). In definitiva la scelta del sistema diiasi poggia di-
rettamente sulla intuizione ed &, in un certo seadoessa suc-
cessiva. Naturalmente lintuizione non deve invessere uno
strumento di dimostrazione anche se essa consemwolo euri-
stico (in cio Euclide non differisce dai moderniteraatici).

Comunque l'intuizione di un buon matematico nondce
ad errori ed & solo per motivi di "purezza intéllate” che non
puod servirsene in una trattazione scientifica dargomento.

Hilbert. In Hilbert, poiché il metodo assiomatico ha lo peali
fondare un settore della matematica preesistel@eassiomatiz-
zazione, un adeguato sistema di assiomi per la egiandeve
solo essere abbastanza potente da permettereedewttutti i
teoremi della geometria euclidea. Non é detto pesbe i singoli
assiomi debbano essere "intuitivi". Naturalmentel caso in
questione, gli assiomi di Hilbert ereditano il déeee intuitivo
degli assiomi di Euclide ma, se ne avesse avutmbi Hilbert
non avrebbe esitato ad introdurre un sistema dassomple-
tamente diverso il cui requisito avrebbe dovuteessolo di es-
sere capace di dimostrare in maniera eleganteiéardimsieme
delle proposizioni della geometria euclidea. Linttne comun-
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que puo essere forviante perché puo portare apdarecontato
qualche cosa che invece deve essere dimostrato.

Strutturalisti . In maniera ancora piu radicale per la scuola-stru
turalista l'intuizione & cosa piu da combattere dheitilizzare ed
essa non ha assolutamente valore euristico. Adpsesa ogni
volta che si parla dei gruppi ci siimmagina il gpo additivo dei
reali, allora si &€ portati ad attribuire ai grugpu proprieta di
guante siano deducibili dal dato sistema di assi@thiesempio
la commutativitd). In altri termini, poiché per gtrutturalisti una
teoria deve descrivere una intera classe di steuttiiverse tra
loro, é forviante nelle dimostrazioni guardare po@md una par-
ticolare struttura.

Categoricita.
Euclide. In Euclide la categoricita del sistema di assiémina
questione che, in un certo senso, non si ponettiliiffauo siste-
ma di assiomi aveva l'unico scopo di descrivenmanlo adegua-
to il modello fornito dall'idea platonica di puntetta, circonfe-
renza. Tale modello e il punto di partenza ed ernasiclerato
I'unico possibile. Pertanto non poteva mai porgrdblema della
esistenza di un modello degli assiomi di Euclideedio da quel-

lo naturale (non esistevano due mondi delle idee !)

Hilbert. Hilbert invece si pone esplicitamente la questidaka
categoricita, anzi la considera un requisito esanper il suo
sistema in quanto la bonta del sistema di assioofigsto consi-
ste proprio nella capacita di individuare esattamdioggetto
matematico a cui si vuole dare una base solidasacpio per
gquanto riguarda la geometria individuare il pianeleleo. Era
anche importante provare la categoricita per iesis di assiomi
dei numeri interi, dei numeri reali ed altro.

Strutturalisti . In questo caso la bonta di tale teoria si misura
nella sua capacita ad abbracciare quanti piu "tiggatematici”.

Un teorema della teoria dei gruppi € importantecipifornice
informazioni su una vasta classe di strutturee.giestrutturali-

sti se una teoria é categorica non & molto dtifatti se si vuole
appurare se una asserziané conseguenza o meno degli assio-
mi della teoria allora tanto vale di andare a ved#rettamente
se a vale su tale modello. Consideriamo ad esempitetinsi-
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stema di assiomi della geometria di Hilbert; scka tale sistema
e categorico e che quindi tutti i modelli sono isefintra loro ed
in particolare sono equivalenti al modello anatiticioé adR?).
Allora dovendo verificare se una proposizione ea@spure no,
non conviene cercare di dedurla dal sistema doassié piu
semplice verificarne direttamente la validita Rumediante al-
cuni semplici calcoli.

Completezza

Euclide. Anche se non esplicitamente menzionata € eviddme
nella tradizione Euclidea la completezza di unaidgematemati-
ca era considerata un requisito importante. Uersigtdi assiomi
per la geometria per cui esista una asserzionaimoostrabile e
non confutabile & evidentemente inadeguato a rapptare
I'intuizione geometrica. D’altra parte da Euclidad agli inizi
dell’'ottocento si era convinti che questo assiooesé in realta
dimostrabile e gli sforzi per dimostrarlo mostravare si aveva
il convincimento della completezza della teorizeotita cancel-
landolo.

Hilbert. In Hilbert la completezza e essenziale in quanas-€
senziale la categoricita che, appunto, comporteofapletezza.
Se una teoria non & completa non puo certo spdidiendare
qualche struttura matematica.

Strutturalisti. Anche per gli strutturalisti pud essere ripetuto
quanto detto per la questione della categoricitea buona teoria
non deve essere completa in quanto deve esseagtéagomune
di piu teorie diverse tra loro.

Consistenza.
Euclide. Anche il problema della consistenza non potevaress
problema riguardante Euclide. Infatti il sistemapdstulati pro-
posto era un elenco di proprieta di un modello sistente di cui
l'uomo ha diretta ed innata conoscenza. Ma sestensa di as-
siomi viene costruito isolando alcune proprietamidato model-
lo allora esso & necessariamente consistente.f&é fossero
deducibili sia una formula che una sua negaten, allora per il
modello di partenza esisterebbe una proposizioeeectia vera
che falsa, il che non puo accadere.
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Hilbert. Per Hilbert il problema della consistenza € edaéz
non esiste un mondo geometrico da descriveregesisb un si-
stema di assiomi e niente assicura che tale sisgensato scelto
male e che ci si accorga che esso permette di thanessia che
valga una cosa che valga il contrario. Facciamaesgmpio, e
supponiamo che Hilbert avesse messo tra gli assilefla sua
teoria anche l'assioma
a ="linsieme dei punti nel piano & numerabile"

La teoria risultantd sarebbe apparsa degna di interesse e si sa-
rebbero prodotti molti teoremi di tale teoria. Poppo, Hilbert
ad un certo punto sarebbe giunto a dimostrare (cbsafa nel
suo libro) cheT permette di introdurre un sistema di coordinate
che utilizza il campo dei numeri reali. Cio avrelgoenportato la
validita di

- a="l'insieme dei punti nel piano non € numerabile"
E owvio allora che la teori@, non potendo ammettere modelli,
sarebbe risultata priva di ogni interesse.
D'altra parte non si puo provare la consistenzandsistema di
assiomi facendo ricorso ad un modello perché ngugiutiliz-
zare la cosa da fondare (il modello) per giustiican sistema di
assiomi (la teoria) che ha come scopo proprio qudillfare a
meno del modello.

Strutturalisti. Molto meno importante € la questione della con-
sistenza per gli strutturalisti. E vero che talestione in linea di
principio si pone, ma, di fatto, una teoria viemegwmsta solo allo
scopo di unificare lo studio di una serie di madeihtematici
preesistenti. Pertanto tale teoria sara, come pelide, automa-
ticamente consistente. Ad esempio, il problemaadshsistenza
della teoria dei gruppi non si pone in quanto teleria nasce
successivamente alla considerazione di alcuni ggyreti.

Il problema dei fondamenti.
Sia in Euclide che in Hilbert I'assiomatizzaziorsponde al pro-
blema di dare un fondamento sicuro all'intero etifdella ma-
tematica. Negli strutturalisti I'atteggiamento @ piragmatico e
"locale". Essi non pretendono di dare una voltatpdr un si-
stema di assiomi su cui fondare tutta la matemaRagtosto es-
si pensano che la matematica si possa smembraieersi set-
tori i quali si possono esaminare indipendentemante dall'al-
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tro. Ad esempio J. Dieudonne, uno dei fondatotiodstutturali-
smo in matematica, afferma

Il matematico moderno si sente cosi perfettamengace con
la sua coscienza e non si preoccupa affatto di glitbseudo-
problemi che hanno preoccupato i suoi predecessori.

Gli pseudo-problemi di cui si parla sono i paradat®e non
sembrano interessare piu di tanto gli struttuial&¢ anche una
singola teoria risultasse essere contraddittoi@anen comporte-
rebbe il crollo di tutto I'edificio matematico, ns@mplicemente
un piccolo cambio di indirizzo (un indebolimentodlialche as-
sioma). Inoltre mentre la dimostrazione della coeaedei siste-
mi di assiomi per l'aritmetica e la geometria pnézeo difficolta
insormontabili, lo stesso non avviene per moltecpie" teorie
esaminate dagli strutturalisti. La loro coerenzgwsd mostrare
spesso semplicemente esibendo dei modelli finitin@ avviene
per la teoria dei gruppi, dei campi, degli analliadtro). E poi le
questioni relative ai fondamenti della matematicam mevono
infastidire i matematici di professione. Si provees ad adde-
strare appositamente del personale "paramatematidoyici)
che se ne occupino.

Tutte le questioni come la non contraddizioneedtdbrie . . .
ed in generale tutto cio che concerne la teoridaddimostra-
zione fanno parte ora di una scienza completameeparata
dalla matematica, la metamatematica; questa nudseili-
na non cessa di svilupparsi ed ha gia fornito nurserisulta-
ti nuovi e pieni di interesse; ma é perfettameptatd al ma-
tematico ignorarla completamente senza essere yéx pre-
occupato nelle sue ricercl{é sempre Dieudonné che parla).

Nota. La distinzione tra approccio fondazionale ed apgim
strutturalista al metodo assiomatico € di un cereresse da un
punto di vista didattico. Infatti il metodo assidia nelle scuole
puo essere introdotto o tramite un sistema di asgier la geo-
metria euclidea (Hilbert) oppure tramite la noziahegruppo o
di insieme ordinato (Bourbakismo). Nel primo casoskelta
fondazionale presenta difficolta se gli studentn rsmno stati
stimolati verso interessi epistemologici. Infattirpessi sembrera
strano che si debba perdere tanto tempo per dianestose che
appaiono owvie. Inoltre l'esistenza di un unico eilmdrendera
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difficile far capire questioni di indipendenza. il il carattere
estremamente intuitivo di tale modello fara scornmpan modo
completo la questione dell'indipendenza. Nel secarako I'ap-
proccio unificante del metodo assiomatico in chistvatturalista
puo essere compreso dagli alunni solo se prima statioesibiti
molti esempi di strutture diverse che pero sonaeitibili di una
trattazione unificata. Ad esempio dovrebbero espdrea intro-
dotti alcuni gruppi particolari come quello delimmetrie di una
figura, quello delle permutazioni di un insiemegb dei mo-
vimenti del piano e cosi via.
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CAPITOLO 6
LA MATEMATICA COME CALCOLO CON PAROLE *

“se si lodano gli uomini che hanno determinato il-n
mero di corpi regolari, che non ha utilita alcuna son
in quanto é piacevole a contemplarsi, quanto sarta p
meritorio ridurre a leggi matematiche il ragionanten
umano, che é cio che di piu eccellente e di pike pibs-
sediamo.” W. G. Leibniz.

1. Hilbert contro l'infinito
Abbiamo visto che il problema della non contradditiz di un
dato sistema di assiorfi & centrale per la concezione ipotetico-
deduttiva di Hilbert. Ora i problemi di non cotratddieta di una
teoria si risolvono usualmente mostrando un modtlkale teo-
ria, mostrando cioé che essasoddisfacibilé. Ad esempio la
consistenza della geometria non euclidea vieneapaosial mo-
dello di Klein o da uno dei tanti modelli di cuitdbmo gia parla-
to? Daltra parte tali modelli vengono costruiti a @ dal mo-
dello euclideo e quindi la dimostrazione di non tcatdittorieta
delle geometrie non euclidee € valida a patto alggebmetria eu-
clidea sia affidabile. In altre parole:

riusciamo a provare che la teoria delle geomewie euclidee

e consistente solo provando che il sistema di asgier la

geometria euclidea e consistente.
A questo punto si potrebbe dire che é facile pmvate consi-
stenza, basta costruire il modello analitico basatamumeri reali.
Ma come giustificare i numeri reali ? Coerentemexate il meto-
do assiomatico, possiamo fornire un sistema doassper i nu-

! Questo capitolo riguarda la logica matematicaargmmento i cui con-
tenuti non possono essere certamente concentrptidhe pagine. Per-
tanto ci si limitera solo a fornire alcune delleédbase e cid comporta
che si scriveranno solo definizioni e gli enuncdsi principali teoremi.
Per chi sia interessato si suggerisce uno deilthrtin commercio.
“Come abbiamo gia detto nel capitolo precedente, tenda si dice
soddisfacibilese ammette un modello, si dicensistentese da tale teo-
ria non € possibile ricavare una contraddizionevi@wente se una teo-
ria & soddisfacibile & anche consistente e perfa@tgrovare la consi-
stenza di una teoria € sufficiente esibirne un riode

% Cioé del sistema di assiomi che contiene la negaziel quinto po-
stulato da non confondere con il sistema di assidmi non contiene
tale postulato.
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meri reali (ad esempio tramite la nozione di caropmpleto).
Ovviamente cid conduce al seguente fatto:

riusciamo a provare che il sistema di assiomi dgdlametria
euclidea é consistente solo provando che la telmiacampi
completi & consistente.

Ancora una volta sembra che non ci siano difficaltdatti ab-

biamo mostrato come, ad esempio con il metodo deltéoni, sia
possibile il campo dei reali e quindi un modelklla teoria dei
campi completi. Purtroppo pero sia per dimostrasidtenza di
una terna di Peano sia per effettuare una delke t@wstruzioni
dei numeri reali dobbiamo servirci della teoria ldégsiemi. In

definitiva, se ci potessimo fidare della teoria ldegsiemi, a-
vremmo risolto tutti i problemi e ci potremmo fenma

riusciamo a provare la consistenza delle variedadilizzate
in matematica solo se la teoria degli insiemi eseiante

Sfortunatamente la scoperta dei paradossi mosedachozione
di insieme e alquanto inaffidabile e che quindilsve procedere
ad una sua buona assiomatizzazione. Ora € veresisteno di-
verse teorie assiomatiche degli insiemi che peomettli evitare
tutti i paradossi fino ad ora noti, ma chi ci agsicche un giorno
non vengano scoperti paradossi anche per tali ntemrge ? |l
problema appare senza soluzioni.

Ora Hilbert penso che tutte le difficoltd nascesstalla con-
siderazione dell'infinito attuale che gia tantdidénza aveva su-
scitato da Pitagora in poi. Infatti, come abbiani gsservato,
nessuno dubita della consistenza della teoria deipj perché
non é difficile fornire "concretamente" esempi dugpi finiti.
Esaminiamo in proposito un passo dall'articolo dibétt Sull'in-
finito apparso nel 1925.

* In questo passo viene fatto riferimento alt®perazioni

sull'infinitamente piccolo’tipiche dell’analisi matematica. Si deve pen-
sare che prima dell'attuale definizione di limite fermini di quantifica-
tori universali ed esistenziali) le nozioni di lteie di derivata venivano
viste come il risultato di operazioni fatte su nitfi o infinitesimi, i qua-

li, come poi sara fatto in modo rigoroso dall’asation standard, veni-
vano visti come particolari tipi di quantita.
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“Proprio come le operazioni sull'infinitamente palo sono
state sostituite da operazioni sul finito che dahmmo esat-
tamente agli stessi risultati e alle stesse elegeeiazioni
formali, cosi in generale i metodi deduttivi basaiil'infini-
to devono essere sostituiti con procedimenti fictie diano
gli stessi risultati, che cioé rendano possibilstesse catene
di dimostrazioni e gli stessi metodi per ottenevamiule e
teoremi.

Questo € lo scopo della mia teoria, essa si proptingare
definitivamente sicurezza al metodo matematicbd . .

Hilbert vede nella chiarificazione del concetto idfinito una
questione fondamentale il cui interesse non é walematico.

“Le considerazioni precedenti intendono solo affarenche
la chiarificazione definitiva della natura dell'inito non ri-
guarda esclusivamente I'ambito degli interessi rediei

specializzati ma & necessaria per la dignita stekdbintel-
letto umano.”

“D'altra parte I'esistenza dei paradossi della témrdegli

insiemi sembra spingere al rifiuto dell'infinitotaale. C'e
tuttavia un modo soddisfacente per evitare i passilsenza
tradire la nostra scienza. Il punto di vista utper la sco-
perta di tale modo ed il desiderio che ci mostravia da

prendere sono:

1. Se c'e la piu piccola speranza, esamineremo ataura
mente tutte le definizioni e i metodi deduttivofedi, |i cure-
remo, li potenzieremo e li renderemo utili. Nesspatra
cacciarci dal paradiso che Cantor ha creato per.hoi

2. Dobbiamo estendere a tutta la matematica quellarsiz-
za dei metodi dimostrativi che € propria della iaclemen-
tare dei numeri, di cui nessuno dubita e in cuitcasdizioni
e paradossi sorgono solo per negligenza.”

® Ho sottolineato io questa frase poiché evidenz&itpunto di vista di
Hilbert & completamente differente da quello dagliizionisti che in-

vece pensavano si dovesse cancellare dalla matantatto cio che va
oltre il numerabile ed il costruttivo.
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Il punto di vista di Hilbert e chiaro. Per primaseoil rigore in
matematica non si deve ottenere semplicementergimdo quel-

la parte della matematica e quei metodi che, pgeretosi rivelati
fecondi, non risultano avere basi sicure. Pertamdnpstante i pa-
radossi,“Nessuno potra cacciarci dal paradiso che Cantor ha
creato per noi”. L'atteggiamento di Hilbert & pragmatico, se certi
metodi si sono rivelati utili allora devono essaceettati.

“In effetti il successo & essenziale perché, inematica
come altrove, esso costituisce la corte supremodite a
Cui tutti si inchinano.”

D'altro lato € indiscutibile che il rigore e la siezza si possono
ottenere solo facendo riferimento ai metodi finitaropri dei
numeri interi. Come fare per conciliare le due capparente-
mente contraddittorie?

2. L'infinito & solo una parola
Abbiamo gia visto una citazione di Hilbert che igenisce alla
nozione di limite dichiarando che in tale nozioheoinvolgimen-
to dell'infinito & solo aparente. Infatti se siiserlim,..1/n =0
non si deve intendere che quandoaggiunge l'infinito allora il
valore di 1h raggiunge 0. Piuttosto tale uguaglianza € solo un
modo breve per indicare che:

per ognie >0 esistem tale chel/n < £ per ognin=m.
E’ evidente allora che in tale caso il simbelon denota niente
ma e solo un aiuto linguistico per rappresentagesituazione in
cui I'infinito non compare in nessun modo.
Un discorso simile, come osserva ancora Hilber, ggsere fatto
in relazione alla nozione di "punto all'infinitoladorata dalla ge-
ometria proiettiva. Come € noto, il piano proiaitiiene definito
aggiungendo all'insieme dei punti del piano eudlidei punti i-
deali, detti “punti all'infinito”. In tale modo irece di dire che
due rette sono parallele diciamo che hanno in cemumpunto
all'infinito. Tecnicamente cio si ottiene al modmaente.

Definizione 2.1.Chiamiamopunto all'infinito del piano euclideo
ogni fascio completo di rette parallele. Diciamcealn punto
all'infinito P appartienead una retta ser appartiene al fascie.



Cap. 6: La matematica come calcolo con parole 200

L'introduzione dei punti all'infinito permette diemplificare e

rendere simmetrici gli assiomi della geometria. ésetmpio due
rette si incontrano sempre in un punto (che edisé le rette non
sono parallele ed infinito se le rette sono paejlfeAnche in

questo caso non si pretende che i punti all'irdisiaino realmente
esistenti, essi sono strumenti linguistici, endati la cui introdu-

zione e utile per ottenere risultati e per avera wattazione piu
efficace della geometria.

La proposta di Hilbert e pertanto di consideradrdinito un
ente ideale, per meglio dire un oggetto linguistieomanipolare
seconde certe regolén altre parole si tratta di spostare il ruolo
del linguaggio il quale, da strumento di indagie mondo degli
enti matematici, deve diventare esso stesso ogdettivestiga-
zione. Oggetto di studio dovranno essere i "segncieti’ che
rimangono comungue oggetti finiti da maneggiare womumero
finito di regole.

“Questa ¢ la filosofia che ritengo necessaria natosper la
matematica ma per ogni pensiero, per ogni compogmesie
per ogni comunicazione che rientrano nell'ambitdadscien-
za. In base ad essa, in particolare, oggetto detlatra consi-
derazione matematica sono gli stessi segni condsettui
forma, in virtu del nostro approccio, &€ immediatameechiara
e riconoscibile.”

Fino a qui non esistono, come lo stesso Hilbetbboea, grandi
differenze con la tradizione algebrica. Anche lmgkce risolu-

zione di una equazione di primo grado consistene manipola-
zione di equazioni (oggetti linguistici) secondateeregole che
permettono di passare da una equazione ad un laitrstesso si
puo dire anche di un semplice calcolo. La grosséaoasce dal
fatto che per "segni concreti" Hilbert intendevan rsolo equazio-
ni ma anche espressioni linguistiche molto piu dasage che

coinvolgevano i quantificatori, i connettivi logitad esempio la
negazione, la congiunzione, la disgiunzione). hedita le regole
di manipolazione linguistica non considerava salelig di carat-
tere algebrico (quali ad esempio la proprieta datiea, la pro-

prieta distributiva ...) ma anche quelle di natogica quali le re-

® Inoltre in tale modo si ottiene un potente ed ateg strumento per la
trattazione delle curve algebriche.
" Discorso analogo vale per l'introduzione delltaiminmaginaria.
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gole di inferenza. Arriviamo pertanto al punto fantentale: il
calcolo logico.

“Certo questo fu sviluppato in origine per motiwldutto
differenti. | suoi segni furono introdotti originamente so-
lo per scopi di comunicazione. Tuttavia & coeresgkno-
stro punto di vista non attribuire alcun significaai segni
logici, cosi come non se ne é attribuito alcuneegni ma-
tematici, e dichiarare che anche le formula delcoéd logi-
co sono elementi ideali che di per sé non significaiente.
Col calcolo logico abbiamo un linguaggio simboliche
permette di tradurre in formule le asserzioni maatone e
di esprimere le deduzioni logiche mediante procémsna-
li.”

In definitiva non bastava ridurre la matematicanguaggio, ma
era anche necessario formalizzare i processi deidtlie permet-
tevano la manipolazione di tale linguaggio. Pilcg@mente una
particolare teoria matematica veniva vista come:

- un insieme finito di espressioni linguistichei @ssiomi propri
della teoria)

- un insieme fissato di espressioni (gli assiorgidi

- il tutto da manipolare tramite determinate regidderegole di
inferenza).

Tale apparato permette di produrre altre espresg@idaoremi).
In tale modo qualunque teoria (anche quelle chiaupaudi ogget-
ti infiniti) diviene un oggetto finito e quindi psibile di essere
esaminato nella sua interezza. Il problema dellasistenza di-
viene allora quello di esaminare tale oggetto diritvedere se tra
le sue proprieta vi € anche quella della consistebn program-
ma questo che sembra abbastanza ragionevole.

3. Nuovi oggetti matematici: parole e linguaggi

Abbiamo visto che per Hilbert la matematica, inticatare la
dimostrazione matematica, pud essere vista comgatticolare
sistema che agisce sulle parole di un linguaggra. 1& nozione
di “parola” e di “linguaggio” non sembrano appadsmn
all'universo matematico e quindi si pone il probkemi come
possa essere reso rigoroso il discorso di Hilk&rhecessario a
tale scopo elaborare una teoria matematica deidiggi e la cosa
puo essere fatta al modo seguente. Si parte daliabéto”, cioe
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un insieme finito di simboli. Ad esempio nella lirgyitaliana un
alfabeto e costituito dalle letteeeb, ¢, ... . In lingua greca é co-
stituito dalle letteren, S, ; .... Un esempio di alfabeto “piccolo”
e l'alfabeto MorseA = {[}}} costituito da un punto e dana linea
che una volta veniva usato per il telegrafo. Irirdéd¥a possiamo
chiamare alfabeto un qualunque insieme finito. Datalfabeto
possiamo poi costruire parole. Ad esempio con quadila lin-
gua italiana possiamo scrivere parole comean®, “canné,
“cend, “acné€, “acccanné&. (quest'ultima & una parola senza
significato). Dovendo definire la nozione di paraiatermini in-
siemistici osserviamo che due parole corman® e “cend, che
pur avendo le stesse lettere le hanno in posizibresa, devono
essere considerate diverse. Sono pure da congd#iverse due
parole come ¢ané€ e “canné in cui le lettere coincidono anche
nell’ ordine ma appaiono un numero diverso di voll® mostra
che non é certamente possibile chiamare parolasiene finito
di elementi dell’alfabeto. Infatti, poiché due iasii con gli stessi
elementi sono uguali, tutti gli insiemicfa,n,é, {c,a,n,n,e
{c,e,n,d {a,c,n,@, {a.c,c,an,nkcoincidono. Allora, per potere
rappresentare la nozione di parola conviene uaanedione dn-
pla che permette appunto di tenere conto sia déilie che
dell’eventuali ripetizioni. Si arriva quindi all&guente definizio-
ne.

Definizione 3.1.SiaA un insieme finito (che chiamianaifabe-
to). Allora gli elementi diA" vengono dettparole di lunghezza n

nell’alfabetoA. Indichiamo comA* 'insieme [, A" di tutte le
possibile parole.

Una volta che abbiamo soddisfatto la mania dei matei di ri-
durre tutto alla teoria degli insiemi, continuereeoappresentare
le parole al modo solito, scrivendo una parola cémey,... a,)
con ay,ay,...a,° Ad esempio per indicare la parolga(n,e) scri-
veremo semplicementane.

8 |l fatto che “rendere rigoroso” significhi ridurggla teoria degli insie-
mi & una credenza, un po’ ridicola, dei matema#@sumere come
primitiva direttamente la nozione di parola sareblieettanto o forse
maggiormente rigoroso viste le basi incerte deltaia degli insiemi. E’
quello che usualmente viene fatto nei linguaggirdigrammazione do-
ve viene assunta come primitiva la nozione di “fErgequivalente-
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Possiamo immaginare 'alfabefocome l'insieme dei caratte-
ri che sono sulla tastiera di un computer ed umal@aome la
sequenza di lettere che compaiono sullo schermodyusi batte
sulla tastiera. In particolare & possibile anchesizterare il “sim-
bolo spazio-vuoto” che corrisponde al lasciare spazio vuoto
tra due lettere. In questo caso si chiama paratheaguella che é
per noi una frase, cioe una sequenza di paroleaepda spazi
vuoti. Allora possiamo far rientrare nel termineafpla” anche
frasi del tipo

“il cane corre”, “enac corre il”, ...

Ad esempio il contenuto di questo libro puo essésto come
una unica parola nell’alfabeto che si ottiene usargbliti carat-
teri della tastiera piu un “carattere” per denotarspazio vuoto.

Un linguaggio non si caratterizza solo da un &fabma an-
che da un criterio con cui si stabilisce se unalpas frase é da
considerare accettabile. Stabilito tale criterltmra un linguaggio
si definisce come l'insieme delle parole (se sileuti frasi) che
sono considerate accettabili.

Definizione 3.2.Dato un alfabetdA chiamiamolinguaggio for-
male su Aun sottoinsieme’ di A"

Se L contiene solo un numero finito di parole, alloracuiterio di
accettabilita si pud ottenere direttamente tramita lista delle
parole che sono if. Ad esempio nel caso della lingua italiana
l'insieme corretto delle parole coincide con l'iasie delle parole
presenti in un buon vocabolario. Nel caso il linggia contiene

un insieme infinito di parole (come in generaleieme quando si
considerano frasi), allora € un po’ piu complicstabilire un cri-
terio di accettabilita ed in generale ci si rifeésalla nozione di
grammaticache pero non considereremo in questo libro. Esami-
niamo ora una ovvia proprieta dei linguaggi formali

Proposizione 3.3.L’insieme A" delle parole nell’alfabetd e
numerabile. Pertantogni linguaggio formale é finito o numera-
bile.

mente, il tipo “stringa”, “lista”, ...). Dovendo p@ntrodurre il tipo “in-
sieme” lo si fa derivare da quello di “parola” imttucendo una opportu-
na relazione di equivalenza tra parole (o, equintal@ente, di riduzione
a forma normale).
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Dim. Sia a [JA, allora la corrispondenziche associa ad ogni
nCIN la parolaaaaa..a che si ottiene ripetendovolte la letteraa

& una funzione iniettiva dil in A*. QuindiA" ha potenza maggio-
re o uguale del numerabile. Vogliamo provare #hena anche
potenza minore o uguale al numerabile, cioe cheeesina fun-
zione iniettiva diA" in N. Esistono diversi modi per fare questo
che spesso prendono il nomecdidifiche Un modo vicino allo
stile dei matematici € considerare la successmng,, ... dei
numeri primi scritta in ordine crescente. Associgmoin modo
iniettivo ad ogni lettera ik un numero intero, cioe consideriamo
una funzione iniettiva : A —N. Essendd\ finito non ci sono dif-
ficolta a trovare una tale funzione. Successivamesisociamo
ad ogni parola,...a, il numerop,°(@’0, . [, (@), Tale corri-
spondenza € iniettiva (anche se non suriettiva).eseimpio se
poniamoc(a) = 1,c(b) = 2,c(c) = 3, ... allora alla parofdbacca”
viene associato il numerd@'B°7°11".

Un modo piu “informatico” ed intuitivo di procedee il se-
guente. Definiamo una funzione iniettivza A —{0,1}* che asso-
ci ad ogni elementa OA una parola nell’alfabeto {0,1} e suppo-
niamo che tutte le parolga) abbiano la stessa lunghezza e che
inizino con 1.Consideriamo la funzione che associa ad ogni paro-
la aa,...8, in A" la parolac(a;)c(ay)...c(a,) in {0,1}". Infine inter-
pretiamo tale parola come un numero scritto in Zagma il di-
scorso funziona anche se la si interpreta in b@gdr tale modo
abbiamo definito una funzione iniettiva Af in N.° Ad esempio
supponiamo, sempre riferendoci all’alfabeto delgua italiana
che

c(a) =111111¢(b) = 111011¢(c) = 100011, . ...

°La tecnica che ora abbiamo utilizzato per dimostiar proposizione
corrisponde al modo concreto di funzionamento abenputer. Infatti
quando si preme un tasto della tastiera I'impuisgaito al computer &
proprio una sequenza di 0 ed 1. Dopo avere saritalocumento (un
romanzo una poesia od altro), nella memoria delpeder &€ immagaz-
zinata una serie lunghissima di 0 e di 1 corriseoiel alla sequenza di
lettere scritte (ma anche agli spazi vuoti). Piecjgamente nei sistemi
di scrittura (come il Word) esistono anche carattbe vengono chia-
mati “di controllo” e che servono a modificare ratieri che compaiono
sullo schermo. Ad esempio esistono caratteri ckearw il corsivo, il
grassetto e cosi via.
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In questo modo associamo alla parola “bacca” il emamscritto
in base 2,
1110111112111100011100011111111. 0

Si osservi che il procedimento con cui abbiamo @aswad ogni
parola un numero naturale é “effettivo”, nel senke corrispon-
de ad un preciso algoritmo che un qualunque cdtr@asarebbe
capace di eseguire. In questo caso si usa paildoedifica” di
un linguaggio. Si usa anche considerare una “décatiche as-
socia ad ogni numero inter'elemento del linguaggio formale
L ottenuto al modo seguente (ci riferiamo al prinpo @i codifi-
ca sopra esposto)

- si fissa una parolpin £

- si effettua una scomposizione= p(1)“1.[p(n)'™ di min pro-
dotto di successivi numeri primi

- sei(1),...j(n) sono codici di lettere iA (cioé se esistonay,... a,
in Atali cheg(a(1)) =i(1), . . . i(a(n)) =i(n)) e se la parola;...a,

€ una parola i, allora si assume tale parola come decodifica di
m

- altrimenti assumiamo per convenzione che la décaddi m
siap.

Da notare che una tale decodifica € un processttieff solo se
esiste un metodo per decidere se una parola agpartdL o

meno ( & decidibile).

Corollario 3.4. L'insieme dei possibili romanzi € numerabile.
L'insieme delle possibili poesie € numerabile. klame dei pos-
sibili programmi di un linguaggio di programmazio@eumera-
bile.

4. Rappresentabilita, definibilita e numerabilita

Possiamo utilizzare la proposizione 3.3 per provan@odo im-
mediato che alcuni insiemi sono humerabili. A tsdepo ci ser-
viamo della nozione di “rappresentabile” o quelalaga di “de-
finibile” in un alfabetoA. Lasciamo il significato di tali nozioni a
livello intuitivo. Quello che interessa é che, datoinsiemeX ed

un alfabetdA, una rappresentazione (o definizione) di un elemen
to di X in A sia una parola sA. Inoltre supponiamo che elementi
diversi di X abbiano rappresentazioni (definizioni) diver8er
fare un esempio, riferendoci alla rappresentazibe@male dei
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numeri, se si accetta un alfabéteon i simboli 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9 allora ogni naturale e rappresentabild.ilse aggiungia-
mo adA i simboli + e -, allora otteniamo un alfabeto ir ogni
numero intero relativo & rappresentabile. Se &ltsto aggiun-
giamo anche il simbolo /, allora anche i raziosalho rappresen-
tabili. Esempi di definizioni sono i seguenti. limero 3 puod es-
sere definito come “quel numero positivo il cui dueto € nove”.

Il numero+v2 puo essere definito come “quel numero positivo il
cui quadrato & 2".

Teorema 4.1.Sia X un insieme i cui elementi siano rappresenta-
bili (definibili) in un linguaggio formale. AllorX & enumerabile
(cioé finito o numerabile).

Dim. E’ possibile considerare una funzione che assatiagni
elemento inX una delle sue rappresentazioni (definizionipin
Si ottiene una funzione iniettiva ¥iin A" . PoichéA" & un in-
sieme numerabile, questo prova ¢éhe finito o numerabile. [

Applicando tale criterio possiamo dimostrare lausgge pro-
posizione.

Proposizione 4.2L'insiemePy(N) delle parti finite diN € nume-
rabile.

Dim. Ogni insieme finito di numeri interi pud esserppeesenta-
to tramite una parola del tipa...np,} con m<n<...<n, cioe

tramite una parola nell’alfabeto costituito dalleecharentesi {, },
dalla virgola e dalle cifre 0,1, 2, 3, 4, 5, 6879. Pertant®«(N) e

enumerabilePoiché e owvio chB¢(N) non & finito,P{N) € nume-
rabile® O

E’ possibile anche ridimostrare in modo piu sengétcune delle
proposizioni provate nel paragrafo precedente.

19 Concretamente, dato un insieme finito lo “descriabcomputer con
una parola del tipor,... ng} con n;<n,<...<n,. Tale parola viene imma-
gazzinata nei registri di memoria sotto forma da gequenza di 0 ed 1,
sequenza che possiamo interpretare come un nu@grdornisce una
corrispondenza d?(N) in N.
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Proposizione 4.3.L'insieme Z dei numeri relativi € numerabile.
L'insieme Q dei razionali € numerabile. L'insieme deligle di
numeri razionali € numerabile.

Dim. Gia abbiamo osservato che gli elementZdi quelli diQ
sono rappresentabili in un opportuno alfabeto. rBppresentare
I'insieme di tutte le possibil-ple di numeri razionali € sufficien-
te aggiungere all’alfabeto le parentesi (, ) eitgola.

Ricordiamo che un numero reale si dadgebricose e radice di
un polinomio a coefficienti razionali. Un numerdrascendente
se non é algebrico. Poiché ogni polinomio a coieffic razionali
si pud ridurre ad un polinomio equivalente a caédfiti interi,
possiamo definire un numero algebrico anche comeawmero
che sia radice di un polinomio a coefficienti intexd esempio

\/g & un numero algebrico perché & soluzione dell'zZgua X’
5 = 0. E’ algebrico anche un numero raziongle qualunque
perché e soluzione dell’equaziogi@-p = 0.

Proposizione 4.4.L’'insieme Al dei numeri reali algebrici € nu-
merabile. Pertanto I'insieme dei numeri trascerideata poten-
za del continuo.

Dim. Ogni numero algebrico pud essere definito da upprjata
del tipo “la terza radice del polinomm{x)”. L'insieme di tali de-
finizioni € un insieme di parole in un opportundabketo. Cio
prova cheAl &€ enumerabile. Poich&l contiene tutti i razionali
siamo sicuri chél & numerabile. a

Possiamo provare anche le seguenti sorprendergegaenze, in
ambito informatico, dei teoremi ora dimostrati. ®@ain linguag-

gio di programmazione, chiamiandecidibile un sottoinsiemex

di N per il quale esista un programma in grado di diesi appar-
tiene adX oppure no. Possiamo vedere un insieme non de@dibil
come un insiem& talmente complicato che non potra mai essere
scritto un programma capace di dirci se un datmeteo appar-
tiene adX oppure no. Si pone allora il problema se taliansi
“patologici” esistano oppure no. Il seguente te@dornisce una
risposta.
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Teorema 4.5.11 numero di insiemi non decidibili € maggiore di
quello degli insiemi decidibili.

Dim. Un programma non € altro che una parola in uabatb
finito e quindi ogni insieme decidibile pud esseappresentato
da una parola su tale alfabeto (ovviamente insidewidibili di-
versi hanno programmi diversi). Da cid0 segue cheldase dei
sottoinsiemi decidibili € enumerabile. Il complereerdi tale
classe non puo essere numerabile poiché altrirRéN)i sarebbe
numerabile in contrasto con il teorema di Cantordéfinitiva la
classe degli insiemi non decidibili ha potenza naggdi quella
degli insiemi decidibili. 0

Chiamiamocomputabileuna funzione dN in N per la quale esi-
sta un programma capace di computarla. Procedesrde per il

teorema ora dimostrato, possiamo dimostrare aricbeguente
teorema.

Teorema 4.6.1l numero delle funzioni non computabili & mag-
giore del numero delle funzioni computabili.

5. Linguaggio ed apparato deduttivo per la logicadrmale
Riferendoci alla matematica, un linguaggio formethe vada be-
ne dovra contenere

- nomi per oggetti matematici (come 3, 3,1, €),

- nomi per funzioni ed operazioni (corug, +, [Jsen x,)**

- nomi per relazioni (come =, =, [).

Sembra infatti ragionevole poter scrivere asserzioome
"log(2+3) = 0" oppure Tog(2+3) = 23" che si avvalgono del no-
me di funziondog, dei nomi di numeri 2, 3 e 0, di un simbolo +
per un operazione binaria e dei simkok = per relazioni bina-
rie. Ancora, in matematica sono di uso frequentealéabili ed i
quantificatori (esiste, per ogni) che permettonoegémpio di
scrivere proposizioni del tipo "esiste una solugidell'equazione
x>-1=0", in breve I'x(x*>-1=0)". Infine sono usati connettivi logici

come “non”, “e”, “oppure”, “implica” che consentomid costruire

! Non abbiamo escluso che in un alfabeto ci possasere, come ele-
menti, parole di un altro linguaggio come ad esemipg, sen.. Infatti
I'unica cosa che abbiamo richiesto & che un altabit un insieme fini-
to.
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asserzioni (composte) a partire da altre asserZiaisuggerisce
le seguenti definizioni.

Definizione 5.1.Chiamiamoalfabeto di un linguaggio del primo
ordine un alfabetA costituito da:

- un insieme di simboli per denotarariabili, ad esempia, v,

Z...

- i connettivi proposizionaf,0], » ,~}

- il quantificatore esistenzialé

- la parentesi aperta ( e la parentesi chiusa )

In piu

- un insieme finitcC di elementi dettcostanti

- un insieme finitdD di nomi di operazione

- un insieme finitd® di nomi di predicati

- unafunzione arita arOCOP - N

Se l'arita di un nome di funzione € 2 allora e satehe tale nome
denota una funzione binaria e si preferisce padamperazione
binaria. Se I'arita di un nome di predicato & 1 allora siedche
denota un predicatmonadicoo unaproprieta Se invece l'arita €
2 si parla direlazione binaria Da notare che esistono tanti alfa-
beti, e quindi tanti linguaggi del primo ordine amii sono i modi
di specificare le costanti, i nomi delle relazierielle operazioni.
Avremo ad esempio un linguaggio adeguato alladedei grup-
pi, uno per la teoria degli anelli, uno per le gtre ordinate, e
cosi via. Per poter definire il linguaggio del poirardine corri-
spondente ad un dato alfabeto dobbiamo prima defihilin-
guaggio dei termini. Possiamo vedere un termineecdescrizio-
ne di un algoritmo per il calcolo di una funziorse (|l termine
contiene variabili) o di un elemento (se il termimen contiene
variabili).

Definizione 5.2.Dato un alfabeto del primo ordine chiamiamo
linguaggio dei terminf'insieme delle parole che si ottengono ap-
plicando piu volte le seguenti regole:

a) ogni variabile o costante & un termine

b) sef & il nome di una funzionen-aria e ty,...t, sono termini
allora f(ty,...t,) € un termine (notazion@efissa

¢) se é il nome di una funzione binarigt;, t, sono termini
allora ¢,)C(t,) € un termine (notazioriefissg.
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In matematica usualmente si usano solo nomi diidumnzli arita
1 (dettefunzionio operazioniunarie) o 2 (detteperazioni bina-
rie). In questo ultimo caso si preferisce la notazioissa. Ad
esempio I'espressiong{(log((y)+(x))) € un termine. Infatti

- poichéy € un termine ed € un termine allorayj+(x) € un

termine

- poiché ¥)+(x) & un termine allorbbg((y)+(x)) € un termine

- essenda un termine dog((y)+(x)) un termine, X)-(log(y+x))

& un terminé?

Utilizzando i termini, possiamo ora definire laziane di lin-

guaggio del primo ordine.

Definizione 5.3.Un linguaggio del primo ording & l'insiemel
delle parole su di un alfabeto del primo ordineinitf dalle se-
guenti regole di formazione:

a) ser e un predicaton-ario e ti,...t, sono termini allora
r(ty,...1n) € una formulgformula atomica in notazione prefigsa

12 Naturalmente la realta dei linguaggi matematipite flessibile e di-
versificata. Ad esempio il termine che abbiamo rotst si indica piu
semplicemente coxrlog(y+x) in quanto esistono semplici regole e con-
venzioni per I'eliminazione di parentesi inutili.dAesempio scriviamo
3B+2 al posto di ((35))+(2) come invece richiederebbe la definizione
4. Inoltre esistono anche notazidpbst-fisse"per le operazioni unarie,
ad esempio per la funzione fattorialee notazioni'esponenziali"come
la funzione inversoc®. Tuttavia ai fini del nostro discorso ci atterremo
alla Definizione 2 anche se non I'applicheremo wdmrigoroso.
'3 prende il nome dinguaggio del secondo ordine linguaggio in cui
sia possibile quantificare sui sottoinsiemi del @ddme non solo sugli
elementi del dominio. Cido comporta l'uso di divetipi di simbolo per
le variabili che si riferiscono a sottoinsiemi gigdili che si riferiscono
agli elementi. Ad esempio se utilizzo lettere madls nel primo caso e
minuscole nel secondo caso, la nozione di buomandénto potra esse-
re espressa dalla formula

OXOm(mOXOOz(ZOX - m<2))).
Anche 'assioma di completezza, che si esprimendioeche ogni sotto-
insieme inferiormente limitato ammette estremo riofe si esprime
guantificando sui sottoinsiemi. Un altro importaet®empio € I'assioma
per le terne di Peano che riguarda il principiandiuzione. Come ab-
biamo gia accennato, la logica che si riferiscauadinguaggio del se-
condo ordine prende il nome Idigica del secondo ordinén questo vo-
lume non si parla di questo tipo di logica e clisiita alla logica del
primo ordinecioé la logica che tratta dei linguaggi del printdine.
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b) ser e il nome di un predicato binariadgt, sono termini allo-
ratyr t, 0 L (formula atomica in notazione infigsa

c) seaeB0 L allora @B, (@)1, (a) - (B e-(a) appar-
tengono ad’ ;
d) sex & una variabile ed] L alloralx(a)OL.

Gli elementi diL vengono chiamafiormule ben formate, piu
semplicementdprmule

| seguenti sono alcuni esempi di linguaggi del priondine uti-
lizzati in matematica.

Esempi. Linguaggio usato per le strutture ordinate. E un lin-
guaggio che contiene i soli simbalie = di relazioni binarie. A
volte si aggiunge anche una costante 0 (da intamgreome mi-
nimo elemento) e una costante 1 (da interpretamgecmassimo
elemento) e pertant® = {0,1}. Poiché non ci sono nomi di ope-
razioni, gli unici termini sono le variabili e leostanti. Sono e-
sempi di formule

OxDyOey) ; Ox(x<x) ; Dx(Oy((x<y)dysz) = x<2)).
Linguaggio usato per la teoria dei gruppi. E costituito da [
per rappresentare I'operazione binaria, id&' ‘per rappresentare
l'operazione che associa ad ogril suo inverso e la costante 1
per rappresentare I'elemento neutro. L'unica reteze l'identita.
In generale si preferisce la notazione esponenxiald posto di
inv(x). | termini sono pertanto espressioni del tipo , 1) X",
('™ Sono esempi di formule:

Ox(x&/=y&) ; xA=x ; Ox(x=1= x&=1).

Ma naturalmente & possibile utilizzare anche laggi diversi
per trattare lo stesso tipo di strutture matematickd esempio
per la teoria dei gruppi si usa spesso la notazaoltitiva invece
di quella moltiplicativa che abbiamo indicato. lnegto caso si
utilizza la costante 0, il nome di operazione bimar, di opera-
zione unaria -, ed il solito simbolo di uguaglianza

Supponiamo di avere un linguaggio del primo ordinén accor-
do con il punto di vista di Hilbert, dobbiamo veelée dimostra-
zioni che usualmente si effettuano in matematicaecan proce-
dimento meccanico con cui produrre, a partire ddato sistema
di elementi diL (gli assiomi), nuovi elementi d (i teoremi). E-
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sistono diverse possibili regole per "produrre eéeaf, noi ci sof-
fermiamo sulle seguenti due regole piu note indagi

Il regola del Modus PonensTale regola afferma che se ho di-
mostrato la formular- £ ed ho dimostrat@r allora posso affer-
mare anchg. In breve:

aa- B (Modus Ponernjs
B

La regola di Generalizzazione.Tale regola afferma che se ho
dimostrato la formula(x), allora posso affermare anchg(a).
In breve

a (Generalizzazione
Ox(@)

La generalizzazione si giustifica col fatto chehgedimostrato
a(x) allora, essendr una variabile, non ho mai utilizzato nessu-
na particolare proprieta dell'oggetto denotatocdi altri termi-

ni, durante la dimostrazioneha sempre denotato un generico e-
lemento del dominio. Pertanto, di fatto, si & ditrate (Ix(a).

Vi sono poi delle formule di cui ci si pud servidarante la
dimostrazione perché sono vere sempre, qualungue & cose
di cui si parla. In altre parole si possono utéiz delle formule
logicamente vere del tipa@—a oppure all5- a oppure
a(t) - xa. Chiamiamaassiomi logiciun opportuno insiemal di
tali formule. Usualmente iA, si mettono anche formule del tipo

p-p, = (=(a) - a, (Oxa () - a(t), X(a)--0x(=(a)).

Inoltre si aggiungono assiomi relativi all'uguagha

U;  Ox(x=x) (riflessivita)
U, OxOy((x=y) - (Y=X)) (simmetria)
Us OxOy Oz((x=y) O(y=2) - (x=2)) (transitivita)
Uy x=y-Z0x =Z0y (sostituzione)

X=y - xz =yllz ;
x=y - f(x) =f(y)
Us x=y - (1(zX) = rzy)); (sostituzione)
X=y - (r(x,2 < r(y,2);
X=Yy - (s(¥) = sly)).
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dove U, e Us devono essere intesi cormehemi di assiontioe
devono essere asseriti per tutti i nomi di operazinarie], di
operazioni unarié, di relazioni binarig e di relazioni ad un po-
stos.

Definizione 5.4.Dato un insiemd di formule, che chiameremo
sistema di assiomchiameremalimostrazione dir sotto ipotesi
T ogni successione di formute,....a, con a,=a e tale che per
ogni formulag; si verifichi almeno uno dei seguenti casi:

- a; € un assioma logico

- a; € una ipotesi, ciog; 0 X

- @, é stata ottenuta da formule precedenti per modugmns o
per generalizzazione.

ScriveremaT | a per dire che esiste una dimostrazionerdbtto
ipotesiT.

Possiamo visualizzare il sistema deduttivo di wgich del pri-
mo ordine come una macchina che produce teorene. mMac-

china, dopo che sono stati inseriti gli assiomuda teoriarl (ad

esempio la teoria dei gruppi) comincia a stampassiemi uno
dopo l'altro. La macchina stampa tali teoremi mtifindo le rego-
le di inferenza e formule che sonoAh oppure inT oppure che
sono state gia prodotte.

6. Ma si deve pur parlare di qualche cosa: I'interpetazione

Se ci si attiene strettamente al punto di vistanfdista di Hilbert
secondo cui la matematica & solo un calcolo dilparmmozioni
come essere vero ed essere falso non hanno impartan
L'importante e stabilire regole precise in questaias di gioco
linguistico, attenersi a tali regole. Tuttavia $estacchiamo dal
riferimento alle “cose di cui si parla” e dalle iz di vero e fal-
so non e chiaro come si debbano stabilire talileeg@uale senso
abbiano i teoremi trovati.

In definitiva dobbiamo trovare una definizione eraatica di
interpretazione e di verita. Cominciamo con il peoha
dell'interpretazione che € alquanto problematical ésempio
non e affatto detto che due persone interpretdoctsso modo
una determinata frase. Se si riferisce ad un testiale o un te-
sto musicale é scontato che ogni attore o musipstaa dare una
interpretazione personale di tale testo. Ovviamerierpretazio-
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ne e veritd sono nozioni collegate in quanto ursgragone puo
essere vera o falsa a seconda del modo come vengenaretate
le parole che la costituiscono. Ad esempio se thtaria € piu
grande di Luisa” la verita o falsita di tale agsame dipende da
chi intendo indicare con i nomi “Maria” e “Luisa”ahe cosa in-
tendo per “piu grande” (piu anziana ?, piu altaAPlche se scrivo
una cosa di carattere matematico come “2+2 = @V@ecma cosa
falsa se interpreto tale asserzione sui numeriralatscrivo una
cosa vera se la interpreto sugli interi modulo Hora prima di
parlare di vero e di falso € necessario fornire defnizione di
interpretazione. Ora s€ & un linguaggio del primo ordine, una
sua interpretazione si ottiene specificando diiquedetti si parla
e quindi fissando un insieni2 Inoltre, come € owvio, si deve as-
sociare

- ad ogni nome di operazione una operaziorig,in

- ad ogni costante un elementdXi

- ad ogni nome di relazione binaria o0 unaria uf@ziene binaria
0 unaria inD.

Definizione 6.1.Unainterpretazionedi un linguaggio del primo
ordine L é costituita da un insieni& dettodominio dell'interpre-
tazionee da una funzionkeche associa:
- ad ogni nome di operazioneariaf una funzionel(f) : D" D
- ad ogni costante un elementad(c) di D

- ad ogni nome di relazioneariar un sottoinsiemé(r) 0 D"**

Esempio. Consideriamo un linguaggi6 in cui vi sia solo il no-
me di una relazione binariarhd. Allora una interpretazione di
tale linguaggio si ottiene fissando un insieBali persone (ad
esempio quelle presenti in una certa stanza) edelazione bi-
narial(amg, cioé un sottoinsieme d@xD. Ad esempio potrem-
mo supporre chB sia I' insieme di persone,

{mario, maria, carlo, luigi}

14 Da notare che la nozione di interpretazione étéegaettamente alla
nozione di struttura matematica che abbiamo coreidequando ab-
biamo parlato dello strutturalismo. Infatti sia@ain linguaggial i cui
nomi di operazione sianm,...0s, i cui nomi di relazioni siano,,...f; €
con costanticy,...C,. Allora la struttura matematica associata ad una
interpretazione B la struttura®,|(04),...1(0s),1(r1),...1(ry).1(c),... 1 (Cp))-



Cap. 6: La matematica come calcolo con parole 215

e che linterpretazione sia definita ponendi@mag uguale
all'insieme

{(maria, mario), (mario, carlo), (maria, carlo), (carlo, luigi)}.
Naturalmente vi possono essere piu interpretaziefip stesso
linguaggio, ad esempio se si cambia il gruppo dsqee cui Ci Si
riferisce.

Esempio.Riferiamoci al linguaggio che si usa per le stmgtor-
dinate. Poiché e costituito da un solo simbolcetiizione binaria,
<, una interpretazione di tale linguaggio € codatdia un insieme
D e da una relazione binaligs). Ad esempio possiamo supporre
che

-D sia l'insieme dei numeri interilé<) l'usuale relazione di ordi-
ne tra interi,

- D sia l'insieme delle parti di un insier8e (<) sia la relazione
di inclusione.

Si noti che l'unica cosa che si richiede in unariptetazione e
chel(<) sia una relazione binaria e non necessariamerteala-
zione d'ordine. Ad esempio otteniamo una intergietee ponen-
do D uguale all'insieme dei numeri interile) = {(n,m) | n =
nm+1}. Naturalmente una tale interpretazione non eingieme
ordinato. Di fatto, almeno che non si imponganoarpmi as-
siomi (cosa che faremo nel seguito) le interpretazdi questo
linguaggio possono essere accettate anche conreratazioni
del linguaggio dell'esempio precedente, e viceversa

Abbiamo gia detto che un termine in cui compaidalbe va-
riabili libere & la descrizione di un algoritmo pealcolare una
funzione (se il termine contiene variabil) o urerekento (se il
termine non contiene variabili). Ad esempio al teen3(5+7)+1
corrisponde l'algoritmo:

1. prendiinumeribe7

2. sommali

3. moltiplica il risultato per 3

4. aggiungi 1
Chiamiamo interpretazione del termine il numero shettiene
tramite tale algoritmo. Se nel termine abbiamorksenza di una
o piu variabili, allora il corrispondente algoritnealcola una fun-
zione che chiamiamo interpretazione di tale termieturalmen-
te tali interpretazioni dipendono dalla struttutgesrica di cui si
sta parlando, cioe dalla interpretazione fissatamddo piu rigo-
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roso di definire l'interpretazione di un termind éeguente in cui
utilizziamo come variabili i simbobky, x,, ... Per semplicita sup-
poniamo di utilizzare la notazione prefissa anche ipnomi di
operazioni binarie.

Definizione 6.2.Sia ©,l) una interpretazione,teun termine. Al-
lora per ogni interan che sia maggiore o uguale agli indici delle
variabili che compaiono ihdefiniamo una funzione-arial(t) :
D", D per ricorsione sulla complessitatdil modo seguente:

a) set e la costante alloral(t) e la funzione costantemente

uguale d(c) ;

b) set & la variabile; alloral(t) & la proiezioné-esimd® cioe la

funzione definita da

[(t)(dy,....dn) = di

c) set =f(ty,... 1) alloral(t) € la funzione tale che

1(t)(dy,... dn) = 1(D)( (t)(da,... Ar),..., 1{tp)(da,... An)).

Ad esempio si&il terminelog(x;)+ser(x,), allora
1(t)(dy,d) = 1(+)(I(log(x1))(ch,dy), I(serxz)(du,dy)).
D’altra parte
I(log(x1))(d1,d2) =I(log)(l(x)(d1,d2)) = I(log)(dy)
[(ser(xz))(dw,dz) =I(sen(l(x)(di,d2)) = I(ser(dy)

e quindi
1(t)(dr,d2) = (I(log)(dy) I(+) I(sen(dy).
Questo significa che il temineg(x;)+ser(x,) viene interpretato
come la funzione che, data la coppia ¢,) di elementi dD,
1. applica la funzionglog) ad,
2. applica la funziongser) ad,,
3. compone i risultati ottenuti nei passi 1. g&@mitel(+).

Da notare che se in un termine compaiono le vdirigbe x; allo-
ra la sua interpretazione € comunque una funzioterdeno) tre
variabili anche se poi i valori che assume nonmlifogo effetti-
vamente dai valori di;. Ad esempio il termine+ser(xs) € in-

> prende il nome dproiezione i-esimain un prodotto cartesiano
X1%...XX,, coni<n la funzionePr; definita dal porrePri(Xy,...X,) = X. In

altri termini la proiezioné-esima € la funzione che associa ad ogni vet-
tore la sua componente di postd.a terminologia geometrica & dovuta
al fatto che, ad esempio, in un piano euclideauke gossibili proiezioni
corrispondono alle proiezioni sugli assi cartesiani
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terpretato come una funzione di tre variabili iqo viene con-
siderato equivalente al termin&2-0X; + ser(xs). In tale caso si
dice che la variabilg, € muta Lo stesso termine puo essere in-
terpretato anche come funzione di quattro variatijuanto puo
essere considerato equivalente al termirRg-@QX, +

sern(xs)+0,. Un termine che si riduca ad una costante pudesse
interpretato come funzione divariabili per ogni interam. Ad e-
sempio se l'interpretazione € il campo dei numegilirallora la
costante $uod essere interpretata come funzione definitim

R in R® e cosi via. La cosa non & tanto strana in quantadse-
sempio, si accetta che la costante 3 sia un teregjn&valente al
termine O¥;+0X,+0X;+3 (oppure al terminel®+0X,+3 oppure

al termine B&,+3) allora tale costante deve poter essere interpre
tata come funzione di tre variabili (di due varlabidi una varia-
bile, rispettivamente).

7. Cosa € la verita
Allora Pilato gli disse: «Ma dunque, sei tu re?»d8e
rispose: «Tu lo dici; sono re; io sono nato per sjioe
e per questo sono venuto nel mondo: per testimeniar
della verita. Chiunque ¢ dalla parte della veritscal-
ta la mia voce». Pilato gli disse: «Che cos’é &iv
ta?» E detto questo, usci di nuovo verso i Giudei .
(Giovanni 18:33-38 NRV)

Anche il problema della verita non é tanto sempl&eo che Pi-
lato sembra dubitare perfino che esista la vehitaogni caso il
primo a proporre una definizione di interpretazienéi verita fu

il logico matematico Tarski, definizione a cui riatterremo in
seguito. Si consideri ora una formutadi un dato linguaggio e
proponiamoci di definire in maniera rigorosa chsacaignifica
l'espressioned e vera". Ora naturalmente la verita o falsita d
una formula_dipende dalla interpretazione del laggia Ad e-
sempio la formulddx;(Ox.(x1X, = X:B4)) sara vera se il dominio
D dell'interpretazione € linsieme degli intettat&vi ed il simbo-

lo "1 e interpretato con l'usuale moltiplicazionendimeri. Tale
formula sara invece falsa se invdgee linsieme delle funzioni
di Rin R e l'interpretazione diM &€ di essere la composizione di
due funzioni (siccome, ad esempag(ser(x)) # ser(log(x)), la




Cap. 6: La matematica come calcolo con parole 218

composizione non € una operazione commutativéprad & pia
corretto definire che cosa si debba intendere per

"a e vera rispetto ad una interpretazidhe
Anche cio crea qualche difficolta, infatti searvi € una variabile
liberax;, alloraa pud essere vera o falsa a seconda dell'elemento
rappresentato da. Ad esempio la formulalx,(x.X;=x,) sara ve-
ra negli interi relativi se;, rappresenta l'unita, sara falsaxge
rappresenta il numero 2. Cio significa che ha selirgosea e ve-
ra o falsa non solo dopo aver fissato una intesgiebel del lin-
guaggio ma anche dopo aver assegnato ad ogni Nadiabra di
a un particolare elemento nel relativo dominiRer evitare com-
plicazioni formali nel seguito supponiamo che ankheariabili
vincolate siano interpretate da elementi del domiRiertanto se
le variabili libere o vincolate dir sono traxi,... X, datid,...dn
elementi diD vogliamo dare una definizione precisa del concetto
"a € vera rispetto alla interpretaziohguando le sue eventuali
variabili libere sono interpretate cdp...dm "
Indicheremo in breve cdnf a [dy,...d,] una tale asserzione e ne
daremo la seguente definizione formale. Per seitiplitilizzia-
mo la notazione prefissa anche per i predicatirbina

Definizione 7.1.Sial una interpretazione, sia una formula le
cui variabili libere o vincolate siano tra,...Xn € sianod,... dn
elementi del domini®. Allora la relazionel [ a[d,,...dn
e definita per induzione sulla complessitardramite:
a) | Er(ty,...tp) [dy,...dy] se
1(t) (... Ar),.-.., [ (t2) (A, ... A)) LI (1)

b) I FalB [dy,...dy] selka [di,...dw] € 1ES [dy,...00]
¢ | Fallp [dy, ... dv] selfa [dy,...dy] oppurel S [dy,... 00
d | F-a [d...dy senoneverochHéa [d,,...0n]
e | FX(a) [dy,...dy] se esistelID tale che

[ }= a[dl,...,di_l,d,d+1...,dnﬂ.

Si noti che

| FOx(a) [dy,...dw] = Fa]dy,...d,...dy] per ognid,(D.
Infatti, poichélx;(a) &€ una abbreviazione di((x (- @)), avremo
che
I F Ox(@) [dy,...dn]

= non é vero chef [x(—a) [dy, ... Oy

< non é vero che esistd 1D tale chd - a [dy,...d;,...dn]
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= perognidD | Fa [dy...d,...dn].

Definizione 7.2.Se | k a [dy,...dy] diciamo chela formulaa é
vera rispetto ad | negli elementj,d. d.,. Diciamo chea é verain
| o chel & un modello dir e scriviamol | a, se risultal F o
[dy,...dn] per ognidy,...dmin D.

In altre parole dire che una formula con eventuatiabili libere

€ vera in una interpretaziohequivale a dire che la sua chiusura
universale & vera. Ad esempio diciamo &fig, = x,[X; & vera in
una interpretazioneésel [ x;M=x; [di,d;] comunque si scel-
gano d; e d, nel dominio di interpretazione, cioé de k
Xy DXz(Xl X=X, &1) .

8. Teorema di completezza e teoremi limitativi

Siamo ora pronti ad enunciare tre teoremi fondaatiedélla lo-
gica. Il primo parla in positivo sottolineando wsa (formidabi-
le) che la logica formale riesce a fare. Gli allwie, come vedre-
mo, parlano in negativo mostrando due cose chagiad formale
non potra mai fare.

Abbiamo definito la relaziong che € di carattere semantieo
la relazione} che é di carattere sintattico, cioe relativaracps-
si di manipolazione di parole. Il seguente teorenustra che le
due nozioni sono ben collegate.

Teorema 8.1.(Teorema di Completezz&) Per ogni teorid ed
ogni formula chiusar risulta:
Tka =« Ttla.

Per rendersi conto dell'importanza di tale teorenasserviamo
che la verifica della relazione F a richiede I'andare a guardare
tutti i possibili modelli diT e nel controllare per ciascun modello
se verifica 'asserzione. Ad esempio sé € la teoria dei gruppi
si tratta di verificare cher vale in tutti i possibili gruppi. E’ que-
sta una impresa che é impossibile in quanto laseldsi gruppi &
tanto grande da condurre, come abbiamo visto,adpasi. Il teo-

'8 Tale teorema, che & uno dei primi, piti importagtiaffascinanti teo-
remi di logica matematica, & stato dimostrato r829lda Kurt Gédel
nella sua tesi di dottorato.
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rema di completezza ci dice che verificdr¢ a € una impresa
meno disperata in quanto sembri. Infatti equivale@ficareT |

a cioé che la macchina finita che produce passo gapso i teo-
remi di T riesce a produrre anclee D’altra parte se non valesse
il teorema di completezza saremmo nella situazjperecui, ad
esempio, esistono asserzioni vere in tutti i grupgiche non ab-
biamo nessuna speranza di poter dimostrare.

Ed ecco gli altri due (famosi) teoremi provati @adel nel
1930. Per una loro dimostrazione, come d'altraeppsdr il teo-
rema di completezza, si rimanda ad un buon testogitia. Qui
ci limitiamo ad enunciarli ed ad esporre le linenegrali della
dimostrazione del primo teorema per evidenziareectate di-
mostrazione dipenda dalla possibilita di autonifemto di una
teoria capace di parlare degli interi. Per semg@liconsideriamo
una teoria che & formulazione nell’'ambito dellai¢agdel primo
ordine della teoria delle terne di Peano.

Definizione 8.2. Concideriamo un linguaggio con un nome di
funziones ed una costantg. Chiamiamaeoria del primo ordine
per le terne di Peanib seguente sistema di assiomi:

Al ox) =sy) » x=Yy

A2 [x 7z #9(X)

A3 (A(zo) LIIX(A(X) - A(S(X)))) - LXAX).

Da notare ché&3 e uno “schema di assioma” nel senso che deve
essere inteso come rappresentante degli infirstoas che si ot-
tengono fissando in tutti i modi possibili una fadan A(X) con
una variabile liberx. Si noti che i primi due assiomi coincidono
con gli assiomP1 e P2 che abbiamo gia visto quando abbiamo
fornito la nozione di terna di Peano. Invek&non coincide con
P3, infatti asserisce il principio di induzione solorgi insiemi
che sono “descrivibili” tramite una formul(x) del linguaggio
fissato. D’altra parte, poiché esiste solo una titzanumerabile

di formule, i sottoinsiemi descrivibili sono in qutéa numerabile
mentre la classe dei sottoinsiemi di un insiemeiaf ha sicu-
ramente potenza maggiore del numerabile. Quindk metmula-
zione del primo ordine degli assiomi di Peano ihgpio di in-
duzione viene richiesto per molti meno insiéfmni.

" Naturalmente il fatto che quanto affermatoRBisembra essere pil
potente da quanto affermato dall'insied@di formule non escludereb-
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Teorema 8.3.(Primo Teorema di Gdde) SiaT la teoria del
primo ordine delle terne di Peano e supponiamo stdeconsi-
stente. Allora esiste una formuda tale chegnon puo essere né
provata né confutata da

L'idea per dimostrare tale teorema ¢ ispirata midso paradosso
che si ottiene considerando l'asserzione
¥ ="io sono una proposizione falsa".
Allora risulta che
y vera= yfalsa ; yfalsa= yvera
e pertantgy non puo essere né vera né falsa. Alla base datale
tinomia é il fatto che/e una proposizione che parla di se stessa,
cioé il fenomeno dell’ "autoriferimento”. Ora undrpa "rozza"
dimostrazione del primo teorema di Goédel si ottigraetendo
dall'asserzione simile
y ="io sono una formula che non & un teorema di T"
Allora, se si ammette che una tale asserzionesgidngbile tra-
mite una formulgsdel linguaggial,
-seT | y alloraynon e un teorema i
-seT | -y alloraye un teorema di
Pertanto, come volevamo dimostrare yngé la sua negatay
possono essere teoremildi

be in linea di principio che si possa dimostraegliivalenza delle due
formulazioni. In altre parole non escluderebbe ithpgincipio di indu-
zione per la classe dei sottoinsiemi descriviblsga implicare il princi-
pio di induzione per tutti i sottoinsiemi. Per peteonvincersi che non
sussiste I'equivalenza dovremmo infatti mostrare ekiste un modello
di Al, A2, A3 che non verificaP1, P2, P3. Il materiale per trovare un
tale modello lo possiamo trovare nel campo di raalionon-standard
che abbiamo ottenuto come ultra-potenz@dinfatti chiamiamaume-
ro naturale non-standardin elemento f)non ] di Q con (r)non SUcC-
cessione di numeri naturali. Dettg I'insieme di tali numeridefinia-
mo la funziones: Ng — Ny ponendos([(rm)non 1) = [(Fnt1)non 1. Allora
(No, s, 0) verificaAl, A2, A3ma non verificaP3. Infatti per un teorema
fondamentale della teoria delle ultrapoten2é, (s, 0) verifica tutte le
proprieta dell'insieme dei naturali che siano essili al primo ordine.
In particolare Ky , s, 0) verificaAl, A2, A3D’altra parte I'insieme de-
gli interi che non sono infiniti, pur contenendae @ur essendo chiuso
per successore, non coincide ¢&n Quindi non verificaP3.
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Per potere formalizzare quanto sopra detto, éssace che
sia possibile il fenomeno dell' autoriferimentobi@mo cioe bi-
sogno di far vedere comepossa "parlare di se stesso". In parti-
colare, perché quel termine "io" abbia senso degere dato un
nome all'interno del linguaggié a ciascuna delle formule di.
Inoltre deve essere definita una formulaliche significhi "esse-
re teorema”. Per fare cid cominciamo con il mettereilievo
che:

ogni numero naturale ha un "nome" corrispondanfe

Infatti nel linguaggio delle terne di Peano, chatmme il simbolo
s di successivo, possiamo dare un home ad ogni hudegratan-
do con il termine chius®(0) il numero uno, cos(s(0)) il nume-
ro due e cosi via. Inoltre

€ possibile codificare le formule fli

Cioe é possibile associare ad ogni formglan numero intero
detto numero di codicadi ¢ Infatti I'insieme delle formule di
una logica del primo ordine & un insieme di paexdeabbiamo
gia affrontato il problema della codifica di unigrme di parole.
Da ci0 segue che:

Ad ogni formulagdi £ puo essere assegnato un "nowi{g) in £
considerando il termine chius®@ che rappresenta il numero di
codice dig

Similmente si vede che

Si puo dare un numero di codice ad ogni dimostrazt in T.

La cosa non e difficile poiché una dimostrazioné pesere vista
come una sequenza di formuie a, . . . g, e tale sequenza e
una parola nell'alfabeto che si ottiene aggiungeaaitifabeto A

il simbolo ", Si pud pertanto procedere allo stesso modo di
gquanto si e fatto per la codifica delle formule.

'8 per motivi tecnici che qui sarebbe troppo lungiegare la codifica
delle dimostrazioni deve essere un processo effettiquesta effettivita
richiede che I'insieme degli assiomi della teoiiea decidibile, cioé che
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Ad ogni dimostrazione pud essere assegnato un "nogiey,

Come nel caso delle formule basta considerarentite chiuso
che rappresenta il numero di codicedi
Detto questo si dimostra (ma noi non lo dimostriamioe in L
esiste una formulBr(x,y) il cui significato & che & (il numero di
codice di) una dimostrazione yi(della formula codificata dg).
Piu precisamentBr verifica la seguente proprieta
"T | @ se e solo se esiste un termine chiuso t tale che
APr(t.c(9)".
Infine si prova l'esistenza di una formyteale che
Tty (IXPr(x.c(y))-
La formulay asserisce proprio quello che volevamo, cioe ahe "
sono una formula che non & un teoremd diSupponiamo ora
che y sia dimostrabile, allora sarebbe dimostrabile anch
= [XPr(x,c())) e quindi non potrebbe esistere una dimostrazione
di yin T. Supponiamo invece cheysia dimostrabile, allora sara
dimostrabile inT anchelxPr(x,c())). Cid comporta che esiste un
termine chiusd per cuiPr(t,c())) e pertanto che esiste una dimo-
strazione diy. Cio € in contrasto con l'ipotesi di consistepea
T.

Corollario 8.4. Se T & consistente, allora esiste una asserzione
dell'aritmetica che pur essendo vera non puo esgmestrata. In
altre paroleT non e abbastanza potente da permettere di provare
tutte le proposizioni vere dell'aritmetica.

Dim. Dettagla formula indecidibile, se si ammette il modeik
turale dell'aritmetica, allora in tale modello sa&ra @ oppure

= @ Nel primo cas@é una proposizione vera che non pud essere
dimostrata, nel secondo caso la stessa cosa slifguger— @

Teorema 8.5. (Secondo Teorema di GodelpeT e consistente,
allora la formula-~[XPr(x, yfh)) che asserisce la consistenza di
T non si puo provare im.

esista un procedimento effettivo per capire sefamaula € un assioma
oppure no.
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Da notare che anche per tale teorema la possidiligutoriferi-
mento é essenziale.

Quanto ora dimostrato non vale solo per la teteiaprimo
ordine delle terne di Peano ma per ogni teoriasth@bbastanza
potente da permettere di definire i numeri natugatjuindi per
ogni teoria che pretenda di fondare la matemafichesempio
vale anche per tutte le teorie che vogliano assiarze la no-
zione di insieme. In particolare, il secondo teaainGoédel mo-
stra che qualungue sia tentativo di fornire un adéegsistema di
assiomiT per la matematica, la consistenzaldion puo essere
provata all'interno della stessa tecridn altri termini per prova-
re la consistenza di dobbiamo necessariamente utilizzare stru-
menti piu potenti dT stesso.

Non & quindi possibile, come sperava Hilbert, preMa consi-
stenza di teorie "forti" che coinvolgono linfinitttuale tramite
metodi finitisti.



APPENDICE
NOZIONI BASE E VARIE

1. Coppie, prodotti cartesiani e relazioni
Questo libro é rivolto a persone che abbiano geaonoscenza
elementare della matematica. Tuttavia, per pernmettena lettu-
ra ad una platea la piu ampia possibile, in quaptgendice ri-
cordo alcune semplici nozioni utilizzate nel libMel seguito in-
dichero:

- con O l'insieme vuoto,

- con {dy,...,d.} l'insieme i cui elementi sond, ... ,d,.

- con {x : x verifica la proprietéP} I'insieme i cui elementi

sono tutti e soli quelli verificanti la propriea

Il primo passo per la definizione dei concetti faméntali della
teoria degli insiemi € quello di definire la nozéodi coppia or-
dinata e di prodotto cartesiano.

Definizione 1.1.Dati due elementk edy chiamiamocoppia di
primo elemento x e secondo elemenitmgieme {{x}.{ x,y}} che

indichiamo conX,y). Dati due insiemK edY chiamiamoprodot-
to cartesianal'insieme XxY = {(x,y) : xOX, yOY} delle coppie
costituite da un elemento Hied un elemento .

Da notare che gli insiemi &,{ xy}}, {{ xyL{x}} {{ y.x}.{x}} e
{x}, {xy}} coincidono tra loro e rappresentano tutti lassa

coppia K,y). Inoltre la coppiax,x) & rappresentata dall’insieme

{3}

Definizione 1.2.Chiamiamo relazionéinaria tra un insiemex
ed un insiem& ogni sottoinsieméR di XxY. L’inversadi Re la
relazioneR™ = {(x,y) : (y,90R }. Date due relaziorR ,0XxY e
R ,00YxZ, la loro composizione la relazioneR ;-R , definita
ponendo

R1-R,={(x,2OXxZ : esisteyl]Y, (X,y)UR 1,(y, 2R 3}.

Definizione 1.3.Data una relazion® il suodominioviene defi-
nito ponendo
Dom(R) = {xIX: esistey]Y per cui &y)LI'R},
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il suocodominioponendo
CodR) ={ydY : xUXper cui &y)UR]}.

Usualmente per le relazioni binarie si utilizzantdazione infissa
che consiste nello scrivex&y per indicare chex(y)OR.

Definizione 1.4.Una relazione binari&a 0 XxY & chiamatgun-
zionedi X in Y se € univoca, cioé se, per oghiX esiste al piu
un elementq tale che X,y)Uf. Se per ognk[JX esiste uno ed un
solo elementoy tale che X,y)Of, cioe seDom(f) = X allora di-
ciamo chd étotale, altrimenti che @arziale

In analisi matematic®om(f) viene chiamato ancleampo di esistenza
di f. Nel seguito denoteremo una funzione con una lettena-
scola, ad esempio la lettera scriveremd : X - Y per indicare
chef e una funzione dK in Y. Per ognx(OX indichiamo corf(x)
'unico elementoy tale che Xy)Of. In alcuni testi I'insiemeX
viene dettodominiq l'insiemeY viene dettocodominiodi f. In
altri testi per dominio e codominio si intendonaue insiemi
Dom(f) eCod{).

Definizione 1.5.Una funziond : X —Y einiettivase

fx) =f(y) = x=y,
e suriettivase per ognylY esiste almeno uxiIX tale chef(x) =
y cioe seCod{f) =Y, ebiettivase e sia suriettiva che iniettiva.

2. Definizione (brutta) di n-pla

Anche se in tutti i libri viene proposta la defioize di coppia
che abbiamo dato nel paragrafo precedente, cire pgroble-

ma di perché si sia optato per una definizione stvaha, arbitra-
ria e comungque poco intuitiva. Ancora meno intaité/la nozio-
ne din-pla che viene fatta per induzioner&® al modo seguen-
te.

Definizione 2.1.Dato n=2 e gli insiemiX,,... X, definiamo il
prodotto cartesiano di tahi insiemi per ricorsione smtramite I
equazione

KX, XX = (XgX..x X)X Xn
e chiamandm-plaun elemento di tale prodotto cartesiano.
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Pertanto una ternax,y,2) = ((Xy),2 viene a coincidere con

linsieme
{ xb{xy{{{ {xyi} 3}

In particolare la terna x(x,X) coincide con [linsieme
{{ ¥3}1{{{ x}}, x}}. Lascio a chi legge il divertimento di dire che
cosa e una quadruplax,x,x). Solo i matematici sono capaci di
rappresentare una cosa tanto semplice in modo tartt@mso !
La questione €& che i matematici hanno introdotttedaia degli
insiemi per il desiderio di trovare uno strumentoco per co-
struire tutta la matematica. Quindi sono costeettappresentare
quella che e inuitivamente una coppia come (2,ands solo
strumenti insiemistici e quindi solo le parentegidd i simboli
2,5. La rappresentazione deve essere tale da eepdssibile la
“estrazione” I'informazione di quale si intenda a®mrimo ele-
mento e quale come il secondo. La Definizione krinette ap-
punto di ottenere questo. La nozionengila pern>2 pud essere
invece semplificata ricorrendo a quella di funzioAd esempio
una terna potrebbe essere definita come una fumzlefinita in
{1,2,3} dopo avere indicato con 1, 2, 3 gli insiedill}, {{ O}},
{{{ O}}}. Daltra parte quando pensiamo ad ungla ;,... Xn)
pensiamo appunto ad una corrispondenza che asadcggni
“posto” in {1,...n} un elementoSe X,,... X, sono insiemi allora
il prodotto cartesiano verrebbe definito ponendo

XX . xXo={f: {1,...n} - X;0...0X, tali chef(i)[1X;}.
Una tale definizione si presta bene ad essere glerrata al ca-
so infinito al modo seguente.

Definizione 2.2.Sia )5 una famiglia di insiemi. L'insieme
delle applicazionf : | » [;4S tali chef(i)OS, per ognill, vie-
ne dettoprodotto cartesianaella famiglia §)i; e lo si indica
conxigS.

Fortunatamente i matematici dopo avere imparatdefni-
zione insiemistica dn-pla la dimenticano rapidamente per torna-
re a basarsi, nei propri ragionamenti, sulla nczimnuitiva che
tutti abbiamo.
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3. Relazioni di equivalenza e quozienti
Esistono proprieta particolarmente importanti gerdlazioni bi-
narie su di un dato insieme. Ne elenchiamo alcune:

Definizione 3.1.Dato un insiem&ed una relazione binariR in
Sdiremo che

- Rériflessiva sexRx per ognixS

- R étransitiva se per ogrx,y,Z1S
xRy eyRz = xRz

- R ésimmetricase per ognk,y[1S
XRy = yRX

- R éasimmetricase per ognk,y(dS
XRye yRx = x=y

- R étotaleolineare se per ognk, yOUS
xRy oppureyRX.

Definizione 3.2.Una relazione binari&k in un insiemeS & una
relazione di equivalenzse e riflessiva, transitiva e simmetrica.

In generale indicheremo cenuna relazione di equivalenza.

Esercizio. Dato un insieme non vuot§ dimostrare che l'identi-
ta, cioe la relazione

D(S ={(xy) : xedy sono lo stesso elementoSJi
€ una relazione di equivalenza (la pit piccol®su
Esercizio.Dimostrare che la relazione totale, cioe la relag®
= SxS secondo cui tutti gli elementi sono equivalenti loeo e
una relazione di equivalenza (la piu grand&)su

Le relazioni di equivalenza sono alla base dadénizioni per
astrazionein cui si considerano come un unico oggetto oggett
che, pur essendo diversi, differiscono per asphtisi conside-
rano non essenziali. Ad esempio consideriamo lisege enun-
ciato di un problema:
calcolare I'area_di urtriangolo di lati 3, 4, 5.
Spesso lo stesso problema viene enunciato al negleste:
calcolare I'area_delriangolo di lati3, 4, 5.
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Questa seconda formulazione del problema e corpettdatto
che esistono infiniti triangoli con lati 3,4,5 semlmostrare che
non lo sia. Tuttavia I'uso del singolare signifidze si € deciso di
considerare un nuovo oggetto “astratioffiangolo di lati 3, 4, 5
che in un certo senso rappresenta tutti i possiialngoli di lati
3, 4, 5. Cio e possibile poiché, per quanto rigaatgroblema
da affrontare, non é interessante sapere la pasizioun trian-
golo sul piano ma solo le sue dimensioni. Alla bdistale pro-
cesso e la relazione di equivalenza per cui daeddli sonou-
guali se hanno lati uguali. Per le strutture algebrishprocede
in modo analogo. E possibile dire gnuppo di ordine 5 ma é
possibile dire anche @ruppo di ordine 5. Infatti tutti i gruppi di
ordine 5 sono isomorfi tra loro e I'isomorfismo ®aurelazione di
equivalenza.

Un modo per formalizzare un tale modo di proce@eigenti-
ficare un oggetto astratto definito in questo meda l'insieme
degli oggetticoncretida esso rappresentato.

Definizione 3.3.Data una relazione di equivalenzg €) ed
xS laclasse completa di equivalenza determirgaa e defini-
ta ponendo

[X] = {x0S: x" =x}.
Il quoziente di S modube e l'insiemeS/= delle classi complete
di equivalenza, cioé

S=={[x]:x0S.

In altre parole se parto da un universo di ogdgeétd introduco
una relazione di equivalenzatra oggetti di tale insieme, allora
VeNngo a creare per astrazione un nuovo insiemeygktt S=.
Tornando all'esempio dei triangoli, I'espressiofwalcolare
I'area deltriangolo di lati3, 4, 5 diventa corretta se col termine
“triangolo di lati 3, 4, 5” si intende un unico agtp: la classe
completa di equivalenza costituita da tutti i tgah i cui lati
hanno tali lunghezze.

Proposizione 3.4.SianoS ed S’ due insiemi ed : S - S’ una
funzione. Allora la relaziong definita ponendo

x=y = f(x) =f(y)
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€ una relazione di equivalenza che viene dettadleodi f. Inol-
tre ogni relazione di equivalenza si ottiene insggaenodo, cioé
ogni relazione di equivalenza é il nucleo di qual@imzione.

Dim. La prima parte della dimostrazione si lascia pera@sio.
Sia= una qualunque relazione di equivalenza in un insig e
siaS’'= 9= . Allora la funziond : S-S’ ottenuta ponendfgx) =
[X] e tale che

9 =1(y) = =[] = x=y. 0

Nell’esempio dei triangoli la relazione di eguagha & determi-
nata dalla funzione che associa ad ogni triangolteina costi-
tuita dalla lunghezza dei suoi lati.

Esempio: Sia S l'insieme i cui elementi sono mucchietti di mo-
nete e siad la funzione che associa ad ogni mucchiettia
somma totale rappresentataxdaillora due mucchietti sono da
considerare equivalenti se corrispondono allo steabre.

4. Relazioni d’ordine e reticoli
Una classe importante di relazioni binarie in usieme sono le
relazioni d’ordine.

Definizione 4.1.Diciamo che una relazione binarfin un in-
siemeS e unarelazione di pre-ordinese e riflessiva e transitiva.
Diciamo cheR e unarelazione d’ordinese é riflessiva, transitiva
ed asimmetrica.

Le relazioni di pre-ordine e di ordine usualmerg@gono deno-
tate con il simbol&. SeSe un insieme e® JSxSuna relazio-
ne binaria s allora a volte si usa dire che la copR) € una
struttura relazionale

Definizione 4.2.Date due strutture relazionaf (R ) e (S,R»)
chiamiamoisomorfismadi (S,R;) in (S,R,) ogni funzione biet-
tivaf: §—S tale che

(XYOR1 = (fX).f(Y)UR>.
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Definizioni 4.3. Data una struttura di preording<) ed un sotto-
insiemeX di S prende il nome dnaggiorante(minorantg di X
un elementon [Stale chex<x m (m=x) per ognixJX. Prende il
nome dimassimgminimg elementali X un elementen(X tale
chem=x (x = m) per ognixX. Si chiamaestremo superiorein
elementosu(X) che sia il minimo dell'insieme dei maggioranti
di X. Si chiamaestremo inferioreun elementanf(X) che sia il
massimo dell'insieme dei minoranti Xi

Non é detto che gli estremi superiori o inferigistano sempre.
Ad esempio linsieme dei numeri primi non ammetgtramo
superiore. Sem & il minimo diX & anche I'estremo inferiore ma
il viceversa non vale. La stessa cosa si pu0 direlpnassimo.
Ad esempio s« e l'intervallo aperto (0,1) allora O e I'estremo
inferiore ma non €& il minimo in quanto non appaieadX. 1 e
I'estremo superiore ma non é il massimo.

Definizione 4.4.Si chiamareticolo un insieme ordinatoS<) ta-
le che per ogni coppiaedy di elementi diS esistoncsud x,y} e
inf{x,y}. Si dice che §<) & unreticolo completcse per ogni in-
siemeX di elementi diSesistoncsug(X) einf(X).

Dato un reticolo completo esiste I'estremo superigella fami-
glia di tutti gli elementi d&. Tale estremo superiore € ovviamen-
te il massimo diS ed usualmente viene denotato con 1. Simil-
mente esiste I'estremo inferiore della famiglidudti gli elemen-
ti di S.Tale estremo inferiore & il minimo 8ie viene usualmen-
te denotato con O.

In un reticolo possiamo definire due operazidneé [ po-
nendo

X0y = inf{x,y} e Xy = sud X,\}.

In tale modo si ottiene una struttura algebrigd{ ) verifican-
te le seguenti proprieta.

(i) xOy=ylXx ; xOy=ylKX (commutativa)
(i) x(ylz) = (xOy)[z ; xK(yd2)=(xy)[z (associativa)
(i) xix=x ; xx=x (idempotenza)

(iv) x<y = Xy =x.

! Ricordiamo che gli antichi greci provarono che pgni numero primo
p esiste un numero primgpmaggiore dp (in termini attuali diremmo
che l'insieme dei numeri primi & infinito).
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Viceversa € possibile provare che se si consideaastruttura
algebrica § [, 0) verificante (), ii) eiii), allora posto per defi-
nizionexsy se x[y = x, la struttura $<) € un reticolo. In altre
parole e possibile introdurre i reticoli sia conieigure d’ordine
che come strutture algebriche.

Definizione 4.5 (Definizione algebrica).Chiamiamoreticolo
una struttura algebric&(1,[]) che verifica), i) eiii).

5. Relazioni di buon ordine
Tra le relazioni d’ordine sono di particolare imamza le rela-
zioni di “buon ordine”.

Definizione 5.1.Una relazione di ordineSK) e detta dibuon
ordinamentose ogni sottoinsieme non vuotoSlammette mini-
mo.

Nel terzo capitolo abbiamo visto che I'ordinameche si defini-
sce in una terna di Peano (cioé nell'insieme deiemu naturali)
e un esempio di insieme infinito con un buon ordiaato.
{0,1,2,3,4,...}
Poiché & evidente che ogni sottoinsieme di un nmsieon un
buon ordinamento & un insieme con un buon ordinton@gni
insieme finito di numeri naturali € un insieme bwdinato. In
particolare sono esempi di insiemi ben ordinatirgdiemi finiti
{0}, {0,1},{0,1,2}, {0,1,2,3},...
Naturalmente ci stiamo riferendo all’ordinamentaale in tali
insiemi. Se si considerano le letter b, ¢, d} con l'usuale or-
dinamento delle lettere dell’alfabeto abbiamo uengsio di in-
sieme finito con un buon ordinamento.

Definizione 5.2.Dato un insieme ben ordinat8£) chiamiamo
successivali un elementx un elementas(x) tale chex<s(x) e
non esiste per cuix<z<s(x). Un elemento, diverso da 0, che non
e successivo di nessun elemento viene chiagiatoento limite

Negli ordinali finiti ed in una terna di Peano nesistono ele-
menti limite.

Esercizio.Dimostrare che se
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S={1-1/n: nON} O{2-1/n : nON} O{{3-1/ n : nCON}}
e< é 'ordine usuale tra numeri reali, allo@<)) € un insieme
ben ordinato in cui i numeri 1 e 2 sono elementitk.

Problema. Provare che una struttura del tigB(§),[0) non é di
buon ordine. Provare inoltre che I'aneBalegli interi, il campo
Q dei razionali o il campo dei reali non sono di buodine.

La seguente immagine, presa da Wikipedia, rappr@sanordi-
nale in cui esistono infiniti elementi limite. Sidcia al lettore il
compito di interpretare la figura e di individuagke elementi li-
mite:

~ /
_ -
—
~
\

Un insieme con un buon ordine assomiglia per nadpetti ad
una terna di Peano.

Proposizione 5.30gni relazione di buon ordin&§£) € una re-
lazione d'ordine totale con elemento minimo. Inoltogni ele-
mentox in Sche non sia il massimo ammettesutcessivo.

Dim. Per provare che I'ordine é totale consideriamoealamenti
x edy. Allora poiché l'insiemeX = {x,y} per ipotesi & dotato di
minimo e questo minimo o>oppurey. Nel primo caso risultera
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X<y, nel secondo cas&x. Inoltre poiché ogni sottoinsieme 8i
ammette minimo in particolare ancBammette minimo. Infine,
datox[JS che non sia il massimo poniarg®) uguale al minimo
dell'insieme (non vuoto)41S: x<z}. Allora e evidente che tra

eds(X) non possono esserci elementi. O

Un esempio piu interessante di ordinamento cheénan buon
ordinamento si ottiene considerando l'usuale ordeEto
nellinsiemeQ’ = {x0Q : x>0} dei numeri razionali non negati-
vi. Infatti il sottoinsieme {Iri : NON} di Q" non ammette mini-
mo (pur ammettendo 0 come estremo inferiore). Coeaeemo,
niente esclude che ihed inQ possano essere definiti dei buon
ordinamenti diversi da quello naturale.
Ricordiamo che un isomorfismo tra due insiemi cadi(S, <) ed
(S, £) é una funzione biettiva tale che

xsy < f(X) <'f(y).
Negli insiemi con una relazione di buon ordine ésilaile nelle
dimostrazioni I'utilizzazione di una estensione g@eincipio di
induzione che prende il nome mlincipio di induzione transfini-
ta.

Teorema 5.4. (Principio di induzione transfinita). Conside-
riamo un insieme ben ordinat§<) ed una propriet® definita
in S Allora se e verificata l'implicazione

i) Pvale per ognk<y = P vale pety
possiamo concludere che

i) Pvale per ognk[S.

Dim. Assumiamo che valgg, allora per provar@) proviamo
che l'insiemeX = {xOS: P é falsa inx} € vuoto. Infatti se non
fosse vuoto ammetterebbe un minimo Per definizione di mi-
nimo cio significa chegdX e XX per ognix < X,. In altre parole
P sarebbe falsa iRy mentre sarebbe vera per ogrk,. Cio € in
contrasto com). O

Poiché nelle terne di Peano € definito un buonnerdin tali
strutture & possibile effettuare dimostrazioni ¢ale principio
che a volte puo risultare pit comodo. Ad esemEspeiene uti-
lizzato per la dimostrazione del seguente famos@tea.
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Teorema 5.5. (Teorema fondamentale dell’aritmetica)Ogni
numero naturale diverso da zero pud essere scomposto in un
unico modo nel prodotto di un numero finito di pirim

Dim. Trascurando I unicita, vogliamo dimostrare sole chsi
pud scrivere come prodotto di un numero finito dimp. Po-
tremmo tentare di utilizzare il principio di indore, ma in tale
caso dovremmo provare che 13& scomponibile allora+1 €
ancora scomponibile: cosa questa che non semlifa ferché
sembra difficile ricavare da una scomposiziona dha scompo-
sizione din+1. Proviamo invece ad utilizzare il principio diin
duzione transfinita. Supponiamo pertanto che gjlitinteri stret-
tamente minori dn ammettono una scomposizione e proponia-
moci di dimostrare che ancheammette una scomposizior{@ra
sen e primo allora banalmente ammette una scomposigione
fattori primi. Sen non e primo sara uguale al prodotto di due in-
teri a e b strettamente minori dii quali pertanto, per ipotesi di
induzione,sono scomponibili. Pertanto, essendo prodotto di
due numeri scomponibili, € ancora scomponibile.

Naturalmente si pone il problema della esistenzbudini ordi-
namenti. Come abbiamo visto le terne di Peano ssempi di
insiemi con un buon ordinamento. Altri esempi $eogono tra-
mite la proposizione seguente.

Proposizione 5.6.Sia § <) un buon ordinamento e si&'K’)
una struttura binaria tale che esista una immeediors’ - Sdi
(S',<) in (S=). Allora (S',<") € un buon ordinamento.

Dim. Consideriamo un sottoinsieme non vuetodi S'. Allora
f(X) & un sottoinsieme non vuoto 8 quindi ammette un mini-
mo m'. DettomX tale chef(m) = m’, risulta chem € il minimo
di X. Infatti sex’'0X, allora essendffm) = m’ <f(x’), ed essendb
una immersione, siamo sicuri chrem’.

Corollario 5.7. Ogni struttura isomorfa ad in insieme con un
buon ordine & un insieme con un buon ordi@gni sottoinsie-
me di un insieme ben ordinato & un insieme bematdi

% Tale asserzione & un caso particolare del fatcsetdue strutture sono
isomorfe allora verificano le stesse proprieta.sidgue che se una strut-
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Dim. Osserviamo solo che $€e un sottoinsieme di un insieme
ben ordinatdS allora I'immersione identica € una immersione di
XinS.

Proposizione 5.8In ogni insieme numerabile € possibile defini-
re un buon ordinamento isomorfo a quello dei numatirrali. In
particolare irZ ed inQ & definibile un buon ordinamento.

Dim. Supponiamo ch& sia un insieme numerabile, allora esiste
una funzione biettivef : N — Sdi N in S.Definiamo inS la re-
lazione<’ ponendo

f(nN<'f(m) = n<m.
Allora é evidente cheS(<’) € una struttura relazionale isomorfa
ad (\,<) e chef & un isomorfismo tra tali strutture. Dalla Propo-
sizione 5.7 segue ch§ ") € un buon ordinamento. ]

In altre parole, una volta fissata una strategi@rdimerazione
degli elementi dB diciamo che un elementdlS e minore di un
elementoyJSse in tale enumerazione in un certo sersviene
prima” diy. Ad esempio, supponiamo di aver deciso di enumera-
re gli elementi dZ iniziando da O e poi alternando i negativi con
i positivi

0,-1,+1,-2,+2, ...
Avremo allora che si ottiene un buon ordinamentd al modo
seguente:

0<-1<+1<-2<+2. ..
E’ interessante osservare cheZie possibile definire anche un
buon ordinamento che non & isomorfo a quellN.dnfatti basta
ordinare gli elementi dZ ponendo prima 0, poi tutti i negativi e
poi tutti i positivi al modo seguente:

tura &€ un modello di un dato sistema di assiomharia seconda & un
modello dello stesso sistema di assiomi. Una tadpneta per due strut-
ture in logica matematica viene espressa dall'a&s®es “se due struttu-
re sono isomorfe allora sono logicamente equivileAt esempio se
una struttura algebrica € isomorfa ad un gru@allora & ancora un
gruppo, s€G & commutativo allora tale struttura € un gruppo rora-
tivo.

® Pitl complesso il discorso per l'insieme dei numealiR o, piti in ge-
nerale, per un qualsiasi insieme. Infatti in tedsa la dimostrazione di
esistenza di un buon ordine & possibile solo sél&za I'assioma della
scelta.
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0<-1<-2<-3<... <1<2<3....
Una tale relazione d’ordine & quella dell’ordinaetw (per la
nozione di ordinale si veda il Capitolo. 4)n discorso simile pud
essere fatto anche per l'insiel@é dei razionali positivi che ab-
biamo gia dimostrato essere numerabile. Basta gddestrategia
di enumerazione che abbiamo utilizzata quando alibeEnume-
ratoQ" ed ottenere I'ordinamento definito ponendo

0<1<1/2<2/1<1/3<3/1<1/4<4/1<2/31R% ...
Similmente, non € difficile trovare anche un buadimamento
per l'intero insieme dei raziondl intrecciando opportunamente
razionali positivi e negativi.

6. Gruppi, anelli e campi
Ricordiamo brevemente alcune nozioni elementarcatattere
algebrico. La piu importante é forse quella di grap

Definizione 6.1.Diciamo che una struttura algebrid, (™, 1)
€ ungruppose:

i) (xy)2=x{y@) (proprieta associativa)

i) xA=x ; IX=x (1 e elemento neutro)

i) x®'=1 ;x'®=1 (invertibilita)
Un gruppo e dettoommutativa abelianose

iv) Xy = yiX.

Definizione 6.2.Chiamiamoanello unitario commutativoogni
struttura algebrica,+,.D,1) tale che:

1) (D,+,0) sia un gruppo commutativo

2) (D,L1) sia una operazione associativa e commutatiua co
1 come elemento neutro

3) valga la proprieta distributiva del prodotispetto la
somma, cioe

(atb)ld = ald+bia

Esempio di anello commutativo & quello degli intetativi. Un
altro esempio e quello degli interi modulo un ftssaterom.
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Proposizione 6.31n ogni anello risulta che:
i) x&=0.
i) x{ty) = x4.
iil) x[{+1) & 'opposto dk.
iv) (-1F = 1.

Dim. Per provarg) osserviamo che per la proprieta distributiva
X[0 = x[(0+0) =x[0+x[0 da cui, sottraendo da entrambi i membri
x[0, si ricava che® = 0. Per provarg) osserviamo che

X(Hy)+xy = Xiy+y) =xI0 = 0.
Le rimanenti proprieta sono owvie. 0

Definizione 6.4.Un anello unitario commutativaD(+,00,1) &
chiamatocampose O-{0}, [11) & un gruppo.

Nella teoria degli anelli &€ importante la nozionaidisore dello
zero.

Definizione 6.5.Prende il nome ddivisore dello zeraun ele-
mentox #0 tale che esistg+# 0 tale chexty = 0.

Proposizione 6.6.1 divisori dello zero non sono invertibili. Per-
tanto in un campo non esistono divisori dello zero.

Dim. Sia x un divisore dello zero e supponiamo che esista
linversox™ di x. Allora sey # 0 & tale chaly = 0 si avrebbe che
y = x'(xly) =x'0 = 0. 0

Spesso in un campo viene definita una relaziooedatie.
In tale caso si richiede che tale relazione “si porti bene” ri-
spetto alle operazioni.
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Definizione 6.7.Un anello unitario commutativaD(+,00,1) &

dettoordinato se & definita irD una relazione d'ordine totale
compatibile con le operazionioé tale che

1) asb = atc<b+c,
2) as<b = ac<bc perognic=0.

Chiamiamopositivi gli elementi strettamente maggiori di he-
gativi gli elementi strettamente minori di 0.

La struttura algebrica degli interi relativi € esempio di
anello ordinato. La struttura algebrica definita @daionali € un
tipico esempio di campo ordinato. Si dimostra cle#’anello
degli interi modulam e nell’anello dei numeri complessi non é
possibile definire una relazione d’ordine che simpatibile con
le operazioni.

Proposizione 6.8In ogni anello ordinato risulta che:
i) asb = a-b<0 ; ii)asbh = 0O<b-a
i) b0 = -b<0 ; iv)c20,b=0 = bld=0
V) c¢=20,a<0 = ac<0; vi)c<0,b<0 = bld=0
vii) 1=0, -1<0.

Dim. L'implicazionei) si ottiene ponendo = -b in 1). Laii) si
ottiene ponendac = -a. Se ini) si ponea = 0 allora si ottiend =

0 = -b <0. Se inii) si poneb = 0 si ottienea<0 = O<-a. In que-
sto modo ldii) € dimostrata. Le rimanenti proprieta si dimostra-
no in modo analogo. O

7. La nozione generale di struttura

In questo paragrafo cominciamo col dare qualche gknerale
della nozione di struttura matematica che definimmme un in-
siemeD con delle operazioni, delle relazioni ed alcuninedati

che giocano un ruolo particolare (come ad esemipielgmenti

neutri).

Definizione 7.1.Una struttura del primo ordineg un oggetto
matematico del tipol{,hy,...,h,, R1,..., R, C1,...,C) conD in-
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sieme non vuoto detwominiq hy,...,h, operazioni, R 4,..., Rn,
relazioni ecy,...,cx elementi diS.

Se non esistono relazioni allora la struttura peeadl nome di
struttura algebrica se non esistono operazioni prendera il nome
di struttura relazionalel gruppi e gli anelli sono esempi di strut-
ture algebriche. Gli insiemi ordinati sono esemipstdutture re-
lazionali. Gli anelli ordinati (com&) costituiscono un esempio
di struttura algebrica in cui sono presenti sia telazione che
operazioni.

Definizione 7.2.Due strutture @,hy,... 0, R 1,...,R nCp,-.-C) €
(D, he'y. hy', Ry R el .. Ck) sidiconodello stesso tipse
i) per ognii, h; edh' hanno lo stesso numero di variabili
ii) per ognij, R;eR; siapplicano allo stesso numero di
elementi.

Ad esempio gli anelli unitari ed i campi sono duite dello stes-
so tipo poiché sono forniti di un prodotto, di ws@nma, di co-
stanti 0 ed 1. | campi ordinati sono di tipo divedai campi poi-

ché hanno anche una relazione d'ordine. Nel segai# € una
relazione su un insiem ed XD, allora la restrizione dR ad
X e larelazione

RAX" = {(Xgye--Xn) - X1 0X,0. X0 OX, (Xg,-.. X)) DR}
Denotiamo tale restrizione cdR /X.

Definizione 7.3. Una sottostrutturadi una strutturaS = (D,
hy,...hn, Ryyeeey Ry Cp,...C) € Una struttures' = (D', hy',...hy,
RiyoR i \Cl,... ), dello stesso tipo & tale che:

i) D'OD
i) h' =h/D’
ii) Ri' = R/D'
iv) &' =e.

Pertanto una sottostruttura$isi ottiene fissando una pai®é di
D che sia stabile rispetto alle operaziapi..h, e che contenga
le costantcy,... Ck.

Definizione 7.4.Siano
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(D,hl,...,hn, Rl,...,Rm, Cl,...,Ck)
e

(D',h'y,....,n'n Ry, LR, € 6D
due strutture, chiamiamomomorfismouna funziond : S, - S
tale che:

(X, X)ORi = (f(x0), ... () DR
f(hi(xa,... . %)) = Mi(f(X0), ... ,f(Xn))
f(c) =¢'.

Diciamo chef &€ unisomorfismose € un omomorfismo biettivo
cui inverso & ancora un omomorfismo. Diciamo tleeunaim-

mersionese € un isomorfismo traD(hy,...,h,, Ri,..., R,

Cy,...,¢) ed una sottostruttura diD(h,....h,", R{,..., Ra,
Ct'yeeiCk)-

Da notare che la nozione di isomorfismo per letsire relazio-
nali e leggermente diversa da quella data perlgtste algebri-
che in cui non si richiede che l'inversd sia ancora un omomor-
fismo perché cido accade automaticamente. Invecéesrutture
relazionali tale ipotesi & essenziale poiché esistomomorfismi
invertibili il cui inverso non € un omomorfismo. Agsempio
consideriamo due relazioft ; ed R ; rappresentate dai due grafi

a—>»b 1—»2
ce—d 3«—4

e siaf la funzione definita dfa) = 1,f(b) = 2,f(c) = 3,f(d) = 4.
Allora & immediato ch&e un omomorfismo invertibile il cui in-
verso non € un omomorfismo in quantB {3 ma non e vero che
)R (3).

Si pone ora il problema se, data una relazioregdivalenza
= in un insiemeS in cui siano state definite relazioni ed opera-
zioni se tali relazioni ed operazioni possono &sdefinite anche
nel quozientes=. Ad esempio, supponiamo cheSrsia definita
una operazione binaria +, allora ha senso, dateldssiX [ =
eY O 9=, proporre il seguente algoritmo
- prendi un elemento [1 X
- prendi un elementp (1 Y
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- calcolax+y
- considera la class&ty].
Ma perché una tale definizione funzioni il risuttati un tale al-
goritmo non deve dipendere dal modo coonssly sono scelti in
XedY. In altre parole deve accadere che:

XEX ey=y = Xty =X4+y'.
Si perviene allora alla seguente definizione:

Definizione 7.5.Dato un insiemes ed una relazione di equiva-
lenza=, diciamo che una operazioneariah : S'- S é compati-
bile con= se risulta:
X1 = X', X0 = X' = h(Xq,... %) = h(X'y,..., X))
Data una relazione-aria R, diciamo che= € compatibile corR
se, per ogrx, X', Y, y’
XL EX1 0 X =X = Xg.- X)) OR = (X'y,... X)OR.

Data una struttura matemati& = (D,h;,....h,, R 4,..., R n,
c1,...,¢) chiamiamocongruenzauna relazione di equivalenza

in D che sia compatibile sia con le operazioni che earlazio-
ni di tale struttura.

Definizione 7.6.Data una struttura matemati€a= (D,hy,...,hn,
Ri..., R, Cy,...,¢0) €d una congruenzg chiamiamoquozien-
te di S modulg, la struttura

S==(D/=h/,...h,, RY,..., R, [c,-.-.[cd)
dove si é posto
h' (X, [Xal) = [hi(xa, ... X0)],
R ={(xa],---.[xal) : (xa,-.. X)) O R}

Esempio: Dato un interam, si consideri irZ la relazione dcon-
gruenza modulo ngioe la relazione definita dal porxes y se e
solo sex-y € un multiplo dim. Allora = € una congruenza
nell’'anello Z. Il relativo quoziente viene detimello degli interi
modulo m

Problema: Consideriamo la relaziore in Z definita dal consi-
derare equivalenti due numeri che abbiano gli stégisori pri-
mi. Ad esempio avremo che=618 ma 6 non é equivalente a 730
e la classe [6] contenente 6 € costituita da tuitimeri che si
possono costruire moltiplicando opportunamente 3, E]={6,
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12,18,...}. Ancora, il numero 7 e equivalente solo aad gua po-
tenzae [7]={7, 49, ...}.

- la relazione= € di equivalenza ?

- la relazione= € compatibile con la moltiplicazione ?

- la relazione= € compatibile con l'addizione ?

Esempio.In Z consideriamo l'ordinamento usuale essia con-
gruenza modulo 5. In tali ipotesE®, 5=5 ma pur essendo 1<5
non é vero che 6<5. Pertanto la congruenza moduhorb &
compatibile con l'ordinamento A Cio significa ches non puo
essere considerata una congruenza iimeso come anello ordi-
nato.

Esercizio. Consideriamo nellinsieme {1,2,3,4,5,6,7,8,9,1@} d
primi dieci numeri naturali, in cui e definita lalita relazione
d'ordine le seguenti partizioni

P1={{1,2,10}, {3,4,5,6,9}, {7,8}}.

P2={{1,2,3,4}, {5,6,7},{8,9,10}}
Tali partizioni determinano a loro volta due retaridi equiva-
lenza. Dire quale delle due & una congruenza é@erc

8. Sistemi di chiusura, operatori e punti fissi
Moltissime nozioni matematiche possono essere dotte in
termini di sistemi di chiusura e di operatori diugura.

Definizione 8.1.Sia S un insieme non vuoto e denotiamo con
P(9 l'insieme delle sua parti, allora chiameresigiema di chiu-
surauna class€ di sottoinsiemi diStale che

i) SOC

ii) C e chiusa rispetto alle intersezioni, cioé l'inteieae di
una gqualunque famiglia di elementi@iappartiene ancora@

Dato un sistema di chiusura €& definita la nozionsottoinsieme
generato da un dato insieme.

Definizione 8.2.Dato un sistema di chiusu@in un insieme non
vuotoSed un sottoinsiemX di Sponiamo

<X>=n{YOC: YOX}
e diciamo che X> é I'elemento dC generatada X.
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Poiché «> appartiene &, e evidente cheX> ¢ il piu piccolo
elemento diC che contiene.

Esempio di carattere topologicoAd esempio s& e la classe
degli insiemi chiusi diR allora C & un sistema di chiusura in
quanto lintersezione di una famiglia di insiemiiuti € ancora

un insieme chiuso. 9% & un sottoinsieme @ allora <X> = X
cioé <X> é la chiusura dell'insiem.

Esempio di carattere algebrico.SiaC la classe di tutti i sotto-
gruppi di un dato grupp6. Allora C & un sistema di chiusura e,
per ogni sottoinsiemX di G, <X> ¢ il sottogruppo generato da

Esempio di carattere geometricoSiaC la classe di tutti gli in-
sieme convessi del piano euclideo. All@& un sistema di chiu-
sura. Per ogni insieme di punti, <X> & lachiusura convessdi
X.

La nozione di sistema di chiusura & strettamergatéealla no-
zione di operatore di chiusura.

Definizione 8.3.Chiamiamooperatore di chiusuraina funzione
T: P(9— P(9 tale che:

a) T(X)OX (proprieta di inclusigne
b) XOY=T(X)OT(Y) (crescenza o monotonia)
c) T(T(X)) = T(X). (idempotenza).

Esempio di carattere topologicoSia X un sottoinsieme dr ed

indichiamo conT(X) la chiusuraX dell'insiemeX. Allora T € un
operatore di chiusura.

Esempio di carattere algebricoln uno spazio vettoriale per o-
gni insiemeX di vettori indichiamo co(X) I'insieme dei vettori
linearmente dipendenti d& Allora T € un operatore di chiusura.

Definizione 8.4.Dato un operatord, si chiamapunto fissoo
punto unitodi T un insiemeX tale cheT(X) = X.

Si osservi che la proprieta di idempotef£&(X)) = T(X) equiva-
le a dire che per ogiX I'insieme T(X) &€ un punto fisso di. Que-
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sto significa che s& e un operatore di chiusura allora tutti gli e-
lementi del condominio di sono punti fissi.

La seguente proposizione mostra che gli operdiarhiusura
sono strettamente collegati ai sistemi di chiusura.

Teorema 8.5.SiaT : P(§ - P(S un operatore che verifica la
proprieta di inclusione e quella di crescenza. rallkinsieme

Cr = {XOP(S : T(X) =X}
dei punti uniti diT & un sistema di chiusura.

Dim. Sia X)iz una famiglia di elementi dC;, allora, essendo
nioXi O X per ognijdl, per la crescenza di, risulta T(nigXi)
OT(X). Ne segue che, essendppunto fisso peiT, T(nimX)
O X per ognijtl e quindiT(ninX) O njnX. Poiche per la pro-
prieta di inclusion&(nin X)) O njm X, 'insiemenig X € un pun-
to fisso e quindi appartieneGs.

Proposizione 8.6.Supponiamo ché& verifichi le proprieta di in-
clusione e di crescenza e poniamo

DX) =n{Y:YOXeY=T(Y)}, (8.1)
Allora D(X) e il minimo punto fisso dI' contenenteX.

Dim. Per definizione di interseziom®X) e I'estremo inferiore
dellinsieme {¥ : Y O X e Y = T(Y)} dei punti fissi contenentX.
Poiché il teorema 7.5 ci dice cB¥X) appartiene a tale insieme,
D(X) risulta esserne il minimo. D’altra parte seYsé un punto
fisso che contienk, allora appartenendo all'insiem¥ {Y O X e
Y =T(Y)} risulta contener®(X).

Teorema 8.7.SeT € un operatore di chiusura allora l'insie@e
dei suoi punti fissi € un sistema di chiusura. Varea, siaC un
sistema di chiusura e definiamo l'operatdie: P(S - P(9
ponendo

To(X) = <X>=n{YOC: YOX}.
Allora T¢ € un operatore di chiusura il cui insieme di ptissi &
C.

Dim. La prima parte del teorema segue dalla proposzjpece-
dente in quanto un operatore di chiusura verifecproprieta di
inclusione ed &€ monotono. La seconda parte & eedénfatti e
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immediato chelc verifica le proprieta di inclusione e di monoto-
nia. D'altra parte, se si osserva che
YOT(X) = YOX,
risulta anche
Tc(Te(X) = n{YOC : YUT(X)} = n{YOC: YOX}.

9. Due teoremi di punto fisso per operatori
La seguente proposizione mostra che gli operatescenti am-
mettono sempre punto fisso.

Teorema 9.1.SiaT : P(S - P(S un operatore crescente. Allora
I'insieme

Z=[0{X: XOT(X)}
€ un punto fisso di.

Dim. Infatti per definizione per ognXT(X) risulta cheX[1Z e
quindi, essendd crescenteX OT(X)JT(Z). Ne segue ch& =
O{X: X OT(X)} OT(2). Da tale diseguaglianza segue @&) []
T(T(2)) e che quindiT(2) appartiene allinsiemeX : X OT(X)}.
ConseguentementgZ) OZ. Avendo gia osservato ch#IT(2),
possiamo concludere chéz) = Z.

Nel caso di operatori algebrici esiste un modo “pistruttivo”
per ottenere un punto fisso.

Definizione 9.2.Chiamiamooperatore algebricasu Sogni fun-
zioneT : P(S - P(S tale che:

a TX)OX (proprietaimlusione)

b) XOY=T(X) OT(Y) (crescenza 0 monotonia)

¢) XOT(X)=[FOX, F finito, xOT(F) (compattezza o finitezza).
T & unoperatore di chiusura algebric@ioé se oltre ad essere un
operatore algebrico verifica anche

d) T(T(X)) = T(X) (proprieta di chival

La teoria degli operatori algebrici deve essereavt®me un mo-
do astratto di considerare un processo con cubsirgiscono
nuovi oggetti a partire da un dato insie¥di oggetti. Allora

a) significa che tra le cose che posso costruireXaonsono gli
elementi diX,
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b) significa che se una cosa puod essere costryigatme daX al-
lora (a maggior ragione) pud essere costruita rgata un in-
sieme che contieng,

c¢) afferma che dire che una cosa é costruibile trpataX signi-
fica in realta che e costruibile a partire da umatro finito di e-
lementi diX. In altre parole, significa che il processo ditoos
zione e finitario.

d) si puo interpretare dicendo che se un oggei@ostruito con
materiale inT(X) che a sua volta & stato costruito con matenmle i
X allora tale oggetto &, di fatto, costruito con enae inX. In
altre parole a partire dagli oggettiTigX) non e possibile costrui-
re niente che non sia giaTiiX).

Da notare che le condizioh) ec) equivalgono a dire che

T(X) = O{ T(F) : F OX eF finito}
cioe equivalgono a dire che il calcoloTdX) si puo effettuare ri-
ferendosi solo alla parti finite di.

Problema. SiaS un insieme & un suo sottoinsieme. Dire quali
proprieta verifica l'operator€ definito ponendo, per ogni sotto-
insiemeX di S

T(X) = XOZ
Problema. SiaT l'operatore che associa ad ogni insiendi
numeri interi l'insiemel(X) dei divisori degli elementi dK. Ad
esempioTl({3,14,15})={1,3,2,7,5,14,15}. Dire che tipo di ome
tore €.

Per caratterizzare gli operatori algebrici & utileseguente
lemma.

Lemma 9.3.Sia K,)non UNa successione di sottoinsiemiSdire-
scente rispetto alla inclusione Edun sottoinsieme finito ds, al-
lora

F O OuonX, = OON tale cheFOX. (9.1)

Dim. Procederemo per induzione sulla cardinalita|F| di F. Per

n =1 l'implicazione (8.1) & conseguenza immediataddefini-
zione di unione. Supponiamo che (8.1) sia veraupensieme di

n elementi, sigk un insieme dn+1 elementi e supponiamo che
F O Upon Xn. Allora saraF = F' [0{a} con a opportuno elemento e
F'| = n. Pertanto, per ipotesi di induzione, essendo
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F' OF OO possiamo ricavare l'esistenza di un intetale
cheF' O X, Siak tale chealdX, e siaj = Max{ h,k}, allora dalla
crescenza diX,)noy Si ricava ché= O X0 X, = X;.

Problema. Mostrare che il lemma ora enunciato non vale &enz
l'ipotesi di crescenza peX{.on € che non vale senza l'ipotesi di
finitezza perF.

Lemma 9.4.Se un operator€ € compatto e monotono allora per
ogni successione crescentg) di sottoinsiemi diSrisulta che
T(OnonXn) = OnonT(X5). (9.2)

Dim. Per ogni fissaton, X,d O,onX, € quindi per la monoto-

nia T(Xy) O T(OnonXs). Ne segue che
Onon T(X) = Omon T(Xm) O T(HponXn)-

Per provare l'inclusione inversa, sial T(O,onXn), allora per la
compattezza esiste un sottoinsieme firkitai 1,0\ X, tale che
XOT(F). Detto j un intero tale cheF[X, risulta anche che
XOT(X,) e quindi chexd O,gny TOX,). Pertantol(OponXn) O Onon
T(Xn).

Il seguente teorema mostra che ogni operatore dton@anono-
tono ammette un punto fisso. Nel seguito scriverdfiX) per
indicare il risultato della applicaziomevolte dell'operatord ad
X; pitl precisamente definianid(X) per ricorsione sa tramite le
equazioni

-TU(X) =X

- T™H(X) = T(T(X)).

Teorema 9.5.SiaT: P(§ - P(9 un operatore che verifica (8.2)
per ogni successione crescerXg{ di sottoinsiemi diS. Allora
seX & un insieme tale chE(X)0X, I'insieme O,onT(X) € il mi-
nimo punto fisso di contenentéX. In particolare[1,,T'(CJ) € il
minimo punto fisso dr.

Dim. La condizione (9.2) comporta la crescenzal dPertanto
dall'ipotesi T(X)OX, applicandon volte I'operatorel, segue che
T*HX)OT'(X). Essendo quindiT{(X)),on Una successione cre-
scente per 8.2)

T(OnenT'(X)) = DnDNTn+1(X) = OaonT(X).
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Cio prova cheld o\ T"(X) € un punto fisso dI. Per provare che
tale insieme € il minimo punto fisso conteneXtesiaM un qual-
siasi punto fisso contenente Allora per la monotonia dI, ap-
plicandon volte T alla diseguaglianz®X, otteniamo ch&@"(M)

0 T'(X) e quindi, essendd punto fisso, ché OT"(X). In defini-
tivaM O Oy T'(X) e quindiOaoy T(X) € il minimo punto fisso
contenente&.

Corollario 9.6. SiaT: P(S — P(S un operatore algebrico, allo-
ra per ogniX OSl'equazione

D(X) = OnonT'(X) (9.3)
fornisce il minimo punto fiss®(X) di T contenent&.

Esempio: Sia S uno spazio Euclideo e definiamo 'operatdre
P(S - P(S ponendo

T(X) = {xdS| Op, (X, x O pa}
avendo indicato copg il segmento chiuso di estremieg. In al-
tre paroleT(X) e l'insieme dei punti che si trovano su di un-seg
mento i cui estremi appartengon&X.aSono punti uniti dil tutti e
soli i sottoinsiemi convessi di $.€ un operatore algebrico di ti-
po due. InfattixdT(X) implica chex[ pg con pldX e gCIX, e
quindixOT({p,q}). Ne segue che:
- l'intersezione di una famiglia di insiemi conviegsancora un
insieme convesso;
- dato un insiemeX esiste il piu piccolo insieme convesS@X)
cg)ntenentex e lo si pud ottenere come unione della cat@t),
T(X), . . .

10. Come generare relazioni di ordine o di equivateza

Se una relazion&® non € una relazione di pre-ordine allora non
e difficile farla diventare una relazione di pretme aggiungen-
do un opportuno insieme di coppie. Per mostrareecqmesto
pud essere fatto vediamo prima come si pud rendieesiva
una relazione.

Definizione 10.1.Dato un insiemés, la diagonaledi Sé la rela-
zione

D(9 = {(xy) : x coincide cory}.
Tale relazione viene anche chiamialentita.
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La relazioneD(S) viene anche dettdiagonale di Sn quanto nel
casoS= R, la sua rappresentazione in un sistema di assistaite
no ortogonali coincide con la diagonale del primteeeo qua-
drante.

Dalla definizione di relazione riflessiva seguemgtiata-
mente la seguente proposizione.

Definizione 10.2.Dato un insieme non vuot®indichiamo con
Rifl : P(Sxg) - P(SxS) l'operatore che associa ad ogni relazio-
ne binariaR, la relazione

Rifl(R) = ROD(S).

Vale la seguente proposizione di cui omettiamoeladice di-
mostrazione.

Proposizione 10.3Rifl € un operatore di chiusura, inoltre le se-
guenti asserzioni sono equivalenti:

i) R é riflessiva

ii) Rifl(R) = R cioé R € un punto fisso drifl

i) ROD(S.

Inoltre Rifl(R) & la piu piccola relazione riflessiva conteneRte

La relazioneRifl(‘’R) viene chiamataelazione riflessiva generata
da R. Vediamo ora come si puo rendere transitiva unaicaia.

Definizione 10.4.Sia R una relazione irs, chiamiamapercorso
dax ady una successiong,... X, di elementi diStale chex = xq,
Xn =Y € X.1Rx;. Definiamo 'operator@rans: P(SxS) - P(Sx9
che associa ad ogni relazione bindRala relazione

TrangR) = {(x, y) : esiste un percorso dady}.

Vale la seguente proposizione.

Proposizione 10.5Transé un operatore di chiusura. Una rela-
zione binariaR é transitiva se e solo & = Tranq'R) cioé se e
solo se e un punto fisso @rans Inoltre TrangR) & la piu pic-
cola relazione transitiva contenerite
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Dim. E’ evidente cheR ¢ transitiva se e solo se contiene
TrangR). Per provare ch&®’ = TrangR) e transitiva suppo-
niamo che xR’y eyR'z e quindi che esista un percoese...,a,
dax ady ed un percorsd;,...,b, day a z. Allora ay,....,an
1,b1,...,b, € un percorso daaz Per provare ch&® é la piu pic-
cola relazione transitiva contenerfie indichiamo conR * una
relazione transitiva contententB. Allora R ‘OTrangR ") O
TrangR).

Proposizione 10.6La relazioneTrangRifl(R)) € sia riflessiva
che transitiva e quindi € una relazione di prefwgdPrecisamen-
te e il piu piccolo preordine contenteree viene chiamatpre-

ordine generato d&.*

Resta da vedere come sia possibile trasformarealazone di
pre-ordine in una relazione d'ordine, cioé ottenlergroprieta
antisimmetrica. Ora s& contiene due coppiep) e b,a) con
a*b, allora non esiste nessuna speranza di esteilarenodo
da ottenere tale proprieta. Per ottenerla allolb@mmo quozien-
tare opportunamente la struttui®,R). Infatti vale la seguente
proposizione.

Proposizione 10.7Sia< una relazione di un pre-ordine, allora la
relazione= che si ottiene ponend&y se e solo se<y ey<x &
una relazione di equivalenza. Se si definisc§#la relazione<
ponendo

[X<ly] = Xxsy
tale relazione e d’ordine iBE .

Se invece di mirare a relazioni d’ordine voglianiteoere rela-
zioni di equivalenza, dobbiamo vedere come si possdificare

una relazionéR in modo da ottenere la simmetria.

“Abbiamo gia utilizzato questo modo di procederengigaabbiamo de-
finito la relazione d’ordine in una terna di Peammme la relazione ge-
nerata dalla relazione “successivo”. In questo caspercorso daady
& costituito da una seccessione del }®), s'(x), ...,s'(x) =.
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Proposizione 10.8.Sia Simm: P(Sx§ - 7P(SxS l'operatore
che associa ad ogni relazione bindala relazione

SimnfR) = ROR™
Allora Simme un operatore di chiusura. Inoltre le seguentrass
zioni sono equivalenti:

i) R & simmetrica

ii) R e un punto fisso dsimm

i) RO R™ & un punto fisso dbi.

Ne segue ch&imnfR) e la piu piccola relazione simmetrica
contenenteéR .

Simn{R) viene chiamataelazione simmetrica genera da

Proposizione 10.9.Definiamo I'operatoreEq : P(SxS§ -
P(SxS ponendo

EqR) = TrangdSimn{Rifl(R))).
Allora Eq & un operatore di chiusura i cui punti fissi caitoecio
con le relazioni di equivalenza. Ne segue EQER) € la piu pic-
cola relazione di equivalenza conteneRe viene chiamatee-
lazione di equivalenza generata #a
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