
 

 
 

TENTATIVI  DI  FONDARE LA MATEMATICA 
 

Cosa sono i punti, le rette, i numeri ? 
 
 

Giangiacomo Gerla 
 

Versione ridotta e non aggiornata. La versione completa, 
divisa in due volumi,  può essere acquistata sul sito Ilmio-

libro   
http://ilmiolibro.kataweb.it/vetrina.asp  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 

 
 

 
 
 
 



 
 
 

  



               
_________________________________________________________ 

INDICE 
 

Introduzione 
   
  CAPITOLO 1 
  LA MATEMATICA PRESSO I GRECI 
1.  La Scuola Pitagorica: tutto il mondo è aritmetica ........................... 1 
2.  Crisi della Scuola Pitagorica (ma gli interi non bastano) ............... 5 
3. Dimostrare e dimostrare per assurdo .............................................  11 
4.  Il continuo geometrico per evitare l’infinito attuale ..…................ 13 
5.  Punti, linee e Platonismo …………................................................  16 
6.  Gli elementi di Euclide ..................................................................  19 
7.   La teoria delle grandezze omogenee (al posto dei numeri reali) ...  25 
8. La teoria delle proporzioni (al posto delle operazioni) .................. 29 
9. Misure, equiscomponibilità, equicompletabilità   ........................... 32 
10. L’equiscomponibilità è un metodo universale ................................ 36 
11. Contro i matematici ....................................................................... 42 
Lettura:  Platone e la duplicazione del quadrato................................. 49 
 
 
  CAPITOLO 2 
  CRISI DELLA GEOMETRIA EUCLIDEA  
1.   Crisi del carattere assoluto della geometria .................................. 77 
2.   Modelli di geometrie non euclidee ................................................ 81 
3.   Altre geometrie …………………................................................. 84 
4.  Crisi dell’approccio sintetico: Cartesio …..................................... 85 
5.   Calcolo dei segmenti ………………..…....................................... 87 
6. Il “Discorso sul Metodo”............................................................... 89 
7.  La “costruzione” delle radici di una equazione ............................. 92 
8. Aritmetizzazione della geometria: la sparizione delle figure ......... 95 
9.   Intuizione geometrica e falsi teoremi euclidei  .............................. 97 
 

 
CAPITOLO 3 

DEFINIRE I NUMERI 
1.   Un punto di partenza: terne di Peano …………………............... 105 
2. Principio di induzione .................................................................. 108 
3. Definizione per ricorsione ........................................................... 110 
4.  Somma e prodotto in una terna di Peano……................………. 114 
5. Definire una relazione d’ordine in una terna di Peano ................ 115 
6. Variazioni sul principio di induzione ........................................... 119 
7. L'anello degli interi relativi …………………………................ 122 
8. Il campo dei razionali ……………………………………….…. 125 
9.  I numeri reali tramite le sezioni .................................................... 128 



               
_________________________________________________________ 
10. I numeri reali tramite le successioni di Cauchy .......................... 131 
11. Un percorso diverso: essere quasi uguali ………….................... 135 
12. I razionali non-standard ..……………………………..………. 138 
Lettura : Zavattini, Gara di matematica ............................................ 145 
 
 
  CAPITOLO 4 
  GLI INSIEMI: CREDERE NELL’ INFINITO 
1. Il prezzo dell’aritmetizzazione: l’infinito attuale ………............ 147 
2.  Ma questi insiemi sono poi veramente una novità ? ................... 150 
3.  I paradossi dell’ infinito .............................................................. 153 
4.   Cantor, l’infinito e la Dottrina Cristiana ..................................... 156 
5.  Confrontare le grandezze degli insiemi ...................................... 158 
6.  Insiemi numerabili ...................................................................... 161 
7.  Tentare di superare il numerabile ............................................... 164 
8.  La potenza del continuo .............................................................. 168 
9. Superare la potenza del continuo ................................................ 173 
  
Lettura:   R. Rucker, L’albergo di Hilbert ........................................ 193 
 
 
  CAPITOLO 5 
  METODO ASSIOMATICO E STRUTTURALISMO 
1. Paradossi e crisi della teoria degli insiemi ................................... 201 
2. Russell, il paradosso del barbiere, Marx e le studentesse ............ 205 
3. Affrontare i paradossi: intuizionismo e metodo assiomatico ...... 206 
4. Un approccio assiomatico alla geometria .................................... 210 
5. Un approccio assiomatico ai numeri reali ................................... 215 
6. Assiomi per evitare i paradossi della teoria degli insiemi ........... 218 
7. La teoria di Zermelo-Frankel ....................................................... 220 
8. Assioma della scelta .................................................................... 225 
9.   Dimostrare o confutare l’assioma della scelta ............................ 228 
10.  Ipotesi del continuo .....................................................................  229 
11.  Categoricità, consistenza, indipendenza, completezza ............... 230 
12.  Tre diverse ideologie per il metodo assiomatico ........................  233 

 
 

CAPITOLO 6 
  LA MATEMATICA COME CALCOLO CON PAROLE   
1.  Hilbert contro l'infinito ................................................................ 243 
2.  L’infinito è solo una parola ......................................................... 246 
3.  Nuovi oggetti matematici: parole e linguaggi ............................. 248 
4. Rappresentabilità, definibilità e numerabilità ............................. 252 
5. Linguaggio ed apparato deduttivo per la logica formale ............ 255 
6.  Ma si deve pur parlare di qualche cosa: l’interpretazione .......... 260 



               
_________________________________________________________ 
7. Cosa è la verità ............................................................................ 264 
8. Teorema di completezza e teoremi limitativi .............................. 266 
 
  APPENDICE 
  NOZIONI BASE E VARIE 
1.  Coppie e prodotti cartesiani ........................................................ 281 
2. Definizione (brutta) di n-pla ....................................................... 282 
3. Relazioni di equivalenza e quozienti ........................................... 284 
4.  Relazioni d’ordine e reticoli ........................................................ 286 
5. Relazioni di buon ordine .............................................................. 288 
6.   Gruppi, anelli e campi .................................................................. 293 
7. La nozione generale di struttura matematica  .............................. 295 
8. Sistemi di chiusura, operatori e punti fissi ................................... 299 
9.  Due teoremi di punto fisso per operatori ...................................... 302 
10. Come generare relazioni di ordine o di equivalenza .................... 305 
 
Indice analitico ................................................................................. 321 
Bibliografia ....................................................................................... 327 

  



               
_________________________________________________________ 

  



               
_________________________________________________________ 

INTRODUZIONE 
 
Questo volume, che è una versione ridotta di un libro pubblicato 
sul sito “ilmiolibro”, si propone di introdurre il lettore alle pro-
blematiche relative ai fondamenti della matematica. Pertanto si 
occupa dei vari tentativi fatti da matematici e filosofi di fornire 
basi sicure alla matematica e di capirne i “principii primi” (am-
messo che alla matematica si possa dare una base definitiva ed 
ammesso che per essa esistano principii primi). Nel libro si parte 
dalle idee che aveva in proposito Pitagora e si arriva fino a quelle 
di Hilbert. Tuttavia il libro non ha assolutamente intenzione di 
essere un libro di storia della matematica. Piuttosto la storia della 
matematica è utilizzata come filo conduttore di possibili percorsi 
di fondazione della matematica. Poiché gli appunti si riferiscono 
a studenti di un corso della laurea di Matematica, spesso nel libro 
si troveranno definizioni precise ed un po’ pedanti e, principal-
mente, dimostrazioni di teoremi. Tuttavia credo che il libro possa 
essere letto da tutti in quanto esiste l’antico diritto di chi legge di 
saltare pagine, dimostrazioni e parti noiose. Ovviamente i miei 
studenti sono esclusi da tale diritto. 
 Naturalmente si pone la questione: 
esiste l’esigenza di un tale tipo di riflessione sulla matematica ?  
Dopotutto sembra non esistere niente di più semplice e sicuro di 
nozioni come quelle di numero, punto, retta. Purtroppo semplici-
tà e sicurezza sono illusioni come mostrano i vari paradossi e-
mersi nel corso dell’evoluzione della matematica. Il fatto è che 
siamo tanto abituati a manipolare i concetti matematici che ten-
diamo a confondere la familiarità che abbiamo acquisito con la   
conoscenza di tali concetti. Un po’ avviene come per il nostro 
giornalaio o salumiere che pensiamo di conoscere solo perché 
sono venti anni che facciamo acquisti da loro (ma poi non sap-
piamo nemmeno dove abitano o se sono sposati o no).  
 Proviamo però ad essere meno superficiali ed a porci do-
mande del tipo: 
 - che cosa sono i numeri? 
 - che cosa è un punto, una retta? 
 - i numeri, i punti le rette sono invenzioni dell'uomo, di un dio 

oppure esistono in natura? 
 - che cosa è la matematica? 
 - i risultati della matematica sono sicuri? e, se sono sicuri, 

perché lo sono? 
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 - esiste l'infinito di cui spesso parla la matematica ? 
 - perché la matematica, che non sembra avere a che fare con 

l'esperienza, è utile per le scienze empiriche e per le appli-
cazioni ? 

(ho detto meno superficiali !!! chi avesse letto troppo rapida-
mente deve tornare indietro e riflettere su ciascuna domanda per 
almeno un minuto per cercare una possibile risposta). Ci accor-
giamo allora che tali questioni sono molto più problematiche di 
quanto appare a prima vista. Inoltre, se ci si guarda un po’ in gi-
ro, ci si accorge che persone diverse, specialmente se apparte-
nenti ad epoche diverse, hanno dato e danno risposte diverse. 
Questo fatto si esprime dicendo che: 

sono esistite ed esistono diverse "filosofie" della matematica. 
Insomma il libro vuole introdurre chi legge a tali questioni ri-
mandando a libri più “solidi” nel caso si volesse approfondire. 
 Chiudo questa introduzione dichiarando che sono cosciente 
che nel libro esistono molte lacune. Ad esempio avrei dovuto 
trattare la teoria delle categorie ed in particolare la teoria dei to-
poi. Inoltre lo spazio dedicato alla trattazione dell’intuizionismo 
non corrisponde certo alla importanza ed all’originalità di questa 
filosofia della matematica. Infine esistono settori della matemati-
ca, come la probabilità, che pur presentando interessantissimi 
problemi fondazionali, non vengono trattati. Queste mancanze 
derivano dalla mia pigrizia e non dal misconoscimento di questi 
argomenti.    

      
    Salerno 2010 

 
 
 
P.S. 

Il mio indirizzo è gerla@unisa.it e ricevo volentieri commenti, 
segnalazioni di errori o richieste di chiarimenti.  
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CAPITOLO 1 

 
LA MATEMATICA PRESSO I GRECI 

 
E' indegno del nome di uomo chi ignora il 
fatto che la diagonale di un quadrato è 
incommensurabile con il suo lato. Platone 
(429-347 a.C.) 

 
1. La scuola Pitagorica: tutto il mondo è aritmetica 
Il primo organico tentativo di dare una fondazione alla matema-
tica (ed all’intera conoscenza scientifica) fu probabilmente quel-
lo della scuola pitagorica il cui assunto di partenza era che: 

alla base di tutto è il numero intero. 
La scuola pitagorica era una setta mistico-religiosa che si svi-
luppò in Grecia e in Italia (Crotone) tra il 570 ed il 500 a.C. at-
torno ad un mitico personaggio chiamato Pitagora. Le idee di tale 
scuola sono di fondamentale importanza per la storia della cultu-
ra occidentale perché da esse inizierà quel processo che trasfor-
merà la scienza pre-ellenica, che consisteva in una disarticolata 
raccolta di risultati dettati dall'esperienza, in una scienza raziona-
le.1 Dei pitagorici ne parla Aristotele al modo seguente, dove si 
deve tenere conto che allora per "numero" si intendeva "numero 
intero positivo". 
 

Tra i primi filosofi, ..., furono i cosiddetti Pitagorici, i quali, 
applicatisi alle scienze matematiche, le fecero per i primi pro-
gredire; cresciuti poi nello studio di esse, vennero nell'opinio-
ne che i loro principi fossero i principi di tutti gli esseri... 
Pensarono che gli elementi dei numeri fossero gli elementi di 

                                                           
1Non bisogna avere una immagine dei pitagorici come scienziati cam-
pioni di razionalismo. Il carattere mistico di questa scuola era fortissi-
mo, siamo in presenza di una vera e propria setta religiosa (e politica) 
che credeva, tra le altre cose, che le anime dei morti si reincarnassero 
negli animali. Anche le "regole" di tale setta ci appaiono notevolmente 
bizzarre. Ad esempio ecco alcuni comandamenti: 
 - non toccare un gallo bianco 
 - non addentare una pagnotta intera 
 - non guardare uno specchio accanto ad un lume. 
Ma queste che ci appaiono come stranezze non tolgono ai pitagorici il 
merito di costituire il punto di inizio della moderna cultura scientifica. 
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tutte le cose, e che l'universo intero fosse armonia e numero 
(Aristotele, Metafisica). 

 

Si deve tenere conto che in quel periodo era forte il desiderio di 
trovare i "principi ultimi" e che questi venivano cercati negli e-
lementi naturali come l'aria, l'acqua o il fuoco. Forse però per 
capire meglio il pensiero dei Pitagorici conviene vedere cosa di-
ce uno di loro, Filolao.  
 

“Nessuna menzogna accolgono in sé la natura del numero e 
l'armonia: non è cosa loro la menzogna. La menzogna e l'in-
vidia partecipano della natura dell'illimitato, dell'intellegibile 
e dell'irrazionale. Nel numero non penetra menzogna, perché 
la menzogna è avversa e nemica della natura, così come la 
verità è connaturata e propria alla specie dei numeri . . .  “ 

 
“…Nulla sarebbe comprensibile, né le cose in sé né le loro re-
lazioni, se non ci fossero il numero e la sua sostanza.” 

 
“Tutte le cose che si conoscono hanno numero: senza il nu-
mero non sarebbe possibile pensare né conoscere alcunché.” 

 
Un ruolo talmente centrale dato al numero potrebbe anche di-
pendere dalla scoperta di un forte collegamento tra rapporti nu-
merici ed “armonia” in campo musicale. Infatti viene attribuita ai 
Pitagorici la scoperta di una scala armonica che viene detta, ap-
punto, scala pitagorica. Consideriamo delle corde tese di varia 
lunghezza ed esaminiamo i suoni che vengono emessi pizzican-
done due contemporaneamente. Ci si accorge che a volte si han-
no effetti gradevoli ed a volte sgradevoli.  E’ possibile studiare 
quale sia il rapporto tra le lunghezze delle due corde ed il feno-
meno della “gradevolezza” o, per essere più specifici, del-
la’”consonanza”. Ora la prima scoperta che viene da fare è che 
se una corda è il doppio dell’altra si ha una fortissima consonan-
za. In questo caso noi diciamo che i due suoni differiscono per 
una ottava. Se indichiamo con A la lunghezza della prima corda e 
con B quella della seconda allora B = (1/2)⋅A o, se si vuole,  A : B 
= 2 :1. Un altro suono gradevole si ottiene facendo vibrare, in-
sieme ad A una corda la cui lunghezza C sia i due terzi di A cioè 
C = (2/3)⋅A. Ne segue che  A : C = 3 : 2. Infine ci si accorge che 
un suono gradevole si ottiene dai suoni prodotti dalle corde C e B 
che risultano essere nel rapporto C:B = 4:3. Abbiamo quindi che 
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le tre consonanze principali, (che prendono il nome di ottava 
quinta e quarta), corrispondono ai rapporti 2:1; 3:2 e 4:3.  E’ una 
sorprendente corrispondenza tra suoni e numeri che suggerisce 
fortemente l’idea per cui "tutto è numero".  
 Da quel "tutte le cose che si conoscono hanno un numero" 
scaturiva poi il convincimento circa la struttura granulare e di-
screta delle figure geometriche e, più in generale, del mondo fi-
sico. Ciò comportava, ad esempio, una concezione del segmento 
come insieme finito di punti-unità, punti che venivano intesi co-
me veri e propri corpi con una determinata grandezza. Infatti era 
solo in base a tale ipotesi che i numeri interi potevano essere lo 
strumento perfettamente adeguato alla descrizione della realtà, 
anzi, in un certo senso, venivano a coincidere con la realtà stessa. 
In tale modo la geometria non si considerava distinta dall'aritme-
tica e, in un certo senso, l'aritmetica assumeva una forma geome-
trica. Dei numeri infatti si dava una rappresentazione geometrica 
o, se si vuole, fisica, tramite una opportuna configurazione di 
punti-sassolino. Ad esempio si chiamavano triangolari i numeri 
che si potevano ottenere disponendo i punti in triangoli. 
 

             O            O              O                       O 
                         O  O          O  O                   O O 
                                        O  O  O               O O O     
                                                                 O O O O  
   

Si chiamavano invece quadrati i numeri corrispondenti a gruppi 
di sassolini disposti in quadrato 
 

              O      O  O   O  O  O      O  O  O  O 
                        O  O        O  O  O  O  O  O  O 
                    O  O  O  O  O  O  O  
                                                              O  O  O  O  
I numeri quadrati corrispondono ai numeri che sono quadrati per-
fetti. Ancora, si chiamavano rettangolari i numeri corrispondenti 
a gruppi di sassolini disposti in un rettangolo (che non si riduca 
ad una striscia di sassolini). In questo caso sono rettangolari tutti 
e soli i numeri che non sono numeri primi.  
 

        O  O   O  O  O      O  O  O  O  O O O 
         O  O       O  O  O  O  O  O     O  O  O O 
   O  O  O  O  O O  O 
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L' interpretazione dei numeri come particolari disposizioni di 
sassolini consente di sviluppare una interessante aritmetica. Ad 
esempio, è immediato che ogni triangolo si ottiene dal preceden-
te aggiungendo un fila di sassolini. Pertanto se t(n) è il numero 
dei sassolini dell'ennesimo triangolo abbiamo che la funzione t è 
definibile tramite le equazioni 
 t(1) = 1   :  t(n) = t(n-1)+n. 
Ne segue che sono triangolari tutti i numeri della serie 1, 3, 6, 10, 
... di termine generale n, cioè tutti i numeri del tipo 1+2+3+...+n. 
Per quanto riguarda i numeri quadrati, è immediato vedere che 
ogni quadrato si ottiene dal precedente aggiungendo due lati (con 
un sassolino in comune). Ne segue che, se q(n) è il numero dei 
sassolini dell'ennesimo quadrato, la funzione q si definisce trami-
te le equazioni  
 q(1) = 1   :  q(n) = q(n-1)+2n-1. 
Pertanto i quadrati perfetti si ottengono come elementi della serie 
1, 1+3, 1+3+5, ..., 1+3+...+2n-1, cioè la serie di termine generale 
2n-1. Si osservi che sia la funzione t che la funzione q sono state 
definite “per ricorsione”. In proposito si veda nel prossimo capi-
tolo i paragrafi su induzione e ricorsione. 
 L'importanza della svolta impressa dalla scuola pitagorica 
non si limita alla sola matematica poiché la fede nella potenza re-
golarizzatrice del numero intero, il procedimento di astrazione, 
l'uso delle dimostrazioni nel procedere scientifico, rappresentano 
il nascere dell'aspetto fondamentale della cultura occidentale: il 
convincimento che il mondo sia comprensibile non attraverso l'a-
scesi mistica, la contemplazione, come viene ritenuto dalle cultu-
re orientali, ma attraverso l'attività raziocinante. Con Pitagora ha 
inizio un processo di idealizzazione e razionalizzazione di tutte le 
forme di conoscenza che dominerà perfino la nostra cultura reli-
giosa. Afferma ad esempio Bertrand Russell in "Storia della filo-
sofia occidentale" : 

“La religione razionalistica, al contrario di quella apocalitti-
ca, è stata da Pitagora in poi (ed in particolare da Platone in 
poi) completamente dominata dalla matematica e dal metodo 
matematico. La combinazione di matematica e di teologia, che 
cominciò con Pitagora, caratterizzò la filosofia religiosa in 
Grecia, nel Medioevo e nell'era moderna fino a Kant. L'orfi-
smo precedente a Pitagora era analogo alle misteriose reli-
gioni asiatiche. Ma, in Platone, Sant'Agostino, Tommaso d'A-
quino, Cartesio, Spinosa e Leibniz, vi è un intimo intrecciarsi 
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di religione e di ragionamento, di aspirazione morale e di 
ammirazione logica per ciò che è eterno, il quale viene da Pi-
tagora e distingue la teologia intellettualizzata dell'Europa 
dal più diretto misticismo asiatico.” 

 
 

2. Crisi della scuola pitagorica (ma gli interi non bastano).  
 

Lo sapevate? Il quadrato costruito 
sull'ipotenusa è il doppio di quello sui 
cateti . . . ma la qualità è scadente e do-
po un anno lo butti! È così! È capitato a 
mia sorella! Fidatevi! 
-Vulvia (Corrado Guzzanti), Il caso 
Scrafoglia, 2002 

 
Le concezioni dei pitagorici furono però ben presto messe in cri-
si dalla scoperta della esistenza di grandezze geometriche "in-
commensurabili". Questa scoperta è conseguenza del teorema 
che va proprio sotto il nome di “Teorema di Pitagora”. 
 
Teorema 2.1. (Teorema di Pitagora) Dato un triangolo rettan-
golo, se si considera l’unione dei due quadrati costruiti sui cateti 
otteniamo una figura che ha la stessa estensione del quadrato co-
struito sull’ipotenusa.2 
 
Dim.3 Indichiamo con T il triangolo rettangolo e supponiamo che 
i cateti misurino a e b e l’ipotenusa c. Costruiamo un quadrato Q 

                                                           
2 Attualmente tale teorema si enuncia dicendo che: “la somma dei qua-
drati delle misure dei cateti è uguale al quadrato della misura 
dell’ipotenusa”. Tuttavia si deve tenere presente che per i greci non esi-
steva una “misura” di una figura geometrica in quanto misurare signifi-
ca assegnare un numero reale a qualche cosa e nella matematica greca 
non esisteva una nozione di numero reale. Come vedremo, essi avevano 
invece la nozione di uguaglianza dell’estensione di due figure, quella di 
equiscomponibilità e quella di proporzionalità di grandezze omogenee 
con cui riuscivano ad esprimere molti teoremi sulle lunghezze, le aree 
ed i volumi.  
3 In realtà quella che segue non è una dimostrazione nel senso rigoroso 
del termine e non lo può essere visto che non abbiamo ancora elencato 
gli assiomi della geometria di Euclide. Piuttosto si prova una proprietà 
non molto evidente “il teorema di Pitagora” a partire da altre proprietà 
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con lati uguali ad a+b. Detti A1, A2, A3, A4  i vertici di Q, trac-
ciamo sui lati i quattro punti C, C’, B, B’ in modo che A1C = 
A4C’ = A3B’ = A2B = a mentre CA4 = C’A3 = B’A2 = BA1 = b. In 
tale modo si individuano quattro triangoli rettangoli uguali (a-
vendo cateti uguali per costruzione). Inoltre tali punti individua-
no un quadrilatero Q1 = BCC’B’. Tale quadrilatero ha lati uguali 
in quanto coincidenti con le ipotenuse dei triangoli. Inoltre gli 
angoli sono retti. 
 
                                       
      
      
    
               
 
   
                                                           

   
            
 
Ad esempio, l’angolo in C è retto in quanto è uguale ad un ango-
lo piatto meno la somma dei due angoli non retti di T. D’altra 
parte la somma dei due angoli non retti di un triangolo rettangolo 
è un angolo retto. Pertanto Q1 è un quadrato.  
 Osserviamo ora che l’area di Q può essere calcolata come il 
quadrato del lato cioè come (a+b)2 e quindi, per la formula del 
quadrato di un binomio, come a2+b2+2ab. D’altra parte l’area di 
Q è anche uguale al quadrato piccolo Q1 più i quattro triangoli, 
cioè è uguale a c2+(4ab)/2. Dall’uguaglianza 
  a2+b2+2ab = c2+2ab 
si ricava che a2+b2=c2. Da notare che la formula del quadrato del 
binomio ammette una semplice dimostrazione geometrica che è 
completamente illustrata dalla figura tracciata sopra a destra in 
cui si mostra come l’area del quadrato si possa calcolare in due 
modi. Uno è considerare il quadrato di a+b, l’altro è effettuare la  

                                                                                                                              
che ci appaiono più evidenti. Ad esempio il primo passo della dimostra-
zione consiste nella costruzione di un quadrato di un dato lato. E’ possi-
bile sempre costruire un tale quadrato ? La questione non è tanto sem-
plice ed ha a che fare, tra l’altro, con l’assioma delle parallele. Nel corso 
di questo capitolo considereremo spesso “dimostrazioni” di questo tipo. 

A1 C 

A2 A3 

A4 

B’ 

C’ 

a 

A2 A3 
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somma dei quadrati di estensione a2 e b2 più due rettangoli di e-
stensione ab.  � 
 
E’ possibile anche porsi il seguente problema:  
  “un triangolo che verifica il teorema di Pitagora è necessa-
riamente rettangolo ?  
Ad esempio, supponiamo di volere formare un triangolo con tre 
segmenti di lunghezza 3, 4, 5. Tenendo conto del fatto che 32+42 
= 52 è possibile affermare che il triangolo è rettangolo ? Il se-
guente teorema mostra che la risposta è positiva.  
 
 Teorema 2.2. (Teorema inverso di Pitagora) Ogni triangolo i 
cui lati verificano il teorema di Pitagora è rettangolo. 
 
 Dim.Sia ABC un trian-
golo tale che AB2 = 
AC2+BC2 e costruiamo 
un segmento BC per-
pendicolare ad AC e di 
lunghezza uguale a CB. 
Allora i due triangoli 
ACB e ACB hanno il lato AC in comune ed i lati BC e CB uguali 
per costruzione. Inoltre, essendo ACB  rettangolo in C, AB2 = 
AC2+BC2 = AC2+CB2 = AB2. 
 Pertanto i due triangoli, avendo i tre lati uguali, sono uguali. Da 
ciò segue che l’angolo ACB è uguale all’angolo retto ACB  ed è 
quindi retto.   � 
 
Dal teorema di Pitagora segue un sorprendente paradosso4. Dato 
un quadrato, comunque si scelga un segmento u come unità di 
misura non possiamo misurare il suo lato e la sua diagonale tra-
mite due interi. 
 
Teorema 2.3. (Paradosso dell’ incommensurabilità tramite 
gli interi ) Il lato e la diagonale di un quadrato sono incommen-
                                                           
4 Letteralmente “paradosso” significa “contro l’opinione comune” e tale 
espressione non andrebbe confusa con “antinomia” o “contraddizione” 
che invece significano che si è riusciti a provare una affermazione ed 
anche la negata di tale affermazione. Tuttavia spesso si confondono le 
due cose anche perchè, se si aggiunge l’ ”opinione comune” come as-
sioma, allora il paradosso diviene una contraddizione. 

   A 

B 
B 

C 
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surabili, cioè comunque si fissi un segmento u come unità di mi-
sura, il lato e la diagonale non sono uguali a multipli di u.  
 
Dim. La dimostrazione si basa sul fatto che in un quadrato per-
fetto q ogni fattore primo è presente un numero pari di volte. In-
fatti se q = n2 e se n ammette la scomposizione n = p1

n(1),…,ps
n(s) 

con p1,…,ps primi allora q = n2 = p1
2⋅n(1)⋅…⋅ps

2⋅n(s). Ad esempio se 
q =122 = 144 allora essendo 12 = 22⋅3, sarà q = 122 = 24⋅32 e 
quindi q contiene il numero primo 2 quattro volte ed il numero 
primo 3 due volte. Supponiamo ora per assurdo che esista un 
segmento u (unità di misura) tale che sia il lato che la diagonale 
siano multipli, secondo gli interi n ed m, di u. In altri termini,  
  
 
 
                                                        
 
 
                                            
 
supponiamo che il lato e la diagonale siano misurati tramite due 
numeri interi n ed m. Allora i quadrati costruiti sui cateti sono 
costituiti da n2 quadratini unitari mentre il quadrato costruito 
sull’ipotenusa è costituito da m2 quadratini unitari. Ne segue che  
per il teorema di Pitagora n2 + n2 = m2 e quindi 2n2 = m2. Ma ciò è 
assurdo poiché, posto c = 2n2 = m2,   
- dall'equazione c = 2n2 si deduce che il fattore 2 è presente in c 
un numero dispari di volte  
- dall’equazione c = m2 si deduce che il fattore 2 compare in c un 
numero pari di volte.      � 
 
Problema: Consideriamo un 
rettangolo con un lato uguale al 
doppio dell’altro. La diagonale è 
commensurabile con il lato mi-
nore ? 
 
 

Abbiamo visto che i numeri interi non costituiscono uno stru-
mento sufficiente per effettuare misure geometriche. La cosa non 

n⋅⋅⋅⋅u 

2n⋅⋅⋅⋅u 

m⋅⋅⋅⋅u n⋅⋅⋅⋅u 

n⋅⋅⋅⋅u 
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migliora se si coinvolgono i numeri razionali. Infatti vale anche 
il seguente teorema. 
 
Teorema 2.4. (Paradosso dell’ incommensurabilità tramite i 
razionali) Dato un quadrato, per quanto si scelga piccolo un 
segmento come unità di misura5, le misure del lato e della diago-
nale rispetto tale unità non possono essere espresse da numeri 
razionali.6 
 
Dim. Supponiamo per assurdo che esista un segmento unitario u 
tale che le lunghezze del lato e della diagonale siano esprimibili 
tramite due razionali. Allora, detti p/q ed r/s tali razionali a-
vremmo, sempre per il teorema di Pitagora, che 2(p/q)2 = (r/s)2 e 
quindi che  

2(p⋅s)2 = (r⋅q)2. 
Posto n = p⋅s ed m = r⋅q abbiamo che 2⋅n2 = m2. Ma abbiamo già 
visto che una tale equazione conduce all’assurdo.  � 
 
In definitiva, in termini attuali, diremmo che perfino la misura-
zione di grandezze legate alla figura geometrica più elementare, 
il quadrato, comporta necessariamente il coinvolgimento dei 
numeri irrazionali. Ora, se si tiene conto del fatto che per gli an-
tichi greci i soli numeri esistenti erano gli interi positivi, ciò si-
gnificava per la cultura del tempo che: 

vi sono più cose in geometria (e quindi nel mondo fisico) di 
quanto i numeri siano capaci di esprimere !  

D'altra parte, poiché la razionalità veniva identificata con il nu-
mero (cioè la possibilità di esprimere tramite numeri e rapporti di 

                                                           
5 L’espressione “per quanto si scelga piccolo” ovviamente non ha senso 
in matematica. Infatti la nozione vaga di “piccolo” non ha carattere ma-
tematico o logico. Il matematico pignolo pertanto è autorizzato a sosti-
tuirla con l’espressione “per ogni”. La stessa situazione si presenta ad 
esempio nella definizione di limite dove si usano addirittura espressioni 
del tipo “preso ε piccolo a piacere ...”, dove alla vaghezza del “piccolo” 
si aggiunge quella ancora maggiore di “a piacere”. D’altra parte chiun-
que abbia esperienza didattica “sente” che queste espressioni sono utili. 
6 Questa volta abbiamo usato espressioni moderne del tipo “la misura 
del lato l rispetto ad un segmento u è uguale al numero razionale p/q”. 
Per esprimere tale proprietà i greci avrebbero detto “il lato l ed il seg-
mento u sono in proporzione con p e q”. Si veda in proposito la teoria 
delle proporzioni.  
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numeri i fenomeni del mondo), una tale conclusione comportava 
la messa in discussione della stessa possibilità, da parte dell'uo-
mo, di pervenire alla conoscenza.7 Un altro fatto importante è il 
seguente: 

alla luce della scoperta di grandezze incommensurabili come 
il lato e la diagonale del quadrato la stessa concezione dei 
segmenti ed in generale di ogni figura geometrica come som-
ma finita di punti-atomo, che era propria della scuola pi-
tagorica, non poteva più reggere.  

Se infatti i segmenti fossero costituiti da un numero finito di par-
ticelle indivisibili, tutte di lunghezza u, allora ovviamente il lato 
e la diagonale del quadrato avrebbero lunghezza multiplo di u e 
sarebbero quindi commensurabili. D'altra parte si tenga presente 
che una tale concezione coincide proprio con quella della fisica 
moderna che sembra pertanto essere in contrasto con la geome-
tria, o, per meglio dire, con il teorema di Pitagora. 
 Concludiamo questo paragrafo osservando che: 
 

 se con la scuola pitagorica abbiamo il primo tentativo di fon-
dazione generale della matematica, con la scoperta delle gran-
dezze incommensurabili siamo in presenza della prima “crisi 
dei fondamenti” della matematica.  

 
 
3. Dimostrare e dimostrare per assurdo  
Con il Teorema 2.1 ed il Teorema 2.3 abbiamo visto due tra i più 
antichi esempi di “dimostrazione”. Tali dimostrazioni sono di 
natura molto diversa. Nel Teorema 2.1 si prova qualcosa in posi-
tivo, precisamente che vale una certa equazione e la dimostra-
zione consiste nel mettere in evidenza che valgono una serie di 
uguaglianze. La dimostrazione della incommensurabilità del lato 
                                                           
7 Come fosse sconvolgente per i greci una tale scoperta possiamo ve-
derlo attraverso questo passo attribuito al filosofo Proclo Diadoco. 

“E' fama che colui il quale per primo rese di pubblico dominio la 
teoria degli irrazionali sia perito in un naufragio, e ciò perché l'ine-
sprimibile e l'inimmaginabile sarebbero dovuti rimanere sempre ce-
lati. Perciò il colpevole, che fortuitamente toccò e rivelò questo a-
spetto delle cosa viventi, fu trasportato al suo luogo di origine e là 
viene in perpetuo flagellato dalle onde.” 
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e della diagonale di un quadrato è invece diversa e costituisce 
uno dei primi esempi di “dimostrazione per assurdo”. In questo 
caso si esprime una cosa in negativo, cioè che non vale una af-
fermazione. Stante l'importanza di tale tipo di dimostrazione, e-
saminiamo da vicino la sua struttura.  
 Ricordiamo che chiamiamo contraddizione l'affermazione 
di un fatto e la contemporanea negazione di tale fatto. Indicando 
con B una asserzione, con ¬B la sua negata, con ∧ la congiun-
zione logica "e", allora una contraddizione ha una forma del tipo 
B∧(¬B) che si legge "B e non B". Naturalmente una contraddi-
zione non può essere un’asserzione vera. Inoltre, poiché da as-
serzioni vere si deducono ancora asserzioni vere: 

se da una asserzione A segue una contraddizione,  
allora A non può essere vera, 
pertanto : ¬A è vera. 

In definitiva la struttura di una dimostrazione per assurdo di una 
proposizione ¬A è questa: 
 1. si suppone A  
 2. da tale ipotesi si ricava una contraddizione B∧¬B,  
 3. si conclude che, non potendo valere A, vale ¬A.  
Ad esempio, nel caso della dimostrazione di incommensurabilità 
del lato e della diagonale del quadrato,  
- si suppone la commensurabilità,  
- da tale ipotesi si ricava sia l'affermazione B  =  “ in c il fattore 2 
è presente un numero pari di volte” sia l’affermazione ¬B = “ in 
c il fattore 2 è presente un numero dispari di volte”. 
-  si conclude che non sussiste la commensurabilità. 
 

Naturalmente le dimostrazioni per assurdo possono essere utiliz-
zate anche per provare qualche cosa in positivo. Possiamo infatti 
affermare il seguente altro principio: 
 

se da una asserzione ¬A segue una contraddizione,  
allora ¬A non può essere vera  
pertanto: A è vera. 

 

Pertanto, dovendo dimostrare A, 
1. si suppone ¬A  
2. da tale ipotesi si ricava una contraddizione B∧¬B,  
3. si conclude che, non potendo valere ¬A, vale A.  
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Un'altra bella dimostrazione per assurdo è la dimostrazione per 
cui i numeri primi sono infiniti.  
 
Teorema 3.1. L’insieme P dei numeri primi è infinito.  
 
Dim. Detto A l’enunciato “P è infinito” neghiamolo, cioè suppo-
niamo per assurdo che l’insieme P dei numeri primi sia finito. 
Posto P = {p1,... pn}, sia q = p1⋅...⋅pn +1: vogliamo dimostrare che 
q è primo. Infatti se per assurdo q non fosse primo ammetterebbe 
un divisore primo p ≠ 1. Poiché abbiamo supposto che p1,...,pn 
sono tutti i possibili numeri primi, p deve coincidere con un op-
portuno pi. Allora pi, dividendo sia q che  p1⋅...⋅pn dovrà dividere 
anche q-p1⋅...⋅pn = 1, cosa questa assurda. L’assurdo a cui siamo 
pervenuti prova che q è primo. D’altra parte q, essendo  maggio-
re dei numeri p1,..., pn, non appartiene a {p1,...,pn}, in contrasto 
con l’ipotesi che {p1,..., pn} è l’insieme di tutti i numeri primi.   
 
Per provare questo teorema abbiamo dovuto utilizzare due volte 
il metodo di dimostrazione per assurdo. Possiamo eliminare una 
di queste utilizzazioni e riformulare il teorema in modo più “co-
struttivo”.  
 
Teorema 3.2. Dato un insieme finito {p1,...,pn}  di numeri primi 
esiste un numero primo p che non appartiene a {p1,...,pn}. Ne se-
gue che l’ insieme dei numeri primi è infinito.  
 
Dim. Consideriamo il numero q = p1⋅...⋅pn +1 e sia p un divisore 
di q diverso da 1 (che potrebbe coincidere con q se q fosse pri-
mo). Se per assurdo p ∈ {p1,...,pn} allora p, dividendo sia q che 
p1⋅...⋅pn, dividerebbe anche la differenza q-p1⋅...⋅pn = 1 e ciò è as-
surdo.   � 
 
Ad esempio, dato l’insieme {2, 3, 7} di numeri primi, il numero 
2⋅3⋅7+1 = 43 è primo. Dato l’insieme {3,7, 11} di numeri primi, 
il numero 3⋅7⋅11 +1 = 232 non è primo ma è divisibile per il nu-
mero primo 2 che è diverso da 3, 7, 11.   
 
Esempio. Quando si studiano le equazioni si dimostrano spesso 
“teoremi” per assurdo. Ad esempio proviamo il seguente “teore-
ma”: 



Cap. 1: I Greci 13 

  
A = “L'equazione x2+2⋅(1+x2) = 3x2-2 non ammette soluzioni.” 

Se neghiamo A dobbiamo accettare l’esistenza di un elemento r 
tale che 
 r2+2⋅(1+r2) = 3r2-2 
da ciò seguirebbe che 
 r2+2+2⋅r2 = 3r2-2  e quindi 
 3⋅r2+2 = 3r2-2       e quindi, semplificando 3⋅r2 

 2+2 = 0   cioè 
 4 = 0.   
L’assurdo a cui siamo pervenuti ci assicura che vale A.8  
 
 

4. Il continuo geometrico per evitare l’infinito attuale 
Il fatto che i numeri interi si rivelassero uno strumento inadegua-
to a definire le grandezze geometriche poteva, da un punto di vi-
sta tecnico, essere risolto (almeno) in due modi diversi.  
 

 1. Si poteva ampliare il concetto di numero,  
 2. Si poteva decidere che la geometria non è riconducibile 

all’algebra, cioè alla nozione di numero.  
 

I Greci seguirono la seconda via. Il primo punto di vista sarà in-
vece assunto, come vedremo nel seguito, dalla matematica mo-
derna con la definizione dei numeri reali e la successiva loro uti-
lizzazione per la costruzione del continuo geometrico (la famosa 
geometria analitica). Poiché i reali si definiscono a partire dai ra-
zionali, e questi a partire dagli interi, l'attuale punto di vista sem-
bra il naturale sviluppo di quello della scuola pitagorica. D'altra 
parte i Greci non potevano definire i reali perché non è possibile 
definire i numeri reali a partire dagli interi senza coinvolgere la 
nozione di infinito attuale. Basta osservare che, come faremo in 
seguito, un numero reale si definisce come un insieme attual-
mente infinito di razionali (si veda il metodo delle sezioni) oppu-
re come una successione attualmente infinita di cifre decimali. 
 Ma gli antichi greci rifiutavano l'infinito attuale  
 

                                                           
8 In realtà non siamo pervenuti ad un assurdo poiché l’equazione 4 = 0 è 
da considerare assurda solo se siamo nell’ambito di teorie in cui sia di-
mostrabile ¬(4=0) come avviene nella teoria dei numeri reali. Se invece 
siamo, ad esempio, nell’anello degli interi modulo 4 la conclusione non 
è affatto assurda.  
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“. . . ché il numero è infinito in potenza, ma non in atto ... 
questo nostro discorso non intende sopprimere per nulla le 
ricerche dei matematici per il fatto che esso esclude che l'in-
finito per accrescimento sia tale da poter essere percorso in 
atto.  In realtà essi stessi (i matematici), allo stato presente, 
non sentono il bisogno dell'infinito (e in realtà non se ne 
servono) ma soltanto di una quantità grande quanto essi vo-
gliono, ma pur sempre finita ... “ (Aristotele). 

 

Ancora, Aristotele (Fisica III) afferma che l'infinito è tale  
 

“... che si può prendere sempre qualcosa di nuovo (in esso), 
e ciò che si prende è sempre finito ma sempre diverso. Sic-
ché non bisogna prendere l'infinito come un singolo essere, 
per esempio un uomo o una cosa, ma nel senso in cui si par-
la di una giornata o di una lotta, il cui modo d'essere non è 
una sostanza ma un processo e che, se pure è finito, è inces-
santemente diverso.” 

 

Esistono mille esempi in cui si manifesta questo rifiuto 
dell’infinito da parte dei Greci. Ad esempio, il teorema da noi 
dimostrato circa l’esistenza di infiniti numeri primi in realtà ve-
niva enunciato dai Greci al modo seguente in cui non viene coin-
volta la nozione di insieme infinito.  
 
 Per ogni primo p esiste un primo q maggiore di p. 
 
Inoltre in geometria non si concepiva la retta intesa come qual-
che cosa di illimitato ma ci si riferiva solo ai segmenti. Natural-
mente veniva accettato che un segmento si potesse prolungare a 
piacere. 
 Il motivo per cui i Greci avessero tanta repulsione per 
l’infinito attuale è probabilmente di natura strettamente filosofica 
ed è ben illustrato dal passo dei pitagorici che abbiamo citato in 
cui si afferma che la menzogna e l'invidia partecipano della natu-
ra dell'illimitato. Tuttavia una certa influenza deve avere pure 
avuto il fatto che esistevano paradossi legati all’infinito attuale 
che dimostravano le difficoltà logiche di tale concetto. Forse il 
paradosso più famoso è quello, di “Achille e la tartaruga” dovuto 
a Zenone.  
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Paradosso di Achille e la tartaruga. In questo paradosso si rac-
conta di una sfida di una tartaruga (simbolo della lentezza) ad 
Achille (noto per la sua velocità) in una corsa. In tale sfida la tar-
taruga dichiara che purché gli siano dati dieci metri di vantaggio, 
non si sarebba fatta raggiungere da Achille. Achille accetta la 
sfida, partono ed Achille percorre quei dieci metri di vantaggio. 
Tuttavia nel frattempo la tartaruga percorre un metro; Achille 
non si scoraggia ed allora percorre quel metro, ma nel frattempo 
la tartaruga percorre un decimetro; Achille percorre quel decime-
tro, ma nel frattempo la tartaruga percorre un centimetro . . . e 
così via all’infinito. In questo modo Achille può correre per 
sempre senza raggiungere mai la tartaruga.9  
 
 In definitiva, stante l’impossibilità per i Greci di estendere 
la nozione di numero naturale in quella di numero reale10, essi 
                                                           
9Attualmente tale paradosso viene “risolto” coinvolgendo la nozione di 
serie convergente. Infatti gli infiniti intervalli impiegati ogni volta da 
Achille per raggiungere la tartaruga diventano non solo sempre più pic-
coli ma il limite della loro somma converge. Di questa possibile solu-
zione (che comunque non è universalmente accettata ed anche a me non 
sembra centrare il problema) era convinto anche Cartesio come mostra 
il seguente passo in cui, riferendosi al paradosso afferma che: 

“non è difficile a risolversi, quando si consideri che alla decima 
parte di una quantità viene aggiunta la decima di questa decima, e 
cioè una centesima; e poi ancora la decima di quest'ultima, ossia 
una millesima della prima; e così di seguito all'infinito, tutte que-
ste decime prese insieme, benché siano supposte realmente infini-
te, non compongono tuttavia che una quantità finita. Ché se taluno 
dice che una tartaruga, la quale ha dieci leghe di precedenza ri-
spetto a un cavallo dieci volte più veloce di lei, non potrà mai es-
sere superata da questo, perché mentre il cavallo compie le dieci 
leghe la tartaruga ne percorre una e, mentre il cavallo supera 
questa lega, la tartaruga procede ancora di un decimo di lega e 
così all'infinito, bisogna rispondere che veramente il cavallo non 
la sopravanzerà finché esso farà quella lega, quel decimo, quel 
centesimo, quel millesimo ecc. di lega; ma che non ne segue che 
non la supererà mai, perché quel decimo, centesimo, millesimo 
ecc. non fanno che un nono di lega, in capo al quale il cavallo co-
mincerà a sopravanzarla” (Lettres de Mr Descartes, Paris, 1657, 
N. 118). 
 

10 D'altra parte in loro era totale la convinzione che gli unici numeri esi-
stenti fossero i numeri naturali cioè gli interi positivi. Gli stessi numeri 
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furono indotti a considerare il continuo non riducibile alla nozio-
ne di numero e quindi a ritenere che : 
la geometria è una scienza autonoma dalla aritmetica (in un certo 
senso la più importante tra le scienze). 
 
 

5. Punti linee e Platonismo 
Come abbiamo già detto, dalla scoperta delle grandezze incom-
mensurabili in poi la geometria assume un ruolo centrale nella 
conoscenza scientifica e filosofica dell'antica Grecia. Essa ha 
uno sviluppo che appare enorme se lo si confronta con le altre 
branche della conoscenza. Per rendersene conto basta pensare 
che la geometria che si impara a scuola è solo una piccolissima 
parte della geometria scoperta di greci (se si esclude la geometria 
analitica che è una scoperta relativamente recente). Al contrario, 
gli argomenti di fisica, chimica, biologia che fanno parte dei 
programmi scolastici sono enormemente superiori per quantità e 
qualità a quelli che la persona più istruita dell'antica Grecia pote-
va possedere. 
 Esaminiamo gli aspetti più rilevanti della geometria dei Greci 
e partiamo da quello sicuramente più importante: l'idealizzazione 
degli enti geometrici. 
 
Primo processo di idealizzazione. Un primo processo di idea-
lizzazione consiste nel dare carattere di "sostanza" a quelle che 
prima erano considerate proprietà della materia. Se nella mate-

                                                                                                                              
razionali erano considerati a volte come operatori, a volte come relazio-
ni tra grandezze. Ad esempio quello che per noi è il numero 3/4, per i 
greci non era un ente matematico in qualche modo esistente ma solo un 
modo abbreviato per dire "prendi un grandezza, moltiplicala per 3 e di-
vidila per 4". Altre volte 3/4 stava ad indicare un certa relazione tra due 
grandezze, infatti aveva senso scrivere, date due grandezze a e b, che a 
e b sono nella proporzione di 3 a 4, in breve a:b = 3:4 (si veda la teoria 
delle proporzioni). Un tale modo di vedere i razionali comportava poi  
difficoltà a definire le usuali operazioni di addizione e moltiplicazione. 
Infatti sembrava difficile giustificare l' addizione o la moltiplicazione di 
due operazioni o di due relazioni. A maggior ragione per i greci era in-
concepibile una teoria degli irrazionali come quella attuale. Essi aveva-
no però una tecnica, la teoria delle grandezze omogenee, che, come ve-
dremo, permetteva ugualmente di esprimere quei concetti che, per i ma-
tematici moderni, coinvolgono gli irrazionali. 
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matica pre-ellenica "essere quadrato" era un attributo di alcuni 
oggetti materiali, non diverso da "essere rosso", "essere pesante", 
nel seguito si perverrà ad un nuovo ente "il quadrato" che a tutti 
gli effetti verrà trattato come una sostanza individuale. Questo 
significa che un quadrato diviene un oggetto di cui è possibile 
descrivere le proprietà allo stesso modo di come viene fatto per 
tutte le cose esistenti in natura. Dal punto di vista grammaticale, 
questo fenomeno si manifesterà nella trasformazione del ruolo di 
parole come "quadrato", "punto", "segmento" le quali da attributi 
divengono soggetti.  Così a frasi del tipo "quel tavolo è un qua-
drato", che pongono in relazione un ente materiale (quel tavolo) 
con una sua possibile proprietà (essere quadrato) che apparten-
gono, per così dire, alla fisica, si vengono sostituendo espressioni 
del tipo "il quadrato ha le diagonali uguali". Tali espressioni 
pongono in relazione enti e proprietà ideali e la loro validità, non 
potendo dipendere dalla esperienza del mondo esterno, può esse-
re stabilita solo all'interno di una organizzazione razionale delle 
conoscenze. 
 

Secondo processo di idealizzazione. Un secondo processo di 
idealizzazione è strettamente legato alla scoperta delle grandezze 
incommensurabili. Come abbiamo visto, ci si era accorti che un 
segmento non può essere costituito da una sequenza finita di 
punti materiali come pretendevano i pitagorici. D'altra parte se 
un segmento contiene quanti punti si vuole, allora tali punti de-
vono necessariamente avere lunghezza nulla. Infatti, se per as-
surdo tutti i punti avessero grandezza l allora il segmento in que-
stione dovrebbe avere lunghezza pari alla somma di infinite volte 
l e cioè dovrebbe avere lunghezza infinita. In conclusione: 
 

 i punti devono essere enti senza grandezza,11 
 

e, per analoghe considerazioni,  
 

 le linee devono essere enti senza larghezza  
 

 le superfici enti senza spessore. 
 
La idealizzazione degli enti geometrici assume allora un aspetto 
radicale, in quanto nel mondo reale ogni cosa ha lunghezza, lar-
                                                           
11 Non è detto che i punti debbano essere assunti come concetti primiti-
vi. In proposito si veda il mio articolo alla fine del capitolo. 
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ghezza e spessore. Naturalmente anche tutti gli altri enti geome-
trici come la sfera, il cubo, il cilindro sono astratti: non sarà mai 
possibile trovare in natura o costruire un corpo perfettamente sfe-
rico. Ma mentre il supporre l'esistenza di un corpo perfettamente 
sferico non sembra crearci grandi problemi, il supporre l'esisten-
za di qualcosa, il punto, che sia senza dimensioni è in completo 
contrasto con la concezione che abbiamo della materia. Siamo in 
presenza di un più alto livello di astrazione. In definitiva  
- la concezione del punto come ente senza dimensioni appariva 
come logica conseguenza della scoperta degli incommensurabili 
- i punti (più in generale, le linee, le superfici) non appartengono 
al mondo reale. 
La conclusione a cui si doveva allora necessariamente pervenire 
era che: 

si può avere conoscenza solo del mondo delle idee. 
Il mondo percepito attraverso i sensi è qualcosa di illusorio al 
quale spetta solo il compito di "assomigliare" al mondo delle i-
dee, così come un granello di sabbia può solo assomigliare ad un 
punto, non essere un punto. Un tale punto di vista assumerà la 
sua forma più compiuta nelle teorie filosofiche di Platone e sarà 
una delle cause dello scarsissimo sviluppo della fisica presso i 
Greci.  Vediamo cosa dice Platone: 
 

“I geometri si servono di figure visibili e ragionano su di esse, 
ma non ad esse pensando, bensì a ciò di cui quelle sono im-
magini, ragionando sul quadrato in sé e sulla diagonale in sé, 
e non su quella che disegnano. Lo stesso si dica per tutte le fi-
gure, che essi modellano e disegnano, di cui si servono come 
immagini (a guisa di ombre e di immagini riflesse nelle ac-
que) cercando di vedere i veri enti che non si possono vedere 
se non col pensiero” (Platone).12 

 

Ma come essere sicuri della validità di una asserzione geometrica 
dal momento che, non riferendosi al mondo reale, la sua verifica 
non può essere sperimentale? I greci osservarono che di alcune 
asserzioni si ha una intuizione talmente immediata che tutti sono 

                                                           
12 Quindi è il mondo reale ad essere una immagine (sbiadita) del mon-
do delle idee e non il contrario, come saremmo portati a pensare ora. In 
altre parole, attualmente se una teoria non descrive bene la realtà, allora 
è la teoria che viene considerata non adeguata e non certo la realtà. 
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d'accordo sulla loro validità. Un esempio di tale tipo è "per due 
punti distinti passa una sola retta". Vi sono però asserzioni, co-
me il teorema di Pitagora, la cui validità non sembra essere al-
trettanto immediata. L'unica possibilità appariva allora quella di 
ricavare, tramite opportuni ragionamenti, le asserzioni più com-
plesse da un gruppo prefissato di asserzioni sulla cui validità ci 
fosse una accordo generale: tali asserzioni venivano chiamate in 
alcuni casi postulati, in altri assiomi. Nasce in tale modo il meto-
do assiomatico che troverà negli elementi di Euclide la sua ap-
plicazione più bella e completa.  
 
 

6. Gli elementi di Euclide. 
Gli "Elementi" di Euclide rappresentano forse la tappa più im-
portante dello sviluppo del pensiero scientifico moderno. L'ope-
ra, che consiste in 13 libri, fu composta da Euclide verso il 300 
a.C. e rappresenta una organica esposizione di buona parte della 
matematica preesistente. Di questi libri i primi sei sono dedicati 
alla geometria piana, il settimo, l'ottavo, il nono ed il decimo so-
no di natura aritmetica, i rimanenti trattano di geometria solida. 
 Si inizia con una serie di definizioni, le prime quattro sono: 

 
Una critica che a volte è stata fatta a tali definizioni è che riman-
dano il concetto da definire ad altri concetti che non si sono defi-
niti. Infatti per definire il punto si ricorre alla nozione di "parte", 
per definire le linee si utilizzano le nozioni di "lunghezza" e "lar-
ghezza", in 3 si usa la parola "estremi". Infine è alquanto oscuro 
che cosa significhi "giacere ugualmente". Invece attualmente una 
definizione viene fatta solo in funzione di nozioni già definite. 
Ad esempio data una struttura algebrica, un suo elemento e viene 
chiamato "elemento neutro" se risulta x⋅e = x e e⋅x = x per ogni 
elemento x. Tale definizione è ragionevole poiché utilizza solo la 
nozione di prodotto il quale, per il fatto che partiamo da una 
struttura algebrica data, risulta essere stata già definita. Tali criti-

DEFINIZIONI 
1.  Il punto è ciò che non ha parti 
2.  Una linea è una lunghezza senza larghezza 
3.  Estremi di una linea sono punti 
4.  Linea retta è quella che giace ugualmente rispetto ai suoi 
     punti. 
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che sono però ingiustificate perché per i greci le definizioni ave-
vano un significato completamente diverso da quello attuale. Il 
loro ruolo (in un certo senso precedente ed esterno alla elabora-
zione scientifica) era quello di indicare, in qualche modo, enti 
che si riteneva avessero una esistenza propria e di cui ogni uomo 
ha una idea chiara. Prima di cominciare una trattazione scientifi-
ca di tali oggetti era infatti necessario, per potersi capire, essere 
sicuri che si stava parlando delle stesse cose. Ad esempio la De-
finizione 3 ci serve per capire che il termine "linea retta" signifi-
cava quello che ora chiamiamo "segmento" e non ciò che oggi si 
intende per retta.13 In proposito possiamo parlare anche di “defi-
nizioni reali” nel senso che sono simili alle descrizioni-
indicazioni che facciamo a volte di un oggetto esistente e cono-
sciuto sia da noi che dalla persona con cui parliamo. Così "il 
punto è ciò che non ha parti" è una definizione allo stesso modo 
per cui lo è, ad esempio, "la penna di cui intendo parlare è quella 
posata sul tavolo". A volte si parla anche di “definizioni ostensi-
ve” per esprimere il fatto che esse servono solo ad indicare, a 
mostrare l'oggetto di cui si parla. Il punto di vista attuale, come 
vedremo quando esamineremo il metodo assiomatico, è total-
mente diverso. Non si definisce ciascun ente isolatamente ma 
una intera classe di strutture ciascuna costituita da elementi ma-
tematici. Ad esempio non si propone una definizione di punto e 
di retta,  piuttosto si definiscono delle strutture chiamate "spazi 
geometrici" i cui elementi base sono punti e rette. Oppure, le de-
finizioni hanno il ruolo di indicare particolari elementi di una 
struttura.14  
 Negli Elementi di Euclide abbiamo poi una serie di nozioni 
comuni che riguardano l’uguaglianza o l’ordinamento. 
  

                                                           
13 D'altra parte, quando nella teoria degli insiemi un insegnante dice che 
un insieme è una "collezione", un "aggregato" di elementi, egli si com-
porta in modo analogo a quello di Euclide perché non spiega cosa si 
debba intendere per aggregato o collezione. 
14Ad esempio, in algebra, abbiamo sia la definizione di che cosa si deb-
ba intendere, ad esempio, per monoide, sia, dato un monoide, la defini-
zione di che cosa sia un elemento neutro.  
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La proprietà simmetrica per cui se A = B allora B = A viene data 
per scontata e non esplicitata. Il primo assioma dice che la ugua-
glianza è una relazione transitiva. Infatti afferma che da A = C  e 
B = C (equivalentemente C = B) segue A = B. Il secondo assioma 
esprime la proprietà riflessiva. Pertanto  i primi due assiomi, in-
sieme alla proprietà simmetrica, ci dicono che  = è  una relazione 
di equivalenza. Il terzo assioma dice che l’eguaglianza è quella 
che attualmente viene chiamata una congruenza, cioè una rela-
zione di equivalenza compatibile con la struttura matematica che 
si considera (in questo caso la struttura additiva).15 L’ultimo as-
sioma esprime la compatibilità dell’operazione + con la relazione 
d’ordine.  
 Infine seguono i cinque famosi postulati.  

 
                                                           
15 Da notare che l'esigenza di affermare esplicitamente che cose che 
coincidono sono uguali mostra che l'uguaglianza non coincide in gene-
rale con l'identità, cioè che possono esistere cose uguali ma non identi-
che. D'altra parte due triangoli vengono definiti uguali se hanno lati u-
guali. Quindi due triangoli possono essere uguali senza coincidere (in 
quanto situati in parti diverse del piano). 

NOZIONI COMUNI 
1. cose che sono uguali alla stessa cosa sono uguali tra loro 
2. cose che coincidono tra loro sono uguali 
3. se cose uguali sono addizionate a cose uguali, le totalità sono 
uguali. 
4.  se cose uguali sono addizionate a cose diseguali le totalità so-
no disuguali 
5. il tutto è maggiore della parte. 
 

POSTULATI 
 I  Risulti postulato che si possa condurre una linea retta da 
una qualsiasi punto ad ogni altro punto. 
 II  e che una retta finita si possa prolungare continuamente in 
linea retta 
 III  e che si possa descrivere un cerchio con qualsiasi centro 
ed ogni distanza 
 IV  e che tutti gli angoli retti siano uguali tra loro 
 V  e che, se una retta venendo a cadere su due rette forma due 
angoli interni e dalla stessa parte minori di due retti, le due ret-
te prolungate illimitatamente verranno ad incontrarsi da quella 
parte in cui sono gli angoli minori di due retti. 
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Il quinto postulato è illustrato dalla seguente figura  

 
ed afferma che se si prolungano i segmenti s e t  prima o poi tali 
segmenti si incontreranno. Esso è noto come "assioma delle pa-
rallele" e, come vedremo, giocherà un ruolo importante nello svi-
luppo del pensiero matematico.  
 Le nozioni comuni si differenziano dai postulati per il fatto 
di non appartenere esclusivamente alla geometria ma a tutte le 
scienze. Inoltre, in un certo senso, esse hanno un grado di certez-
za maggiore dei postulati. Da notare che sia le nozioni comuni 
che i postulati saranno chiamati dai matematici posteriori con il 
nome di assiomi. I matematici greci erano molto più prudenti 
poiché né il termine “nozione comune” né quello di “postulato” 
hanno pretese universali. Con il primo termine si indicava qual-
che cosa accettata da tutti i membri di una comunità. Con il se-
condo termine solo qualche cosa di cui si "chiede" (e da ciò deri-
va il termine "postulato") una accettazione al proprio interlocuto-
re per poter rendere possibile la successiva trattazione.  
 

Evitare infinito ed illimitato. Come abbiamo già osservato, il 
rifiuto dell’infinito attuale porta i matematici greci ad evitare ac-
curatamente il ricorso ad enti infiniti o illimitati, cioè all'infinito 
attuale. Così al posto di quelle che per noi sono le rette illimitate 
i greci si riferiscono costantemente ai segmenti. La illimitatezza 
(attuale) della retta si traduce, nel secondo postulato, nella inde-
finita prolungabilità dei segmenti, e lo stesso quinto postulato si 
riferisce a prolungamenti di segmenti. Non si deve poi pensare 
che i segmenti venissero considerati come oggetti infiniti (insie-
mi infiniti di punti). Infatti se è vero che dagli assiomi di Euclide 
è possibile dedurre che in ogni segmento giacciono "quanti punti 
si vuole", per i matematici greci questo non significava che un 
segmento è un insieme infinito di punti. Piuttosto segmenti e 
punti erano enti completamente indipendenti tra i quali sussiste-
va o meno una relazione di "giacenza" da non confondersi in 

r 

s 

t 



Cap. 1: I Greci 23 

  
nessun modo con l'attuale relazione di appartenenza della teoria 
degli insiemi. Il fatto che, dato un segmento, se si trovano n punti 
giacenti in esso sia possibile trovarne anche n+1 non comporta 
l'accettazione dell'infinito attuale più di quanto lo comporti il fat-
to che, dato il numero intero n esista anche il numero n+1. 
 

Carattere costruttivo dei postulati. Una ultima osservazione 
circa i postulati riguarda il loro carattere costruttivo. Si vede in-
fatti chiaramente come essi siano corrispondenti ad operazioni 
che un disegnatore può eseguire, come il tracciare rette e cerchi. 
Fa eccezione forse il quinto postulato perché se la somma dei 
due angoli interni è minore di due retti solo per una quantità pic-
colissima, il verificare che le due rette in questione si incontrano 
comporta la necessità di tracciare segmenti più lunghi di quanto 
l'uomo è in grado di fare.  
 
In definitiva potremmo anche dire che i postulati consentono di 
costruire, a partire da enti "a portata di mano" ancora enti "a por-
tata di mano". Tuttavia il quinto assioma sembra comportarsi in 
modo diverso in quanto si riferisce al fatto che un punto di in-
contro tra le due rette prima o poi verrà trovato anche se (per dir-
la in modo un po’ rozzo) questo punto di incontro fosse tanto 
lontano da non potere effettivamente essere costruito. Per questo 
motivo, o forse anche per altri, il quinto postulato venne accetta-
to malvolentieri ed i matematici, da Euclide fino alla prima metà 
dell'ottocento, cercarono costantemente di eliminarlo dimostran-
dolo a partire dagli altri assiomi. Si deve comunque sottolineare 
che non veniva messo in discussione il fatto che tale postulato 
fosse vero. Solo che, per questioni di correttezza scientifica e di 
eleganza sarebbe stato opportuno ricorrere solo a postulati total-
mente evidenti. 
Il quinto postulato attualmente viene sostituito dal postulato: 

 

Postulato delle parallele: data una retta r ed un punto P fuori 
da essa esiste al più una retta per P parallela ad r 

 

che si prova essere equivalente. Si tenga presente che l'esistenza 
della retta parallela può essere dimostrata a partire dai rimanenti 
postulati. 
 Concludiamo questo paragrafo con la prima delle proposi-
zioni dimostrate da Euclide. 
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Proposizione 6.1. E’ possibile, dato un segmento AB, costruire 
un triangolo equilatero con 
un lato uguale ad AB. 
 
Dim Si tracci la circonfe-
renza c1 di centro A ed a-
pertura AB e la circonferen-
za c2 di centro B ed apertu-
ra BA e sia C il punto di in-
contro di tali circonferenze. 
Allora il triangolo ABC è 
equilatero. Infatti AC è uguale ad AB in quanto entrambi raggi 
del cerchio c1 e CB è uguale ad AB in quanto raggi del cerchio c2. 
  �   
 
Come si vede si tratta di una dimostrazione semplice ed elegante 
…, purtroppo proprio in questa che è la prima delle dimostrazio-
ni proposte da Euclide si presenta un errore ! Infatti si utilizza, 
senza che sia stato dimostrato, il fatto che le due circonferenze si 
incontrano in un punto C. Per potere dimostrare questo fatto è 
necessario un postulato ulteriore, detto postulato di continuità, 
che negli Elementi viene a volte utilizzato anche se non viene 
messo nella lista dei postulati.16  
 

                                                           
16 Naturalmente si potrebbe anche pensare di trovare una dimostrazione 
diversa e corretta di tale proposizione, cioè una dimostrazione che non 
usi la proprietà di continuità. Purtroppo una tale dimostrazione non può 
esistere. Infatti consideriamo un modello di geometria in cui i punti so-
no gli elementi del prodotto cartesiano Q×Q, cioè le coppie di numeri 
razionali ed in cui una retta è l’insieme dei punti che soddisfano una da-
ta equazione di primo grado a coefficienti razionali. Allora non è diffici-
le controllare che in tale modello tutti i postulati di Euclide sono verifi-
cati (si veda anche il primo paragrafo del capitolo 3). Tale modello allo-
ra verificherà anche tutti teoremi che seguono da tali assiomi ed in par-
ticolare il teorema di Pitagora. Se allora si potesse dimostrare da tale 
sistema di assiomi la Proposizione 1, tale proposizione dovrebbe essere 
verificata dal nostro modello. Purtroppo ciò non è vero. Infatti conside-
riamo i punti A = (-1,0) e B = (1,0), e supponiamo che esista C tale che 
ABC sia equilatero. Allora è ovvio che tale punto dovrebbe essere del 
tipo (0,q) e che, perché sia verificato il teorema di Pitagora, q2 dovrebbe 
essere uguale a 3. Poiché non esiste nessun razionale il cui quadrato sia 
3, ciò è assurdo. 

c1 

c
A B 

c2 
C 
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7.  La teoria delle grandezze omogenee (al posto dei numeri 
reali) 
Le nozioni di classe di grandezze omogenee e di proporzione tra 
grandezze omogenee si trovano nel libro V degli Elementi di Eu-
clide e sembrano risalire a Eudosso di Cnido, vissuto pochi de-
cenni prima di Euclide. Tali nozioni permettono ai greci di fare 
molte delle cose che attualmente vengono fatte ricorrendo ai nu-
meri reali positivi. Negli Elementi non viene proposto un sistema 
di assiomi completo per la nozione di classe di grandezze omo-
genee e spesso Euclide utilizza proprietà dettate dall’intuizione. 
Invece noi proviamo a a proporre il seguente sistema di assiomi. 
  
Definizione 7.1. Una classe di grandezze omogenee è una strut-
tura (G, =, <, +), tale che 
 A1   + è una operazione commutativa ed associativa. 
 A2   per ogni a∈G e per ogni n∈N esiste u∈G tale che n⋅u = a 
        (assioma della divisibilità). 
 A3  <  è una relazione d'ordine stretto totale compatibile con +. 
 
Naturalmente si suppone che l’eguaglianza = verifichi le proprie-
tà elencate nelle nozioni comuni e che quindi sia una equivalenza 
compatibile con + e <. Due grandezze che appartengono alla 
stessa classe di grandezze omogenee si dicono omogenee tra lo-
ro.  
 La classe dei numeri naturali soddisfa A1 e A3 ma non A2. 
Esempi di classe di grandezze omogenee sono i seguenti:  
- la classe dei razionali positivi   
- la classe dei reali positivi 
Un esempio che più esprime l’idea dei greci di classe di grandez-
ze omogenee è dato dall’insieme dei pesi di una bilancia. Chia-
miamo uguali due pesi A e B se posti sui due piatti della bilancia 
rimangono in equilibrio. Diciamo invece che A è maggiore di B 
se il piatto su cui si poggia A si abbassa. La definizione di som-
ma di due pesi è ovvia. Se vogliamo che l’assioma della divisibi-
lità sia verificato dobbiamo accettare che dato un peso abbiamo a 
disposizione anche tutti i suoi sottomultipli. 
 Oltre agli assiomi elencati sono importanti anche il Postula-
to di Archimede e l’Assioma della continuità che presentano un 
interesse notevole anche nella matematica moderna ed in partico-
lare nella teoria dei campi ordinati. 
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Postulato di Archimede. Siano u e b due grandezze omogenee 
con u < b, allora esiste un intero m tale che m⋅u>b. 
 
Tutti gli esempi numerici precedenti verificano l'assioma di Ar-
chimede. Per dare una idea di un comportamento non archime-
deo, sia R l’insieme dei numeri reali e consideriamo la classe RR 
delle funzioni di R in R. Inoltre definiamo la somma di due fun-
zioni e l'ordinamento ≤ tra funzioni in modo usuale. In tale mo-
dello è subito visto che l'assioma di Archimede non è verificato. 
Infatti sia f una funzione limitata e g una funzione non limitata. 
Allora tutti i multipli di f sono ancora limitati e quindi non può 
esistere un multiplo di f maggiore di g. Il fatto che tale tipo di 
struttura non è archimedea comporta che non risulta possibile 
misurare le funzioni utilizzando una funzione come unità di mi-
sura come invece è possibile fare per i segmenti.  
Da notare che in questo esempio sono verificati tutti gli assiomi 
per le classi di grandezze omogenee tranne il fatto che 
l’ordinamento non è totale. Un esempio migliore di struttura non 
archimedea è quello dei razionali non standard che considerere-
mo nel seguito. 
 L’assioma della continuità afferma, in un certo senso, che 
non esistono "buchi" in una classe di grandezze omogenee.17 Es-
so comunque, pur essendo spesso utilizzato, non fu mai enuncia-
to esplicitamente dai matematici greci. Bisogna aspettare Dede-
kind nel 1872, per avere una sua esplicita formulazione.  
 
Definizione 7.2. Chiameremo separati due sottoinsiemi A e B di 
una classe di grandezze omogenee se ogni elemento di A è mino-
re di ogni elemento di B. Un elemento di separazione è un ele-
mento che è maggiorante di A e minorante di B. 
 
Assioma di continuità (o di completezza). Ogni coppia A e B di 
insiemi separati ammette un elemento di separazione. 
 
Si osservi che tale assioma non è verificato dalla classe Q+ = {q 
∈Q : q>0} dei numeri razionali positivi. Infatti è possibile prova-

                                                           
17 Abbiamo già accennato all’esigenza di un postulato di continuità 
nell’esaminare la dimostrazione del primo dei teoremi dimostrati negli 
Elementi. 
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re che le due classi A = {r∈Q+ | r2<2} e B = {r∈Q+ | r2 > 2} sono 
separate ma che non esiste nessun razionale q che sia elemento di 
separazione.  
 
Classe di grandezze omogenee e processo di misurazione.  
Il sistema di assiomi che abbiamo elencato ha lo scopo di rendere 
possibile una misurazione di una grandezza b rispetto ad una uni-
tà di misura u qualunque. Ad esempio assumiamo che u sia un 
regolo lungo un decimetro e che vogliamo misurare un segmento 
b. Allora la presenza di una operazione di somma consente di ef-
fettuare multipli 1⋅u, 2⋅u, ...,m⋅u di u cioè di riportare più volte 
consecutivamente u. Allo stesso momento, utilizzando il fatto 
che in una classe di grandezze omogenee è definita una ugua-
glianza ed un ordine stretto, possiamo man mano verificare se il 
multiplo m⋅u sia uguale o minore a b. Ad un certo momento è 
possibile che si ottenga un multiplo m⋅u di u coincidente proprio 
con b. In questo caso “fortunato” diremo che m è la misura di b 
rispetto all’unità di misura u. Se ciò non accade, allora per il Po-
stulato di Archimede ad un certo punto si finisce comunque col 
superare b. Esiste cioè un numero m tale che (m-1)⋅u<b<m⋅u. Al-
lora possiamo assumere i numeri m-1 ed m rispettivamente come 
misura per difetto e misura per eccesso di b rispetto a u. Se poi 
vogliamo ottenere una misura migliore, possiamo sostituire u con 
un suo sottomultiplo ad esempio porre u’ = u/10 uguale al centi-
metro, cosa questa che l'assioma di divisibilità consente di fare. 
In questo caso, se esiste un intero m tale che m⋅u’ = b, cioè tale 
che (m/10)⋅u = b diciamo che la misura di b rispetto a u è il nu-
mero razionale m/10. Altrimenti, detto m un intero tale che (m-
1)⋅u’<b<m⋅u’ cioè tale che ((m-1)/10)⋅u<b<(m/10)⋅u diremo che 
b ha come misura per difetto il razionale (m-1)/10 e misura per 
eccesso il razionale m/10.18 Se si vogliono misure più precise si 
procede poi dividendo il segmento u’ in ulteriori 10 parti otte-
nendo un regolo di un millimetro e così via. 
 Non cambia il procedimento se invece che misure di segmenti 
si tratta di pesare oggetti. Se b è l’oggetto da pesare ed u (il 
grammo) un oggetto che funge da una unità di misura, allora si 
procede in questo modo. Si mette b in un piatto B ed ovviamente 
B si abbassa. Nel frattempo sull’altro piatto A si mettono man 
                                                           
18 Quest’ultimo passaggio naturalmente non poteva essere esplicitato dai 
greci per il fatto che essi non accettavano i razionali. 
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mano dei pesi uguali ad u. Se dopo avere messo m pesi uguali ad 
u la bilancia si equilibra, allora possiamo concludere che la misu-
ra di b rispetto ad u è esattamente m. In caso contrario ad un cer-
to momento (assioma di Archimede) il piatto B si alza e possia-
mo concludere che il numero m dei pesi in A è una misura per 
eccesso di b, mentre m-1 ne è una misura per difetto. Utilizzando 
sottomultipli di u si possono ottenere delle pesate più precise. 
 Per fare invece un esempio del ruolo giocato dall’assioma 
della continuità, consideriamo il seguente problema: 

data una circonferenza C trovare un segmento la cui lun-
ghezza sia uguale a quella di C. 

Allora posso considerare l'insieme A dei segmenti che si otten-
gono inscrivendo una poligonale in C e poi "raddrizzandola" in 
un segmento. In altre parole A è l'insieme dei segmenti la cui 
lunghezza è uguale alla lunghezza di una poligonale inscritta. 
Definiamo inoltre l'insieme B come l'insieme dei segmenti la cui 
lunghezza si ottiene “raddrizzando” una poligonale circoscritta. 
Precisamente B è l'insieme dei segmenti la cui lunghezza è ugua-
le alla lunghezza di una poligonale circoscritta. Allora A e B so-
no due classi separate e pertanto, per l’assioma di continuità, esi-
ste un segmento che separa tali classi. Tale segmento rappresenta 
il segmento la cui la lunghezza è uguale a quella della circonfe-
renza. 
 
 

8. La teoria delle proporzioni (al posto delle operazioni) 
Abbiamo già parlato di incommensurabilità quando abbiamo 
provato che il lato e la diagonale del quadrato non sono com-
mensurabili. In questo paragrafo riprendiamo tale nozione e la 
estendiamo nella teoria delle proporzioni. 
 
Definizione 8.1. Due grandezze omogenee a e b si dicono com-
mensurabili se esistono due interi n ed m tali che n⋅a = m⋅b. 
 
In termini moderni noi diremmo che a e b sono commensurabili 
se a = (m/n)b, ma i Greci come abbiamo già osservato, non pote-
vano fare riferimento ai razionali. Quello che è per noi il numero 
razionale m/n rappresentava per loro una relazione che doveva 
essere espressa, se si voleva mantenere il dovuto rigore, solo in 
termini di interi tramite l'uguaglianza n⋅ a = m⋅b. Ad esempio 
Euclide nei suoi Elementi afferma che 



Cap. 1: I Greci 29 

  
“un rapporto è una sorta di relazione tra dimensioni di due 
grandezze della stessa specie.” 

 
Proposizione 8.2. Due grandezze a e b sono commensurabili se 
e solo se hanno un sottomultiplo in comune cioè se esiste u tale 
n⋅u = a e m⋅u dove n ed m sono opportuni naturali. 
  
 Si passa poi alla definizione della nozione di proporzionalità 
tra quattro grandezze. Anche in questo caso si utilizza solo la no-
zione di multiplo e non quella di divisione. Ora se attualmente 
volessimo esprimere il fatto che quattro grandezze a, b, c, d (che 
in generale possono essere non razionali) sono in proporzione, 
cioè che il numero reale a : b è uguale al numero reale c:d, po-
tremmo farlo ricorrendo solo ai razionali dicendo che  
- un razionale n/m è minore di a:b se e solo se è minore di c:d 
- un razionale n/m è maggiore di a:b se e solo se è maggiore di 
c:d. 
D'altra parte possiamo riscrivere tali equivalenze facendo uso so-
lo dei numeri interi dicendo che: 
 -  nb ≤ ma   se e solo se   nd ≤ mc 
 -  nb ≥ ma   se e solo se   nd ≥ mc. 
Ciò suggerisce la seguente definizione (due o più grandezze ven-
gono chiamate omogenee tra loro se appartengono alla stessa 
classe di grandezze omogenee).  
 
Definizione 8.3. Siano a, b, c, d quattro grandezze con a omoge-
neo a b e c omogeneo a d. Diremo che tali grandezze sono in 
proporzione e scriveremo a:b = c:d se per ogni coppia di interi n, 
m risulta che 

nb ≤ ma  ⇔ nd ≤ mc    e     nb ≥ ma  ⇔  nd ≥ mc. 
 
Si noti che non è necessario che le quattro grandezze siano omo-
genee tra loro, è sufficiente assumere che a sia omogenea a b e c 
a d; cioè che a e b appartengano ad una stessa classe di grandez-
ze omogenee e c e d ad un'altra classe di grandezze omogenee. 
Ad esempio è possibile parlare di proporzione anche nel caso in 
cui a e b sono lunghezze e c e d aree. 
Da osservare che l'uso dell'uguaglianza nell'espressione a:b = c:d 
non deve far ritenere che i Greci ritenessero che a:b e e c:d fosse-
ro "oggetti" uguali. Infatti a e b non sono da considerare numeri 
reali di cui si effettua la divisione e quindi a:b da solo non denota 
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niente. La equazione a:b = c:d era considerata come un modo per 
indicare una relazione tra quattro grandezze e non una ugua-
glianza tra due. Il segno di uguaglianza può verificarsi soltanto 
nel caso di coppie di grandezze commensurabili che sono le uni-
che che ammettono multipli comuni. Tuttavia sembra che Eucli-
de consideri una scrittura del genere anche come una sorta di af-
fermazione per cui la coppia (a,b) ha qualcosa in comune con la 
coppia (c,d) (si veda la nota successiva).  
 
Proposizione 8.4. Per l'uguaglianza dei rapporti valgono le pro-
prietà riflessiva, simmetrica e transitiva (cioè è una relazione di 
equivalenza tra coppie).19 
 
Enunciamo ora il teorema di esistenza del quarto proporzionale.   
 
Teorema 8.5. (Teorema di esistenza del quarto proporzionale). 
Siano a, b due grandezze appartenenti alla classe M di grandezze 
omogenee, e c una grandezza appartenente alla classe N, allora 
esiste una grandezza x∈N tale che a:b = c:x. 
 
Il teorema di esistenza del quarto proporzionale equivale all'af-
fermazione che il prodotto e la divisione sono definite nella clas-
se delle grandezze omogenee. Infatti, considerando il caso a = 1, 
1:b = c: x equivale a dire che (con il linguaggio attuale della teo-
ria dei numeri reali) x = b⋅c. Se si pone b = 1 allora a :1 = c:x e-
quivale a dire che c = ax.  

 

9. Misure, equiscomponibilità, equicompletabilità  

                                                           
19 Se si assume il punto di vista della matematica moderna, il fatto che 
valgano le proprietà riflessiva, simmetrica e transitiva induce a conside-
rare una nuova classe di oggetti che si possono costruire al modo se-
guente. Data una classe G di grandezze omogenee definiamo in G×G la 
relazione ≡ ponendo (a,b) ≡ (c,d) se a, b, c, d sono in proporzione. Poi-
ché una tale relazione è di equivalenza, ripartisce G×G in classi di e-
quivalenza. Chiamiamo  rapporto una classe completa di equivalenza. 
In questo modo è lecito dire che le due classi a e b hanno lo stesso rap-
porto per dire che appartengono alla stessa classe di equivalenza. Da 
questo punto di vista il simbolo di uguaglianza nell'espressione a:b = 
c:d riacquista il suo significato usuale di identità. 
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La teoria delle proporzioni fornisce agli antichi greci uno stru-
mento per elaborare metodi che corrispondono a quella che per 
noi è la “misurazione” di una figura geometrica (calcolo 
dell’area, volume, perimetro). Infatti, invece di procedere alla 
misurazione intesa come assegnazione di un numero reale ad una 
figura, essi si concentravano sul confronto tra le grandezze di fi-
gure geometriche. Questo confronto consisteva nel constatare 
una uguaglianza o una proporzione. Ad esempio, invece di dire 
che l’area del triangolo è uguale alla base per l’altezza diviso du-
e, veniva affermato che l’area di un triangolo sta all’area di un 
rettangolo con la stessa base e la stessa altezza come 1 sta a 2.  
Per quello che riguarda l’uguaglianza, una nozione che spesso 
veniva utilizzata era quella di “equiscomponibilità”. Detto in 
termini intuitivi, tale nozione può essere definita al modo se-
guente. 
 

Definizione 9.1. Due figure geometriche F e F si dicono equi-
scomponibili se è possibile  

Tagliare  F nelle figure X1,...,Xn,  

Spostare tali figure in modo da ottenere le figure X1,...,Xn  

Ricomporre X1,...,Xn  in modo da ottenere F. 

 
In altre parole due figure sono equiscomponibili se sono la 
“somma” di figure uguali.  Naturalmente è necessario precisare 
che cosa si intenda per  “figura geometrica”, “tagliare”, “sposta-
re”,  “ricomporre”. Accettiamo per ora che per figura geometrica 
si intenda un qualunque insieme di punti. La nozione di “taglia-
re” può essere rappresentata dalla nozione insiemistica di parti-
zione.  
 
Definizione 9.2. Se X è un insieme chiamiamo partizione finita 
di X,  una classe finita X1,…,Xn di insiemi tali che 
      -  X = X1∪…∪Xn  

- per ogni i e j con i≠ j, Xi∩Xj = ∅. 
 
Per la nozione “spostare” si può ricorrere alla nozione di isome-
tria.  
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Definizione 9.3. Chiamiamo isometria del piano euclideo E ogni 
funzione i : R2 →R2 che conserva le distanze, cioè tale che  

d(x,y) = d(i(x),i(y)). 
Diciamo che i sposta un insieme di punti A nell’insieme di punti 
B se i(A) = B. Due figure geometriche A  e B si dicono isometri-
che o uguali se esiste una isometria che sposta A in B. 
  
Esempi tipici di isometrie nel piano sono le traslazioni, le rota-
zioni, ed i ribaltamenti rispetto ad un asse. 
 Possiamo ora dare la nozione di equiscomponibilità in modo 
più preciso. 
 
Definizione 9.4. Due figure geometriche F e F si dicono equi-
scomponibili se ammettono rispettivamente due partizioni 
X1,...,Xn, e X1,...,Xn, con Xi isometrico a Xi.  

La seguente proposizione mostra l’importanza della equiscom-
ponibilità per il calcolo delle aree. 
 
Teorema 9.5. Se due figure F e F sono equiscomponibili allora 
hanno la stessa misura.20 
 
Dim. Per la finita additività della misura, la misura di F è la 
somma delle misure di  X1,...,Xn, e la misura di F è la somma del-
le misure di   X1,...,Xn. D’altra parte se si accetta che le misure 
rimangono invariate durante gli spostamenti, allora le misure di 
X1,...,Xn, coincidono con le misure di   X1,...,Xn. � 
 

Due famose applicazioni di tale teorema corrispondono al calco-
lo dell’area di un triangolo ed a quella di un parallelogramma. 
 
  

                                                           
20 Tale proposizione presuppone che la scomposizione delle due figure 
avvenga tramite pezzi che siano “misurabili”, cioè dotati di area. Senza 
tale ipotesi la proposizione non vale (si veda il teorema 10.1 per un con-
troesempio). Il fatto che tutte le figure geometriche fossero  misurabili 
era dato per scontato dai matematici greci. D’altra parte le figure prese 
in considerazione erano solo triangoli, rettangoli cerchi, parallelogram-
mi o simili, figure che si possono ottenere componendo tali figure ele-
mentari. Figure di questo tipo sono tutte misurabili.  
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Teorema 9.6. Ogni triangolo è equiscomponibile ad un rettango-
lo con la stessa base ed avente come altezza la metà dell’altezza 
del triangolo. Ogni parallelogramma è equiscomponibile ad un 
rettangolo che ha la stessa base e la stessa altezza. 

Dim. Dato un triangolo di vertici A, B, C (si veda la figura a sini-
stra), tagliamo a metà i lati AB e BC nei punti H e K, tracciamo il 
rettangolo A’C’AC, e l’altezza BB’ del triangolo HBK. 
L’equiscomponibilità tra il triangolo ABC ed il rettangolo 
A’C’AC segue dal fatto che tali figure hanno il quadrilatero 
AHKC in comune, il triangolo HBB’ è uguale a AA’H ed il trian-
golo B’BK è uguale a KC’C.  Possiamo visualizzare tale equi-
scomponibilità immaginando di tagliare HBK nei due triangolini 
e di fare ruotare tali triangolini intorno ai punti H e K. 
 Per la seconda parte della proposizione riferiamoci alla figu-
ra disegnata a destra. E’ facile dimostrare che il triangolo A1A2H 

è uguale al triangolo A4A3K. Pertanto il parallelogramma 
A1A2A3A4 si può scomporre nel triangolo A1A2H ed il quadrilatero 
HA2A3A4 i quali, opportunamente ricomposti costituiranno il ret-
tangolo A2HKA3  avente la stessa base e la stessa altezza.  � 

 
Attualmente questi risultati si esprimono dicendo che l’area del 
triangolo è uguale alla base per l’altezza diviso due e l’area del 
parallelogramma è uguale alla base per l’altezza.  

 

Problema. Dimostrare, utilizzando la nozione di equiscomponi-
bilità, che l’area di un trapezio è data dalla somma delle basi per 
l’altezza ed il prodotto diviso due. 

 

 

H 

C 

A’ K A2 

B 

C’ H B’ A3 

A   A1   H  A4   K   
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Teorema 9.7. Un poligono regolare è equiscomponibile ad un 
rettangolo che ha come base la metà del perimetro e come altez-
za l’apotema.  
 

Dim. Riferendoci ad esempio ad un esagono, è sufficiente consi-
derare la seguente figura: 

  
in cui si mostra che l’esagono si può scomporre in 7 triangoli che 
ricomposti formano un rettangolo. � 
 
Attualmente questo teorema si esprime dicendo che l’area di un 
poligono regolare è uguale al perimetro per l’apotema diviso du-
e. 
 Abbiamo visto che in un certo senso due figure sono equi-
scomponibili se sono “somma” di pezzi uguali. Possiamo anche 
considerare la possibilità che due figure siano la “differenza” tra 
figure uguali. 
 
Definizione 9.8. Due figure si dicono equicompletabili  se ag-
giungendo ad esse parti a due a due uguali si ottengono poligoni 
uguali o equiscomponibili.  
 
Proposizione 9.9. Due figure equicompletabili hanno la stessa 
misura. 
 
Per mostrare un esempio di applicazione della nozione di equi-
completabilità, esponiamo una dimostrazione del teorema di Pi-
tagora differente da quella già esposta. 21 
                                                           
21 La dimostrazione precedente è di carattere algebrico ed è più semplice 
da un punto di vista logico. Questa che ora esponiamo è di carattere ge-
ometrico ed ha il pregio di fare “vedere in un colpo d’occhio” la validità 
del teorema di Pitagora. Infatti riusciamo a percepire che  Q1 e Q2 + Q3 
sono uguali guardando queste figure come differenze di figure uguali. 
Dimostrazioni di tale tipo in didattica della matematica prendono nome 
di dimostrazioni “visuali” . 

A1  A2 

B5 B1 

 
B 

B3 

B2 B4 

A1         B4           B5         A2 

B1           B2             B3   
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Teorema 9.10. (Teorema di Pitagora) Dato un triangolo rettan-
golo, se si considera l’unione dei due quadrati costruiti sui cateti 
otteniamo una figura che è equicompletabile con il quadrato co-
struito sull’ipotenusa. 
 
Dim. Ripetiamo la costruzione geometrica di un quadrato Q = 
A1A2A3A4 effettuata nella dimostrazione già fatta del teorema di 
Pitagora. Costruiamo un quadrato Q = A1A2A3A4 uguale a Q = 
A1A2A3A4 ed un triangolo T = A1 B C  uguale al triangolo T. Trac-
ciamo da B e  C due perpendicolari ai lati del quadrato ed indi-
chiamo con B* e C* i punti di intersezione con A4A3 e con A2A3, 
rispettivamente. Si perviene alle due figure seguenti: 
 
                                       
      
      
    
               
 
   
                                                           

   
            
                                  Q1 +4T = Q2 + Q3 + 4T. 
 
Si ottengono due quadrati Q2 e Q3 (di lati uguali a quelli dei due 
cateti) e quattro triangoli uguali a T. Allora dall’uguaglianza di Q 
con Q*, segue che l’unione dei due quadrati Q2 e Q3 è equicom-
pletabile con il quadrato Q1.  � 
  
10. L’ equiscomponibilità è un metodo universale 
In questo paragrafo vogliamo mostrare che l’equiscomponibilità 
è un metodo universale per il calcolo delle aree, cioè che se due 
figure piane a contorni rettilinei hanno la stessa area allora sono 
equiscomponibili. Per fare questo per prima cosa dimostriamo 
che l’equiscomponibilità è una relazione di equivalenza. Tale 
proprietà segue sostanzialmente dal fatto che l’insieme deelle i-
sometrie costituisce un gruppo. 
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A1 
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Proposizione 10.1. L’ equiscomponibilità è
quivalenza, cioè è riflessiva simmetrica e transitiva.
 
 Poniamoci ora il problema se la
invertire, cioè se tutte le volte che due figure hanno la stessa area
allora sono equiscomponibili. La seguente 
dimostrata da Bolyai nel 1832 e dal diletta
Gerwin (1833), fornisce una risposta positiva alla nostra doma
da. 
 
Teorema 10.2. Due figure poligon
sono equiscomponibili.22 
 

Dim. Cominciamo con l’osservare che dalla seconda parte della 
proposizione 9.6 si ricava che: 
 1. due parallelogrammi che hanno 
rea sono equiscomponibili.  
Infatti tali parallelogrammi hanno necessariamente 
sa altezza e quindi, come dimostrato nel teorema 9.4, 
trambi equiscomponibili ad uno stesso rettangolo
tà transitiva sono quindi equiscomponibili tra loro.
2.  Dato un rettangolo ABCD, comunque si fissi 
esiste un rettangolo di base EF equiscomponibile ad ABCD
 

                                                           
22 Da tale teorema segue che due poligoni equicompletabili, avendo 
guale misura, sono anche equiscomponibili. Poiché è evidente che due 
poligoni equiscomponibili sono equicompletabili, risulta che le due n
zioni coincidono. 

36 

 
L’ equiscomponibilità è una relazione di e-

etrica e transitiva. 

problema se la proposizione 9.2 si possa 
due figure hanno la stessa area 

equiscomponibili. La seguente bella proposizione, 
e dal dilettante di matematica 

, fornisce una risposta positiva alla nostra doman-

poligonali che sono di uguale misura 

Cominciamo con l’osservare che dalla seconda parte della 

due parallelogrammi che hanno una base uguale e stessa a-

necessariamente anche la stes-
come dimostrato nel teorema 9.4, sono en-

d uno stesso rettangolo. Per la proprie-
tà transitiva sono quindi equiscomponibili tra loro. 

comunque si fissi un segmento EF 
equiscomponibile ad ABCD.  

   

Da tale teorema segue che due poligoni equicompletabili, avendo u-
guale misura, sono anche equiscomponibili. Poiché è evidente che due 

i sono equicompletabili, risulta che le due no-
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 Supponiamo EF maggiore di 
base DC “deformiamo” il rettangolo 
gramma A1B1CD con A1 e B1 appartenenti alla retta 
modo che il lato CB1 sia uguale ad 
drizziamo” tale parallelogramma tenendo fisso il lato 
sciando immutata l’altezza rispetto 
CB1D1A2. Allora, essendo ABCD equiscomponibile al parallel
gramma A1B1DC  ed essendo tale parallelogramma equiscomp
nibile con il rettangolo CB1D1A2, ABCD 
con CB1D1A2.  
 Supponiamo EF minore di 
l’intersezione del cerchio di diametro 
C e raggio EF. L’angolo in D
l’intersezione di BL con AD ed B1 l’intersezione di 
rallela per C alla retta DD1. Come
che il rettangolo ABCD è equiscomponibile con il parallel
gramma A1B1DC che a sua volta è equiscomponibile al rettang
lo CB1D1A2. 
 

  
 Proviamo infine che:  
3. Data una figura poligonale Q ed un segmento 
rettangolo di base FG equiscomponibile a

                                                           
23 Graficamente, è sufficiente intersecare la retta 
raggio EF e centro D e C ed ottenendo 
Il rettangolo CB1D1A2 si ottiene in modo ovvio. 
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maggiore di CB, allora, tenendo ferma la 

” il rettangolo ABCD in un parallelo-
appartenenti alla retta AD ed in 

sia uguale ad EF.23  Successivamente “rad-
parallelogramma tenendo fisso il lato CB1 e la-

rispetto CB1. Si ottiene un rettangolo 
equiscomponibile al parallelo-

ed essendo tale parallelogramma equiscompo-
ABCD risulta equiscomponibile 

minore di CB ed indichiamo con D1 
l’intersezione del cerchio di diametro DC con il cerchio di centro 

D1 è retto. Chiamiamo A1 
l’intersezione di BL con la pa-

Come nel caso precedente avremo 
è equiscomponibile con il parallelo-

che a sua volta è equiscomponibile al rettango-

 

ed un segmento FG esiste un 
equiscomponibile a Q. 

Graficamente, è sufficiente intersecare la retta AB con i cerchi di 
ed ottenendo i punti A1 e B1 rispettivamente.  

si ottiene in modo ovvio.   
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Infatti la poligonale può essere ripartita in un numero finito di 
triangoli T1,…,Tn e tali triangoli sono equiscomponibili a rettan-
goli R1,…,Rn che possiamo supporre tutti aventi una base uguale 
ad FG. E’ sufficiente allora incollare tali rettangoli lungo tali ba-
si per ottenere un rettangolo equiscomponibile a Q (si veda la fi-
gura successiva in cui Q è un pentagono che si divide in tre 
triangoli).

 
 
Concludiamo osservando che se due poligonali Q1 e Q2 hanno 
misura uguale allora, fissato un segmento AB esiste un rettangolo 
R1 di base uguale ad AB equiscomponibile a Q1 ed un rettangolo 
R2 di base AB equiscomponibile a Q2. Poiche Q1 e Q2 hanno per 
ipotesi la stessa area, R1 ed R2 hanno la stessa area e quindi sono 
uguali. In conclusione essendo Q1 e Q2 equiscomponibili a ret-
tangoli uguali sono equiscomponibili tra loro.  � 
 
 E’ interessante osservare che, data una figura polinomiale Q, 
se il rettangolo equiscomponibile a Q lo si costruisce con un lato 
di lunghezza unitaria, allora la lunghezza dell’altro lato rappre-
senta proprio l’ampiezza dell’area. Un'altra osservazione è che le 
costruzioni effettuate nella dimostrazione del teorema sono tutte 
effettuabili con riga e compasso. Ciò nel senso che l’espressione 
“esiste una partizione” può essere intesa nel senso che i punti 
dove “tagliare” una figura sono tutti costruibili con riga e com-
passo. Ad esempio nel dire che un triangolo è equiscomponibile 
ad un rettangolo, il rettangolo viene costruito considerando i 
punti medi di due lati. D’altra parte i punti medi di un segmento 
possono, appunto, essere trovati con il compasso. 
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Terzo problema di Hilbert Si pone la questione se un teorema 
simile non possa essere dimostrato anche nella geometria dello 
spazio. Tale problema fu incluso al terzo posto della famosa lista 
di problemi proposti da Hilbert nel 1900. La risposta è negativa: 
nel 1903 il matematico Dehn mostrò che esistono due tetraedri di 
uguale volume che non sono equiscomponibili. 
 
 

11. Contro i matematici 
Quando ho detto che la matematica giocava un ruolo centrale 
nella cultura dei greci non intendevo dire che ciò accadeva per 
tutti i greci. In realtà, essendo gli antichi greci un popolo note-
volmente intelligente, vivace e non conformista, accadeva che su 
di un dato argomento ciascuno avesse una propria idea. Così sul-
la matematica non tutte le opinioni erano concordi e lo stesso A-
ristotele non era convinto della importanza della matematica allo 
stesso modo di Platone.  
 Uno di quelli che meno avevano in simpatia la matematica 
era Sesto Empirico, un filosofo vissuto attorno al 180 dopo Cri-
sto. Nel suo libro "Contro i geometri" egli critica in maniera ra-
dicale l'opera dei matematici. Ad esempio critica le basi logiche 
del metodo ipotetico deduttivo di Euclide e precisamente la vali-
dità di un tale metodo come strumento per ottenere verità sul 
mondo.  
 Infatti per Sesto Empirico il valore conoscitivo di un sistema 
ipotetico-deduttivo non può stare nelle ipotesi (cioè nei postulati) 
in quanto o una asserzione è vera, ed allora non ha senso consi-
derarla come ipotesi, oppure è falsa ed allora è sbagliato prender-
la come ipotesi. 
 

“. . . la cosa ammessa per ipotesi o è vera e tale come noi la 
supponiamo, o è falsa.  Ma se essa è vera, noi non la postu-
liamo, perché non sentiamo il bisogno di ricorrere ad una co-
sa piena di sospetto quale è l'ipotesi, ma l'assumiamo imme-
diatamente, giacché nessuno assume ipoteticamente le cose 
vere ed esistenti, quali ad esempio il fatto che adesso è giorno 
ed io sto discutendo e respirando . . . Se però essa non è tale, 
ma è falsa, non si ricava alcun vantaggio dell'ipotesi . . . “ 

 

Si potrebbe allora dire che il valore di un sistema ipotetico dedut-
tivo stia nella validità delle conseguenze che se ne ricavano.   
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“Ma, per Zeus, essi (i matematici) dicono, se quello che segue 
dall'ipotesi si scopre essere vero, senz'altro saranno vere an-
che le cose assunte in via ipotetica, ossia le cose da cui quelle 
vere seguono”.  

 

Questo è il punto di vista della fisica moderna; nessun fisico pen-
sa che le leggi generali di una teoria fisica siano direttamente ve-
rificabili o applicabili. Piuttosto si considera come una conferma 
della validità di una teoria fisica il fatto che le conseguenze di 
tale teoria siano state verificate. Ad esempio, se ci si riferisce ai 
principi della dinamica classica di Newton, allora una prova di 
tali principi è stata vista nella loro capacità di prevedere il moto 
dei pianeti non nel fatto che siano stati effettuati esperimenti di 
laboratorio capaci di verificarli. In breve, nella fisica si procede 
stabilendo una serie di assunzioni (che possiamo chiamare leggi, 
ipotesi, assunzioni, postulati, assiomi) che in generale non sono 
di per se stesse verificabili o utili, poi da queste assunzioni si ri-
cavano altre assunzioni (i teoremi) che possono essere assogget-
tate ad una verifica.  Se tali teoremi dopo la verifica risultano ve-
ri allora si dirà che la teoria è valida. La struttura di tale modo di 
procedere è la seguente 
 da Β  e  A ⇒ Β  segue A; 
e non deve essere confusa con la regola di Modus Ponens che in-
vece ha la struttura 
 da A e A ⇒ Β   segue B;. 
Ma ciò che viene considerato soddisfacente dai moderni scien-
ziati non soddisfa invece Sesto che, giustamente, osserva che dal 
fatto che da alcune ipotesi si siano tratte conseguenze vere non si 
può dedurre che tali ipotesi siano vere. 

 

“Ebbene, anche una tale affermazione risulta ancora sempli-
cistica . . . se il conseguente è vero, non per questo è tale an-
che il precedente . . . come al fatto che la terra vola (il ché è 
falso) consegue che la terra esiste (il ché è vero).” 

 

A parte l'infelice scelta dell'esempio (sappiamo adesso che la ter-
ra vola), Sesto aveva ragione. Ad esempio dalla equazione 2=5 
moltiplicando entrambi i membri per zero si ricava che 0×2=0×5 
cioè che 0=0. Pertanto abbiamo un esempio in cui l'implicazione 
2=5 ⇒ 0=0  è vera, la conseguenza 0=0 è vera ma l'ipotesi 2=5 è 
falsa. D'altra parte vi sono moltissimi esempi di teorie che con il 
tempo si sono dimostrate false ma che hanno prodotto teoremi 
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veri. Un caso è dato dalla teoria degli insiemi che ha prodotto 
molti ed utili teoremi nonostante che la scoperta dei paradossi 
abbia dimostrato la sua falsità. D'altra parte ogni teoria fisica è 
stata dimostrata essere falsa dalla teoria successiva, in un certo 
senso. 
Altre obiezioni sono inerenti direttamente alla matematica e pre-
cisamente alla concezione degli enti ideali. 
 

" . . . essi dicono, inoltre, che una linea viene prodotta dallo 
scorrimento di un punto, una superficie dallo scorrimento di 
una linea, e un corpo solido dallo scorrimento di una superfi-
cie . . . " 

 

" . . . il punto che essi definiscono come segno-privo-di-
dimensioni, si deve concepire o come corporeo o come incor-
poreo. Corpo esso non è, secondo le loro stesse affermazioni, 
giacché le cose che non hanno dimensione, secondo loro, non 
sono corpi.  Resta allora da dire che esso è incorporeo, il che 
è ancora una vola incredibile. Infatti ciò che è incorporeo non 
si può concepire come generatore di una linea; quindi il punto 
non è un segno-privo-di-dimensioni.” 

 
In altri termini Sesto si pone il problema di come un ente senza 
dimensioni, il punto, possa generare (per scorrimento) un ente 
con una dimensione, la linea. Tale osservazione equivale, in un 
certo senso, ad osservare che se la lunghezza di un punto è zero 
allora ogni segmento, in quanto insieme (somma) di punti, deve 
avere lunghezza zero. La differenza consiste nel riferirsi alla li-
nea prodotta dallo scorrimento di un punto (operazione questa 
che non sembra coinvolgere l'infinito attuale) e non alla linea in-
tesa come insieme di punti (concezione questa che, coinvolgendo 
l'infinito attuale, non era presa in considerazione). Tale tipo di 
argomentazione viene ripetuta anche per confutare il concetto di 
linea senza larghezza il cui scorrimento genera una superficie e 
quello di superficie senza spessore il cui scorrimento genera i so-
lidi. 
 Infine un altro tipo di critica riguarda il procedimento di a-
strazione mediante il quale l'uomo perverrebbe a concepire gli 
enti matematici ideali. Infatti per Sesto tutto ciò che viene con-
cepito viene concepito o mediante una diretta esperienza oppure 
tramite un procedimento di immaginazione-astrazione. Ora è e-
vidente che non possiamo mai avere una esperienza diretta, ad 
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esempio, di una linea senza larghezza e che questa idea di linea 
non è simile a niente di esistente 
 

. . . giacché non cade sotto i nostri sensi una lunghezza che 
sia priva di larghezza . . . 

 
D'altra parte un procedimento di immaginazione-astrazione può 
avvenire 
 

. . . per somiglianza, ad esempio dall'immagine di Socrate lo 
stesso Socrate, per composizione, ad esempio dal cavallo e 
dall'uomo un ippocentauro giacché mescolando le membra 
del cavallo e dell'uomo noi siamo riusciti ad immaginare l'ip-
pocentauro che non è né uomo né cavallo ma è composto da 
entrambi. Per analogia, infine, si concepisce qualcosa ancora 
in due guise ossia o per accrescimento o per diminuzione, 
come quando, ad esempio, tenendo presenti gli uomini norma-
li . . . concepiamo per accrescimento il Ciclope . . . e come 
quando per diminuzione immaginiamo un pigmeo che non ci è 
mai caduto sotto i sensi. 
 

Ora è evidente che il concetto di linea senza larghezza non è si-
mile a niente di esistente per lo stesso motivo per cui non è de-
terminato dall'esperienza. E’ anche immediato che tale concetto 
non si ottiene per composizione come nel caso dell' ippocentau-
ro. Non resta altro che il procedimento di diminuzione ma anche 
questo permette solo di ridurre a piacere (potenzialmente) la lar-
ghezza non di considerarla (attualmente) nulla e quindi non per-
mette il tipo di astrazione che si richiederebbe. Anche in questo 
caso entra in gioco il rifiuto dell'infinito attuale. Ad esempio se 
noi volessimo definire un punto P immaginando una piccola sfe-
ra s1 di centro P, poi un altra sfera s2 di centro P e raggio dimez-
zato e così via, allora il punto P sarebbe il frutto del processo di 
astrazione definito in tale modo solo se noi potessimo considera-
re tale processo terminato con un operazione di limite che sareb-
be possibile solo se si accettasse l'infinito attuale. 
 Un altro tipo ancora di procedimento possibile di astrazione è 
quello che fa pervenire ad un concetto mediante una semplice 
cancellazione di alcune delle proprietà dell'oggetto di partenza. 
Così il concetto di linea senza larghezza si può ottenere sempli-
cemente "facendo finta" che la larghezza di un oggetto reale non 
esiste. Ma: 
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. . . se noi, dopo aver concepito una certa lunghezza avente 
una data quantità di larghezza, abbiamo altresì la possibilità 
di assumere una lunghezza priva di larghezza sopprimendo 
quest'ultima, allora allo stesso modo, dopo aver concepito un 
pezzo di carne che abbia la proprietà di essere vulnerabile, 
mediante la soppressione di tale proprietà noi potremo anche 
concepire una carne che non sia soggetta alla vulnerabilità . . 
. Ma tale cosa è completamente impossibile e contraria alle 
comuni nozioni umane: infatti ciò che viene concepito come 
invulnerabile secondo noi non è affatto carne, giacché la car-
ne, in quanto carne, viene concepita con la proprietà di essere 
vulnerabile . . . Onde anche la lunghezza concepita come pri-
va di larghezza non potrebbe essere una lunghezza, giacché la 
lunghezza, in quanto lunghezza, viene concepita come avente 
una certa quantità di larghezza. 

 
In altre parole se un oggetto ideale À si ottiene da un oggetto con-
creto A facendo astrazione da alcune particolari proprietà allora 
non è chiaro perché si possa considerare À un rappresentante di A 
(o viceversa), cioè non è chiaro che relazione sussiste tra A ed À. 
In particolare, supponiamo di avere dimostrato una proposizione 
per l'ente ideale À, allora chi ci autorizza a dire che tale proposi-
zione è valida anche per A ?  Ad esempio supponiamo che un a-
stronomo debba studiare l'orbita di un asteroide A in presenza dei 
pianeti A1, A2,..., An e che per fare questo decida di rappresentare 
con il punto À l'asteroide e con i punti A1',..., An' i pianeti (su cui 
si concentra la massa). Immaginiamo inoltre che, applicando la 
geometria euclidea e la meccanica del moto dei punti, giunga ad 
una qualche conclusione P. Chi ci assicura che P sia valida oltre 
che per  À anche per l'asteroide reale A ?  
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LETTURA 
 Platone e la duplicazione del quadrato (da IL MENONE).24 

 
 
MENONE: Va bene, caro Socrate, ma in che senso tu sostieni 
che noi non apprendiamo ma che ciò che noi chiamiamo “ap-
prendimento” è reminiscenza? Sapresti insegnarmi che è vera-
mente così? 
SOCRATE: Già prima dicevo, caro Menone, che sei un furbac-
chione, ora mi domandi se so insegnarti proprio mentre sto di-
cendo che non c'è insegnamento ma reminiscenza evidentemente 
per farmi subito apparire in contraddizione con me stesso. 
MENONE: No, per Zeus, o Socrate, non l'ho detto con questo 
scopo, ma solo per l'abitudine. Se, però, in qualche modo mi 
puoi dimostrare che la cosa sta così come dici, allora dimostra-
melo. 
SOCRATE: Non è facile! Tuttavia, per te, sono disposto a farlo. 
Chiamami un po' uno dei tuoi numerosi  servi che sono qui, quel-
lo che vuoi tu, perché tramite lui ti possa dare la dimostrazione.  
MENONE: Certo. Vieni qui, ragazzo! 
SOCRATE: E' greco e parla greco? 
MENONE: Si, perfettamente. E' nato in casa. 
SOCRATE: Fa' bene attenzione, se ti sembra che si ricordi o che 
impari da me. 
MENONE: Presterò attenzione.  
SOCRATE: Dimmi un po', ragazzo, sai che questa qui è un'area 
quadrata (abcd)? 

                                                           
24 In questo dialogo si dimostra un metodo per duplicare un quadrato. La 
dimostrazione equivale, in un certo senso, alla dimostrazione del teore-
ma di Pitagora nel caso particolare di un triangolo rettangolo i cui cateti 
sono uguali.  Infatti se i cateti misurano c e l’ipotenusa misura i, allora il 
fatto che 2⋅c2 = i2 equivale a dire che il quadrato costruito sull’ipotenusa 
è il doppio del quadrato costruito su un cateto. Da notare che la duplica-
zione del cubo è un problema notevolmente più complesso ed è stato 
dimostrato che non può essere affrontato con i soli strumenti della riga e 
compasso. Tale dialogo, in cui si vuole giustificare la teoria della remi-
niscenza, costituisce un bellissimo esempio di “didattica della matema-
tica” in quanto lo scopo di Socrate è quello di fare “emergere” la dimo-
strazione del teorema dalla mente del servo.  
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RAGAZZO: Si. 
 
SOCRATE: Il quadrato è dunque  una superficie che ha uguali 
tutti questi lati, che sono quattro (ab, bc, cd, da). 

RAGAZZO: Certamente. 
SOCRATE: E non ha forse uguali anche queste linee qui, che lo 
attraversano nel mezzo (ac, bd)? 
RAGAZZO: Sì. 
SOCRATE: E non potrebbe esserci forse una superficie come 
questa e più grande e più piccola? 
RAGAZZO: Certamente. 
SOCRATE: Se dunque questo lato (bc) fosse di due piedi, e an-
che questo (ab) di due, di quanti piedi sarebbe l'intero? Fa questa 
considerazione: se da questa parte (ab) fosse di due piedi e da 
quest'altra (bc) di uno solo, la superficie non sarebbe forse di una 
volta due piedi? 
RAGAZZO: Sì . 
SOCRATE: Ma, poiché anche da questa parte (bc) è di due piedi, 
non diventa di due volte due piedi? 
RAGAZZO: Sì, diventa. 
SOCRATE: Diventa, perciò, di due volte due piedi? 
RAGAZZO: Esatto . 
SOCRATE:  E quanti sono, allora, due volte due piedi? Fa' il 
conto e dillo. 
RAGAZZO: Quattro, o Socrate. 
SOCRATE: E non potrebbe darsi un'altra superficie doppia di 
questa, ma tale da avere tutti i lati eguali come questa? 
RAGAZZO: Sì. 
SOCRATE: Di quanti piedi sarà dunque? 
RAGAZZO: Di otto. 
SOCRATE: E ora cerca di dirmi di quanto sarà  ciascun lato di 
essa. Il lato di questa è di due piedi; e, allora, di quanto sarà quel-
lo di quella doppia? 
RAGAZZO: E' chiaro, o  Socrate, che sarà doppio. 
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SOCRATE: Vedi, caro Menone, che io non gli insegno, ma che 
lo interrogo su ogni cosa? Ed ora, costui ritiene di sapere quale 
sia il lato dal quale deriverà l'area di otto piedi: o non ti sembra? 
MENONE: A me sì.  
SOCRATE: E lo sa, dunque? 
MENONE: Per nulla. 
SOCRATE: Però ritiene che derivi dal lato doppio. 
MENONE: Sì. 
SOCRATE: Osserva come verrà via via ricordandosi, come ap-
punto deve ricordarsi. E tu dimmi: dal lato doppio, dici che ha 
origine la  superficie doppia? E tale, dico, che non sia di qui lun-
ga e di qui corta, ma 
che sia eguale da ogni 
parte come questa qui, 
però doppia di questa, 
ossia di otto piedi. Ma 
sta' attento, se ti sem-
bra ancora che possa 
derivare dal lato doppio. 
RAGAZZO: A me sì. 
SOCRATE: E non diventa forse questo lato (ae) doppio di que-
sto (ab), se ne aggiungiamo un altro come questo, da questa parte 
(be)? 
RAGAZZO: Certamente. 
SOCRATE: Da questo (ae), dici tu, deriverà la superficie di otto 
piedi, quando si tracceran-
no quattro lati come questi 
. 
RAGAZZO: Esattamente. 
SOCRATE: Ma in questa 
superficie non ci sono forse 
queste quattro qui (abcd, 
befc, cfgh, dchi), delle qua-
li ognuna è uguale a questa 
di quattro piedi (abcd)? 
RAGAZZO: Sì. 
SOCRATE: Disegnamo, 
allora, a partire da questo 4 
lati uguali . E' oppure no questa la superficie (aegi) che tu affer-
mi essere di 8 piedi ? 
RAGAZZO : Esattamente . 
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SOCRATE : Ma in questa superficie non vi sono forse queste 4 
qui (abcd , befc , cfgh , dchi), delle quali ognuna é uguale a que-
sta di 4 piedi?  
RAGAZZO : Sì 
SOCRATE: E quanto diventa allora? Non diventa quattro volte 
questa? 
RAGAZZO: E come no? 
SOCRATE: E allora, è il doppio quattro volte tanto? 

RAGAZZO: No, per Zeus. 
SOCRATE: Ma quante volte? 
RAGAZZO: Quadruplo. 
SOCRATE: Dunque, dal lato doppio,  o ragazzo, non deriva una 
superficie doppia ma quadrupla. 
RAGAZZO: Dici il vero. 
SOCRATE: E quattro volte quattro, fanno sedici, no? 
RAGAZZO: Sì. 
SOCRATE: E allora, quella di otto piedi da quale lato? Non se 
ne ottiene da questo (ae) una quadrupla? 
RAGAZZO: Sì, lo dico. 
SOCRATE: E quella di quattro, dalla metà di questo qui (ae)? 
RAGAZZO: Sì. 
SOCRATE: Ebbene, l'area di otto piedi non è forse doppia di 
questa qui (abcd), e metà di quest'altra (aegi)? 
RAGAZZO: Sì. 
SOCRATE: E allora, non deriverà da un lato maggiore rispetto a 
questo (ab), ma minore rispetto  a quest'altro (ae); o no? 
RAGAZZO: Così mi pare. 
SOCRATE: Bene; quello che a te sembra devi rispondere. E 
dimmi: questo lato (ab) non era di due piedi e quest'altro (ae) di 
quattro? 
RAGAZZO: Si. 
SOCRATE: Bisogna allora che il lato della superficie di otto 
piedi sia maggiore di questo di due, ma minore di quello di quat-
tro. 
RAGAZZO: Bisogna . 
SOCRATE: Cerca allora di dire di che lunghezza tu affermi che 
esso debba essere. 
RAGAZZO: Di tre piedi. 
SOCRATE: Se dev'essere di tre piedi, aggiungiamo dunque a 
questo lato (ab) la metà di questo (ah), e avremo i tre piedi (ah). 
Questi sono due piedi (ah) e questo uno (hh). Alla stessa manie-
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ra, a partire di qua si ottengono due piedi (ab) più un piede (dc). 
Ne deriva, così, l'area che tu dici (abil). 
RAGAZZO: Sì. 
SOCRATE: Ma se da questa parte 
(ab) è di tre, e da quest'altra (hi) di 
tre, l'intera superficie non diventa 
di tre volte tre piedi? 
RAGAZZO: Sembra. 
SOCRATE: E tre volte tre, quante 
volte sono? 
RAGAZZO: Nove. 
SOCRATE: E il doppio, di quanti 
piedi doveva essere? 
RAGAZZO: Otto. 
SOCRATE: Dal lato di tre piedi non deriva per nulla la superfi-
cie di otto. 
RAGAZZO: Certamente no. 
SOCRATE: Ma allora da quale lato? Cerca di dircelo con esat-
tezza; e se non vuoi fare calcoli, indicaci almeno da quale. 
RAGAZZO: Ma per Zeus, o Socrate, io non lo so. 
SOCRATE: Comprendi ora, o Menone, a che punto si trova at-
tualmente nel processo del ricordare? Prima, cioè, non sapeva 
quale fosse il lato del quadrato di otto piedi, come del resto nep-
pure ora lo sa; tuttavia, allora credeva di saperlo, e rispondeva 
con sicurezza come se sapesse e non riteneva di aver dubbi; ora è 
convinto di aver dubbi e come non sa, così neppure crede di sa-
pere. 
MENONE: Dici il vero. 
SOCRATE: Non si trova dunque, ora, in una situazione migliore, 
relativamente alla cosa che non sapeva? 
MENONE: Anche questo mi pare: 
SOCRATE: Avendolo fatto dubitare, pertanto, e avendolo fatto 
intorpidire come fa la torpedine, gli abbiamo forse nuociuto? 
MENONE: Non mi pare. 
SOCRATE: Dunque, come sembra, gli abbiamo recato giova-
mento, al fine della ricerca di come stia effettivamente la cosa. 
Ora, infatti, ricercherebbe anche di buon grado, dal momento che 
non sa; mentre allora, facilmente, di fronte a molti e spesso a-
vrebbe creduto di dire bene, affermando che per ottenere una su-
perficie doppia, bisogna prendere il lato doppio in lunghezza. 
MENONE: Sembra. 
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SOCRATE: Credi, dunque, che egli si sarebbe messo a cercare o 
ad imparare ciò che egli riteneva di sapere non sapendolo, prima 
che fosse caduto nel dubbio ritenendo di non sapere, e che avesse 
desiderato di conoscere? 
MENONE: Non mi pare, o Socrate. 
SOCRATE: Dunque, l'intorpidimento gli ha giovato? 
MENONE: Mi sembra. 
SOCRATE: Osserva, ora, da questo dubbio come scoprirà la ve-
rità, ricercando insieme a me, mentre io non farò altro che inter-
rogarlo, senza insegnargli. . E fa bene attenzione che tu non mi 
colga ad insegnargli o a spiegargli, e non solo ad interrogarlo in-
torno alle sue convinzioni. 
Dimmi, dunque: non è di quattro piedi questa superficie (abcd)? 
Comprendi?   
RAGAZZO: Sì. 
SOCRATE: Potremmo aggiungere ad essa quest'altra eguale 
(befc)? 
RAGAZZO: Sì. 
SOCRATE: E quest'altra terza, uguale a ciascuna di queste 
(cfgh)? 
RAGAZZO: Sì. 
SOCRATE: E non potremmo anche completare la figura in que-
sto angolo (dchi)? 
RAGAZZO: Certamente. 
SOCRATE: E non risulte-
ranno queste quattro superfi-
ci eguali ? 
RAGAZZO: Sì. 
SOCRATE: E, allora, tutto 
questo intero (aegi), quante 
volte diventa più grande di 
questo (abcd) 
RAGAZZO: Quattro volte. 
SOCRATE: Per noi, invece, 
doveva essere il doppio; o 
non ricordi? 
RAGAZZO: Certamente. 
SOCRATE: E questa linea tracciata da un angolo all'altro (bd, bf, 
fh, hd),  non viene forse a dividere a metà ciascuna di queste su-
perfici? 
RAGAZZO: Sì. 
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SOCRATE: Non si ottengono, dunque, queste quattro linee u-
guali racchiudenti quest'area qui (bfhd)?  
RAGAZZO: Sì, si ottengono. 
SOCRATE: Considera allora: quanto grande è questa superficie 
(bfhd)? 
RAGAZZO: Non lo so. 
SOCRATE: Di questi qua-
drati, che sono quattro, cia-
scuna linea non ha tagliato 
internamente la metà di 
ciascuno? O no? 
RAGAZZO: Sì. 
SOCRATE: E quante ve ne 
sono di queste metà in que-
sta figura (bfhd)? 
RAGAZZO: Quattro. 
SOCRATE: E quante in 
quest'altra (abcd)? 
RAGAZZO: Due. 
SOCRATE: E il quattro che cos'è rispetto al due? 
RAGAZZO: Il doppio. 
SOCRATE: Questa superficie, dunque,  di quanti piedi diventa? 
RAGAZZO: Di otto piedi. 
SOCRATE: Da quale linea? 
RAGAZZO: Da questa (a'b). 
SOCRATE: Da quella che abbiamo tracciata da un angolo all'al-
tro del quadrato di otto piedi? 
RAGAZZO: Sì. 
SOCRATE: Coloro che se ne intendono chiamano questa linea 
diagonale; sicché, se essa ha nome diagonale, allora dalla diago-
nale, come tu dici, o ragazzo di Menone, si può ottenere l'area 
doppia. 
RAGAZZO: Certamente, o Socrate. 
SOCRATE: Che cosa ti sembra, o Menone? C'è qualche pensiero 
da lui espresso che non sia suo ? 
MENONE: No, tutti suoi. 
SOCRATE: Eppure, non sapeva, come dicevamo poco fa. 
MENONE: Dici il vero. 
SOCRATE: E c'erano in lui questi pensieri o no? 
MENONE: Sì. 
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SOCRATE: Dunque, in chi non sa intorno alle cose che non sa, 
vi sono opinioni vere che ad esse si riferiscono? 
MENONE: Sembra. 
SOCRATE: Ora in lui, come un sogno, sono state suscitate que-
ste opinioni; e, interrogandolo di nuovo più volte e in molti modi 
su queste stesse cose, sta certo che finirà per sapere con precisio-
ne, sulle medesime, non meno esattamente di ogni altro . 
MENONE: Pare proprio di sì. 
SOCRATE: Dunque, egli saprà senza che nessuno gli insegni, 
ma solo che lo interroghi, traendo egli stesso la scienza da se 
medesimo. 
RAGAZZO: Sì. 
SOCRATE: E questo trarre la scienza di dentro a sé, non è ricor-
dare? 
MENONE: Certamente. 
SOCRATE: E la scienza che ora egli possiede, o la imparò un 
tempo o la possedette sempre. 
MENONE: Sì. 
SOCRATE: Dunque, se la possedette sempre, fu anche sempre 
conoscente; e se, invece, l'ha appresa in un tempo, non poté certo 
averla appresa nella presente vita. Oppure  gli insegnò qualcuno 
geometria? Costui, infatti, farà lo stesso per tutta la geometria, e 
per tutte quante le altre scienze. C'è, forse, uno che gli abbia in-
segnato tutto? A buon diritto tu devi saperlo: non per altro, per-
ché è nato ed è stato allevato in casa tua. 
MENONE: Ma lo so che nessuno gli ha mai fornito insegnamen-
ti. 
SOCRATE: Ed ha o non ha queste conoscenze? 
MENONE: Necessariamente, o Socrate, sembra. 
SOCRATE: Allora, se non le ha acquisite nella presente vita, 
questo non è ormai  evidente, ossia che le ebbe e le apprese in un 
altro tempo? 
MENONE: E' chiaro. 
SOCRATE:  E non è forse questo il tempo in cui egli non era 
uomo? 
MENONE: Sì . 
SOCRATE: Se, allora, e nel tempo in cui è uomo e nel tempo in 
cui non lo è, vi sono in lui opinioni vere, le quali, risvegliate me-
diante l'interrogazione, diventano conoscenze, l'anima di lui non 
sarà stata in possesso del sapere sempre in ogni tempo? E' evi-
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dente infatti che, nel corso di tutto quanto il tempo, talora è e ta-
lora non è uomo. 
MENONE: E' chiaro. 
SOCRATE: Se, dunque, sempre la verità degli esseri è nella no-
stra anima, l'anima dovrà essere immortale. Sicché bisogna met-
tersi con fiducia a ricercare ed a ricordare ciò che attualmente 
non si sa: questo è infatti ciò che non si ricorda. 
MENONE: Mi sembra che tu dica bene, o Socrate, ma non so 
come.  
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CAPITOLO 2 
 

CRISI DELLA GEOMETRIA EUCLIDEA 
 

Per tutto il diciassettesimo ed il diciottesimo seco-
lo la geometria rimase, nella guerra contro l'empi-
rismo, una fortezza inespugnabile degli idealisti. 
Coloro i quali credevano (come in generale si cre-
deva sul continente) che fosse possibile una cono-
scenza del mondo reale certa ed indipendente 
dall'esperienza non avevano che da indicare la ge-
ometria: soltanto un pazzo avrebbe messo in dub-
bio la sua validità, e soltanto uno sciocco ne a-
vrebbe negato il riferimento oggettivo. (Bertrand 
Russell) 

 
 
1.  Crisi del carattere assoluto della geometria 
La geometria euclidea restò al centro della matematica fino agli 
inizi del 1800 quando, ad opera di matematici come Lobachevsky 
e Bolyai si svilupparono le geometrie non euclidee, cioè geome-
trie che negavano validità al quinto postulato. Prima di parlare 
delle geometrie non euclidee, esaminiamo più da vicino il signi-
ficato del quinto postulato. Per prima cosa mostriamo che dagli 
assiomi di Euclide escluso il quinto è possibile comunque deriva-
re che data una retta r ed un punto P fuori da essa esiste almeno 
una retta parallela ad r passante per P. Il quinto postulato serve 
invece per dimostrare che tale retta è unica. Pur non volendo e-
sporre le dimostrazioni complete, vediamo i passi fondamentali 
per provare l'esistenza della parallela e cominciamo con il Teo-
rema dell'angolo esterno. 
 
Proposizione 1.1. Un angolo esterno di un triangolo è sempre 
strettamente maggiore dei due angoli interni non adiacenti. 
 
Dim. Consideriamo un triangolo ABC e proviamo ad esempio che 
l'angolo esterno δ = BCD è maggiore dell'angolo γ = ABC. A tale 
scopo denotiamo con M il punto medio del segmento BC e pro-
lunghiamo il segmento AM in un segmento AE in modo che AM 
sia uguale a ME. Allora i due triangoli ABM e MEC sono uguali 
avendo i due angoli in M uguali in quanto opposti al vertice e due 
lati uguali per costruzione. In particolare γ sarà uguale all'angolo 
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γ’ = BCE. D'altra parte tale angolo, essendo una parte di δ, risulta 
minore di δ. In conclusione γ è minore di δ. 
                                 
                                                                              
                                    
                                                                                            
                                     
                                        

                                                                                                                     
 

    � 
Naturalmente la dimostrazione che abbiamo dato diventa rigoro-
sa solo se prima si è provato che tutte le costruzioni fatte sono 
rese possibili dai postulati di Euclide (escluso il quinto).  Ad e-
sempio deve essere prima provato che esiste il punto medio di un 
segmento, che due angoli opposti al vertice sono uguali e che 
valgono i criteri di uguaglianza dei triangoli. Uno discorso analo-
go vale per tutte le dimostrazioni di carattere euclideo che sono 
fatte in questo capitolo.  
 
Proposizione 1.2. Data una retta r ed un punto P non appartenen-
te ad r esiste almeno una retta per P parallela ad r. 
 
Dim. Sia S un punto qualsiasi della retta r, tracciamo la retta per 

S e per P ed indichiamo con δ uno degli angoli tra r ed il segmen-
to SP. Tracciamo poi una retta s per P che formi con SP l’angolo 
δ. Allora se per assurdo le rette r ed s si incontrassero in un punto 
T, nel triangolo SPT avremmo l’angolo esterno in S uguale 
all’angolo interno non adiacente in P, in contrasto con quanto 
dimostrato nella proposizione precedente. Quindi la retta s non 
incontra r.  � 

P 
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S 

δ 

δ 

s 
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Se si accetta il quinto postulato allora è possibile dimostrare un 
teorema più generale del teorema dell’angolo esterno e questo  
anche in maniera più semplice.  
 
Teorema 1.3. Un angolo esterno è uguale alla somma degli an-
goli interni non adiacenti. Ne segue che la somma degli angoli 
interni di un triangolo è un angolo piatto. 
 
Dim. Dato il triangolo di vertici A, B, C tracciamo da B la  
                                             C 
                                                                                     E 
 
                                                                             
                                                                                            
                                     
                                        
                A                                        B                       D 
parallela BE alla retta AC. In tale modo si ottiene una coppia di 
rette parallele tagliate dalla trasversale CB. Per un teorema (che 
supponiamo di avere già dimostrato) sugli angoli alterni interni 
abbiamo che γ = γ* mentre per il teorema sugli angoli corrispon-
denti abbiamo che α = α*. Ciò prova che l’angolo esterno CBD è 
uguale ad α +γ. Ne segue anche che β +α+γ = β+γ*+α* è un an-
golo piatto.   � 
 
Da tale teorema ovviamente segue anche il teorema dell’angolo 
esterno. Tuttavia Euclide preferisce effettuare la dimostrazione 
del teorema dell’angolo esterno che abbiamo esposto in Proposi-
zione 1.1 probabilmente perché non utilizza il postulato delle pa-
rallele. D’altra parte l’uso di tale postulato viene rimandato negli 
Elementi quanto più possibile quasi a dimostrazione di qualche 
perplessità. Naturalmente i matematici greci erano convinti della 
verità del quinto postulato. Il problema è che pare fossero anche 
convinti che esso fosse in realtà dimostrabile utilizzando gli altri 
assiomi della geometria. Tale convincimento rimase comune an-
che a tutti i matematici successivi fino al 1800. Infatti numerosi 
furono i tentativi di trovare una sua dimostrazione.  
 Tuttavia nella prima metà del 1800 accade un fatto nuovo: 
tre differenti matematici svilupparono un nuovo tipo di geometri-
a. Si trattava del tedesco Gauss, dell'ungherese Bolyai e del russo 

γ* 
α* β α 

γ 
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Lobachevsky che fecero la loro scoperta uno indipendentemente 
dall'altro. Punto di partenza di tali autori è una nuova visione del-
la geometria che da essi viene considerata un ramo della fisica 
piuttosto che un prodotto a priori del nostro spirito. Ciò compor-
tava che la validità degli assiomi della geometria dovesse essere 
convalidata o confutata dall'esperienza.  Ad esempio ecco cosa 
scrive Gauss. 
 

   Secondo la mia più profonda convinzione, la teoria dello 
spazio ha nei confronti del nostro sapere una posizione com-
pletamente diversa da quella della pura teoria delle grandezze 
(aritmetica); infatti, viene assolutamente a mancare alla no-
stra conoscenza della prima quella completa convinzione del-
la sua necessità (e quindi anche della sua assoluta verità), che 
invece inerisce alla seconda; dobbiamo umilmente ammettere 
che, mentre il numero è puramente un prodotto del nostro spi-
rito, lo spazio possiede una realtà anche al di fuori del nostro 
spirito, alla quale noi non possiamo prescrivere le sue leggi 
completamente a priori. (Lettera di Gauss a Bessel del 9 aprile 
1830) 

 
Naturalmente il considerare la geometria alla stessa stregua della 
fisica comportava una interpretazione delle nozioni geometriche 
in termini di oggetti esistenti nel mondo reale. Ad esempio il 
segmento congiungente due punti P e Q poteva essere assimilato 
al percorso di minima distanza tra P e Q, oppure alla linea per-
corsa da un raggio di luce che partito da P raggiunge Q. Ciò per-
metteva ad esempio di immaginare esperimenti capaci di stabilire 
se un dato triangolo avesse o meno come somma di angoli interni 
un angolo piatto. A questo nuovo punto di vista nei confronti del-
la geometria corrispondeva poi anche un atteggiamento diverso 
nei confronti del quinto postulato. Infatti se per i matematici gre-
ci il volere dimostrare tale postulato era solo una questione di e-
leganza e semplicità e nessuno ne metteva in dubbio la validità, i 
matematici dell'ottocento accettavano anche la possibilità che es-
so non fosse verificato nello spazio reale. Ecco quello che dice 
Lobacevskij nell'introduzione al suo libro "Nuovi principi della 
geometria" del 1835. 

 

A tutti è noto che, fino ad oggi, nella geometria la teoria delle 
parallele è rimasta incompiuta. Gli sforzi inutili compiuti dai 
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tempi di Euclide, per il corso di duemila anni, mi spinsero a 
sospettare che nei suoi stessi concetti non si racchiude ancora 
quella verità che si voleva dimostrare, e che può essere con-
trollata, in modo simile alle altre leggi fisiche, soltanto dall'e-
sperienze quali, ad esempio, le osservazioni astronomiche. 

 

Ma nel caso che il postulato delle parallele fosse falso nello spa-
zio reale, allora esso non poteva essere certo provato a partire dai 
rimanenti postulati (certamente veri). Infatti da cose vere è possi-
bile dedurre solo cose vere.  
 
 

2. Modelli di geometrie non euclidee 
Lo strumento per provare in maniera inconfutabile che il quinto 
postulato non è derivabile dai rimanenti è quello di esibire "mo-
delli" matematici che non verificano il quinto postulato ma che 
verificano tutti i postulati rimanenti. Tali modelli furono chiamati 
modelli non euclidei della geometria. Esponiamo, sommariamen-
te e solo per darne una idea, due modelli di geometria non eucli-
dea, quello di Klein e quello di Poincaré.   
 

Il modello di Klein.   In tale modello 
- i punti sono i punti interni ad un dato cerchio S di centro C, 
- le rette sono le corde del 
cerchio (esclusi gli estremi). 
Come è illustrato nella figura, 
per un punto P fuori di una 
retta r passano infinite rette 
parallele ad r. Pertanto non 
vale l’assioma delle parallele. 
È immediato provare che tutti 
gli altri assiomi di Euclide 
sono verificati. Ad esempio, è 
evidente che per due punti 
passa una ed una sola retta. 
Inoltre la nozione di distanza di 
due punti A e B (che serve per dare la nozione di eguaglianza tra 
segmenti) si definisce ponendo 

d(A,B) = -log(
NBMA

NAMB

⋅
⋅

) 

dove M ed N sono i punti di intersezione di AB con la circonfe-
renza. 

P 

r 
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Per capire il significato di tale distanza, supponiamo ad esempio 
che la circonferenza abbia equazione x2+y2=1, e calcoliamoci la 
distanza di un punto P di coordinate (x,0) dal centro C. 

d(C,P) = -log(
RP

PS

⋅
⋅

1

1
) = -log((1-x)/(1+x)). 

Questa formula è interessante perché mostra che: 
 la distanza d(C,P) tende a diventare infinita quando x ten-
de ad 1, cioè quando P si avvicina al bordo del cerchio.  

Ciò significa che un segmento unitario che venga spostato verso 
il bordo deve subire una contrazione che è tanto più forte quanto 
più ci si allontani dal centro. Equivalentemente possiamo dire che 
se, partendo dal centro del cerchio, cominciamo ad allontanarci a 
passi regolari, tali passi divengono sempre più piccoli senza che 
noi ce ne accorgiamo. Pertanto per un essere vivente all'interno 
del cerchio non risulta possibile uscire dal cerchio che gli appari-
rà, a tutti gli effetti, un universo non limitato. Ciò in contrasto 
con quanto appare ad un osservatore "esterno" per il quale il mo-
dello di Klein sembra occupare una parte limitata dello spazio. 
Possiamo immaginare una tale situazione supponendo che i punti 
perimetrali del cerchio esercitino una forza di repulsione verso i 
punti interni e che tale forza risulti tanto più forte quanto più ci si 
avvicina a tali bordi.   
Si osservi che la nozione di uguaglianza di angoli viene definita 
in modo analogo a quanto fatto per l'uguaglianza di segmenti e 
che tale nozione non coincide con quella usuale del piano eucli-
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deo. Inoltre, nonostante le apparenze, un triangolo di tale geome-
tria ha somma degli angoli interni minore di un angolo piatto. 
 
Modello di Poincaré.  Consideriamo ancora come insieme di 
punti l'insieme dei punti interni ad una circonferenza S ma cam-
biamo la nozione di 
retta. Infatti chiamia-
mo “rette” tutte i dia-
metri e tuttele circon-
ferenze perpendicolari 
ad S. La nozione di 
lunghezza di un seg-
mento si definisce in 
maniera non troppo 
diversa da quella del 
modello di Klein 
mentre la nozione di 
uguaglianza di angoli è quella usuale del piano euclideo. Ciò è 
interessantein quanto, come si vede nel triangolo ABC nella figu-
ra, permette di comprendere perché la somma degli angoli interni 
di un triangolo è minore di un angolo retto.  
 
 Sia il modello di Klein che quello di Poincaré permettono di 
dimostrare il seguente teorema: 
 
Teorema 2.1. Esiste un modello che verifica tutti gli assiomi di 
Euclide tranne il quinto postulato. Pertanto il quinto postulato 
non può essere dimostrato a partire dai rimanenti assiomi. 
 
Dim. Indichiamo con T la teoria costituita da tutti gli assiomi 
proposti da Euclide escluso il quinto postulato. Allora se tale po-
stulato fosse dimostrabile a partire da T esso sarebbe vero in tutti 
i modelli di T. Ma questo è impossibile poiché abbiamo trovato 
dei modelli di T che non verificano tale postulato.1 � 
 

                                                           
1 Per capire lo schema di tale ragionamento consideriamo il caso sempli-
ce in cui T è la teoria dei gruppi e sia α la proprietà commutativa. Allora 
α non può essere un teorema di T perché in tale caso tutti i gruppi sareb-
bero commutativi. In altre parole il mostrare un esempio di gruppo che 
non è commutativo mostra l’indipendenza di α da T. 
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3. Altre geometrie.  
Successivamente il matematico Riemann ed il fisico Helmholtz, 
uno indipendentemente dall'altro, svilupparono geometrie in cui 
la somma degli angoli interni di un triangolo è strettamente mag-
giore di un angolo piatto. In esse non veniva negato solo il quinto 

postulato ma anche che un segmento possa essere prolungato a 
piacere. Per avere una idea di tali tipi di geometrie si osservi che 
nel piano euclideo i segmenti possono essere definiti come le li-
nee di minima lunghezza congiungenti due punti assegnati. Ciò 
suggerisce di identificare le linee rette come lo strumento per po-
tersi muovere con minore fatica possibile su di una superficie, e 
questo qualsiasi sia la superficie. Al variare delle superfici si ot-
tengono geometrie diverse. Supponiamo ad esempio che ci si 
muova lungo la superficie di una sfera, allora appare ancora natu 
rale chiamare "segmento" la linea più breve sopra tale superficie 
che congiunga due punti dati. È questo il punto di vista di un ca-
pitano di una nave che si muova sulla superficie terrestre e che, 
ovviamente, deve scegliere la rotta più breve per raggiungere la 
sua meta. Ora, se tale sfera ha centro C, si dimostra che tra le li-
nee congiungenti due punti P e Q la più corta è quella che si ot-
tiene intersecando la superficie della sfera con il cerchio di centro 
C e passante per P e Q.  Naturalmente dei due archi per P e Q si 
deve scegliere il più corto è ciò crea un piccolo problema quando 
i due punti P e Q sono diametralmente opposti. Allora è opportu-
no considerare solo una parte della superficie sferica in modo che 
non vi siano punti diametralmente opposti.  
 Trascurando i particolari tecnici, è immediato rendersi conto 
che il quinto postulato non vale per tale geometria. Si consideri 
ad esempio la figura dove i tre punti P, Q ed R sono tali che i 
piani PCQ e PCR si intersecano in una retta PC ortogonale al pi-
ano CQR. Allora nel triangolo PQR gli angoli in Q ed R sono ret-



Cap. 2: Crisi della geometria euclidea 63 

  
ti e ciò è in contrasto con il quinto postulato di Euclide. E’ anche 
interessante osservare che il Teorema di Pitagora non vale in tale 
modello. Basta sempre riferirsi al triangolo con tre angoli retti. In 
tale triangolo i lati sono uguali, supposto che misurino a ≠ 0, se 
valesse il Teorema di Pitagora avremmo che a2 = 2a2 da cui, di-
videndo per a2 avremmo che 1 = 2. 
E facile vedere che in tutti i triangoli la somma degli angoli di 
tale triangolo è comunque maggiore di un angolo piatto.  
 Come abbiamo già detto, se si considerano superfici diffe-
renti dalla superficie sferica e si definiscono i segmenti come le 
linee di minima distanza (dette geodetiche), allora si ottengono 
altri tipi di geometrie. Pertanto esistono tanti tipi di geometrie a 
due dimensioni quanti sono i tipi di superficie dello spazio. Inol-
tre, da un punto di vista matematico, non è difficile slittare di una 
dimensione e considerare una "superficie tridimensionale" im-
mersa in uno spazio a quattro dimensioni. Basta considerare una 
equazione a quattro incognite, chiamare "spazio quadrimensiona-
le" l'insieme delle sue radici (cioè dei punti di una superficie nel-
lo spazio quadrimensionale) e definire al solito i segmenti come 
le curve continue di tale superficie che siano geodetiche. A tale 
superficie corrisponderà una geometria a tre dimensioni che in 
generale risulta essere diversa da quella euclidea. 
 
 

4. Crisi dell’approccio sintetico: Cartesio 
Abbiamo visto come la scoperta delle geometrie non euclidee 
abbia messo in crisi il convincimento del carattere assolto della 
geometria Euclidea. In realtà, prima ancora che con tali scoperte, 
un primo fondamentale elemento di crisi del metodo di Euclide 
(se non proprio della sistema geometrico di Euclide) si manifestò 
con il sistematico processo di algebrizzazione della geometria. 
Tale processo,  iniziato nella prima metà del 1300 con Nicola 
d’Oresme, trasformerà la geometria "sintetica" di Euclide, in cui 
si dimostrano teoremi e si tracciano figure, in quella che attual-
mente si chiama geometria "analitica" in cui tutti i problemi si 
riducono alla ricerca di radici di sistemi di equazioni algebriche. 
In un certo senso si passa dalle "dimostrazioni con figure" tipiche 
della geometria euclidea ai “calcoli” tipici della geometria anali-
tica. Infatti, come è noto, la geometria analitica si ottiene quando, 
fissati due assi e su di essi due unità di misura, si siano identifica-
ti 

- i punti del piano con le relative coordinate,  
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- le rette con le equazioni di primo grado,  

- le coniche con le equazioni di secondo grado e, più in gene-
rale, le curve con opportune equazioni implicite o esplicite.  

Allora ad ogni operazione geometrica corrisponde una operazio-
ne di carattere analitico (cioè relativa ai numeri reali). Ad esem-
pio l'intersezione di due curve si traduce nella risoluzione di un 
sistema di due equazioni.  
Concorsero a tale processo di algebrizzazione scienziati e filosofi 
come Fermat e Cartesio. In particolare è interessante esaminare il 
libro di Cartesio La Geometria che è una delle appendici del fa-
moso Discorso sul Metodo del 1637. La Geometria è costituita da 
tre parti, di cui la prima porta il titolo "Dei problemi che si pos-
sono costruire col solo uso di cerchi e di linee rette". Si deve te-
nere conto che il termine "costruzione" di un problema si deve 
intendere come "costruzione geometrica di un segmento che sia 
soluzione del problema" e quindi corrisponde a "risoluzione" di 
un problema. In questa prima parte si illustra come sia possibile 
elaborare un "calcolo geometrico" dei segmenti che è l'analogo 
geometrico della moderna teoria dei numeri reali. 
 

 Come l'aritmetica è composta solo di quattro, cinque opera-
zioni, la Somma, la Sottrazione, la Moltiplicazione, La Divi-
sione e la Estrazione delle radici, che si può considerare una 
specie di Divisione, così anche in Geometria, per quanto ri-
guarda le linee che si cercano . . . 

 

   Il brano prosegue spiegando come si possano fare le corrispon-
denti operazioni con i segmenti.  Per la somma e la sottrazione la 
cosa è evidente. Per quanto riguarda il prodotto e la divisione si 
utilizza la nozione di proporzione. Infatti supponiamo di volere 
moltiplicare i segmenti d e c. Allora basta trovare una costruzio-
ne geometrica per cui valga una proporzione del tipo 1 : d = c:x 
in quanto, essendo il prodotto dei medi uguale al prodotto degli 
estremi, in tale caso il segmento x rappresenterà il prodotto di d 
per c. D'altra parte è ben noto come ottenere grandezze propor-
zionali in geometria: basta considerare triangoli simili. 
 
Definizione 4.1.  Il triangolo ABC si dice simile al triangolo 
A'B'C' se l'angolo in A è uguale all'angolo in A', l'angolo in B è 
uguale all'angolo in B'  e l'angolo in C è uguale all'angolo in C'. 
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Ovviamente la relazione di similitudine è una relazione di equi-
valenza, cioè è riflessiva, simmetrica e transitiva. Ricordando che 
nella geometria euclidea la somma degli angoli interni di un tri-
angolo è un angolo piatto, è possibile dimostrare la seguente pro-
posizione. 
 
Proposizione 4.2. Dati due triangoli è sufficiente che due degli 
angoli siano uguali perché si possa asserire che sono simili.  Dati 
due triangoli rettangoli, è sufficiente che uno degli angoli sia u-
guale per asserire che sono simili. 
 
Il seguente teorema, di cui omettiamo la dimostrazione, gioca un 
ruolo fondamentale nella matematica. 
 
Teorema 4.3. Due triangoli simili hanno i lati proporzionali. Più 
precisamente, supponiamo che A, B, C siano i vertici di un trian-
golo e A', B', C' i vertici di un altro triangolo. In tale caso se l'an-
golo in A è uguale all'angolo in A', l'angolo in B è uguale all'an-
golo in B', e l'angolo in C è uguale all'angolo in C', allora  

AB : A'B' = AC : A'C'   e   AC : A'C' = BC : B'C'. 
 
 

5. Calcolo dei segmenti 
Utilizzando il teorema degli angoli simili Cartesio dice, con rife-
rimento alla seguente figura, 
 
 
 

                                                                                   

 
  
 
. . . sia per esempio BA l'unità: se bisogna moltiplicare BD 
per BC devo soltanto aggiungere i punti A e C, poi tracciare 
DE parallela a CA, e BE è il risultato di questa moltiplicazio-
ne.  
 
In altre parole si considerino due rette distinte per il punto B e 
due punti D e C su tali rette in modo che BD sia uguale a d e BC 
sia uguale a c.  Sia inoltre A un punto della retta per B e D tale 

B 

C 

E 

A D 



Cap. 2: Crisi della geometria euclidea 66 

  
che BA sia unitario. Si tracci infine la parallela a AC per D e si 
denoti con E il punto di intersezione con la retta per B e C. Allora 
per la similitudine dei triangoli CBA e EBD risulterà che 1 : BD = 
BC : BE. In conclusione BE è il prodotto cercato.  
 
Esercizio. Calcolare il prodotto di 3 per 5 in modo grafico (cioè 
utilizzando riga e compasso). 
 
La stessa costruzione, quando si siano dati BE ed BD, vale per la 
divisione. 
 

. . . Se invece bisogna dividere BE per BD, avendo unito i 
punti E e D, traccio AC parallela a DE e BC è il prodotto di 
questa divisione. 

 

Cioè, se si deve dividere il segmento d per il segmento c, allora 
basta fissare un punto E in modo che BE sia uguale a d ed un 
punto D in modo che BD sia uguale a c. Tracciata allora la retta 
per A parallela ad ED, chiamo con C il punto di intersezione con 
la retta per B ed E. Il segmento BC è il risultato della divisione 
come si ricava dalla proporzione 1 : BD = BC : BE. 
 

Esercizio. Calcolare 6/3 in modo grafico. 
 

 Anche nel caso di estrazione di radice quadrata abbiamo che il 
problema si traduce nello stabilire una opportuna proporzione.  
 

                                      I 
 
                            
 
 
 
                       F                           G        K                          H 
 

. . . Se bisogna estrarre la radice quadrata di GH, aggiungo in 
linea retta FG, che è l'unità, e dividendo FH in due parti uguali 
nel punto K, dal centro K traccio (la semicirconferenza) FIH, poi 
innalzando dal punto G una linea retta fino ad I ad angoli retti 
su FH, GI è la radice cercata. 
 
Il fatto che IG sia il segmento cercato è giustificato dal seguente 
teorema. 

ϕ 

ϕ’ γ 
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Teorema 5.1. La misura del segmento GI è la radice quadrata 
della misura del segmento GH.  
 
Dim. Da notare che per un teorema della geometria euclidea 
l’angolo in I è retto.2  Per il secondo teorema di Euclide l’altezza 
di un triangolo rettangolo è media proporzionale delle proiezioni 
dei cateti. Pertanto vale la seguente proporzione 

FG : GI = GI : GH. 
Poiché il prodotto dei medi è uguale al prodotto degli estremi,  

FG⋅GH = GI 2 

e quindi, essendo FG = 1, HG = GI2. Se si vuole poi dimostrare 
tale teorema, è sufficiente mostrare che sono simili i due triangoli 
FGI e IGH. Ora per mostrare che due triangoli rettangoli sono 
simili  è sufficiente provare che hanno un angolo uguale. Ma ciò 
non è difficile perché essendo la somma degli angoli di un trian-
golo un angolo piatto, ϕ = 180-90-γ = 90-γ ed essendo il triango-
lo retto in I , risulta che ϕ’  = 90-γ. Pertanto ϕ = ϕ’. � 
 
Ad esempio se voglio trovare graficamente la radice 9 allora ap-
plico la seguente procedura: 
 1. Traccio un segmento GH di lunghezza 9 
 2. Prolungo a sinistra tale segmento con un segmento FG di 
lunghezza 1 
 3. Trovo il punto medio K del segmento FH 
 4. Traccio la circonferenza di centro K e diametro FH = 10 
 5. Alzo la perpendicolare dal punto G 
Il segmento GI misurerà esattamente 3, cioè la radice di 9. 
 
Esercizio. Trovare la radice di 7 in maniera grafica utilizzando 
cioè un righello ed un compasso. 
 
 

6. Il “Discorso sul Metodo”   
Il calcolo dei segmenti era alla base del metodo proposto da Car-
tesio, tuttavia si deve sottolineare che quello che Cartesio propo-
neva era una riduzione della geometria ai suoi elementi più sem-
plici, i segmenti, e non una riduzione della geometria a manipo-

                                                           
2 Il teorema dice che l’angolo al vertice è la metà dell’angolo al centro. 
Ne segue che il nostro angolo è la metà di un angolo piatto. 
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lazione algebrica di numeri come avviene attualmente nella geo-
metria analitica.3 
 

Tutti i problemi della geometria si possono facilmente ridurre 
a tali termini che in seguito per costruirli basta conoscere la 
lunghezza di alcune rette. 

 

Tali elementi semplici si possono manipolare con operazioni si-
mili a quelle dell'aritmetica e pertanto è più corretto dire che con 
Cartesio si ha una algebrizzazione della geometria che pone la 
nozione di operazione alla base di tutto. 
 D'altra parte in Cartesio non vi era solo l'esigenza di ridurre 
la geometria a calcolo (di segmenti). Altrettanto importante era il 
processo inverso che consiste nella possibilità di interpretare ogni 
discorso algebrico in termini geometrici. In altre parole egli pen-
sava si dovesse  
- da un lato liberare la geometria dal ricorso obbligato alle figure 
che affaticavano inutilmente l'immaginazione 
- da un altro lato dare significato alle operazioni dell'algebra per 
mezzo di una interpretazione geometrica. 
 

Quanto poi all'analisi degli antichi e all'algebra dei moderni . 
. . , la prima è sempre siffattamente legata alla considerazione 
delle figure, che essa non può esercitare l'intelligenza senza 
affaticare di molto l'immaginazione; e, nella seconda, ci si è 
talmente assoggettati a certe regole e a certe cifre, che se ne è 
fatta un'arte confusa ed oscura, la quale tiene imbarazzato lo 
spirito, invece di (essere) una scienza che lo coltivi. 

 

Scopo dichiarato di Cartesio è la ricerca di un metodo generale in 
contrasto con il modo frammentario con cui procedevano i greci 
antichi quando si trattava di trovare una dimostrazione o di risol-
vere un problema. Se infatti è certamente un merito dei greci il 
fatto che ogni dimostrazione sia rigorosamente controllabile nei 
sui singoli passaggi, niente viene detto da essi circa il metodo che 
si dovrebbe seguire per poter trovare nuovi teoremi e dimostra-
zioni. Pertanto restiamo disarmati di fronte ad ogni problema 
                                                           
3La geometria analitica intesa come completa riduzione al calcolo nume-
rico non era possibile in quanto nel 1600 non era stata ancora data una 
definizione di numero reale svincolata dall’intuizione del continuo (bi-
sognerà aspettare per questo la fine del 1800).    
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nuovo che si presenta e dobbiamo ogni volta procedere per tenta-
tivi. 
Il metodo proposto da Cartesio per la geometria consisteva 
  
 - nell'indicare con lettere i dati e le incognite di un problema 

geometrico 
 - di tradurre le informazioni disponibili in equazioni 
 - nel semplificare, tramite calcoli algebrici, le equazioni quan-

to più possibile 
 - nel risolvere le equazioni risultanti da tale semplificazione in 

termini geometrici. 
 
Pertanto abbiamo un passaggio del tipo  
 Geometria → Algebra → Geometria  
piuttosto che un annullamento della geometria. Ad esempio dopo 
aver tradotto un problema geometrico in una equazione di secon-
do grado era opportuno semplificare al massimo tale equazione. 
Giunti però alla forma più semplice possibile la risoluzione della 
equazione finale doveva essere di tipo grafico. Pertanto la risolu-
zione grafica (detta costruzione) di semplici equazioni di secondo 
grado, in particolare il calcolo grafico di una radice quadrata, era 
un elemento essenziale della teoria di Cartesio. 
Ecco che cosa dice Cartesio nella sua Geometria 
 

Così, volendo risolvere qualsiasi problema, si deve innanzi 
tutto considerarlo come risolto, e si devono dare dei nomi a 
tutte le linee che sembrano necessarie per la sua costruzione, 
sia quelle ignote, sia alle altre. Poi, senza fare alcuna diffe-
renza tra queste linee, note ed ignote, bisogna affrontare le 
difficoltà secondo l'ordine che mostra nella maniera più natu-
rale in che modo tali linee siano in rapporto tra loro, fino a 
che non si sia trovato modo di esprimere una medesima quan-
tità in due maniere diverse: ciò si chiama un'equazione (in 
una sola incognita) poiché i termini di una di queste due e-
spressioni sono uguali a quelli dell'altra. 

 
 Si noti che Cartesio tratta prevalentemente problemi che si tra-
ducono in una equazione ad una sola incognita e che l'idea di 
luogo geometrico, insieme dei punti le cui coordinate verificano 
una equazione a due variabili, non è presente nella sua opera se 
non in modo saltuario.   
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 Concludiamo questo paragrafo sottolineando che le teorie 
matematiche di Cartesio erano strettamente legate al suo sistema 
filosofico più generale. Basti pensare che il suo libro La Geome-
tria non venne pubblicato come un trattato a sé stante ma come 
una delle tre appendici del "Discorso sul metodo"  il cui titolo 
completo è "Discorso sul metodo per ben condurre la propria 
ragione e cercare la verità nelle scienze" e che tali appendici a-
vevano appunto il ruolo di illustrare il suo metodo filosofico ge-
nerale. I precetti fondamentali di tale metodo erano: 
 
 - Il precetto dell'evidenza; 
 - Il precetto dell'analisi; 
 - Il precetto della sintesi; 
 - Il precetto del computo completo. 
 

Ed il primo era, di non accettare cosa alcuna per vera quando 
non la riconoscessi evidentemente per tale: cioè, di evitare 
studiatamente la precipitazione e la prevenzione; e di non ac-
cogliere nei miei giudizi nulla di più di ciò che si presentasse 
sì chiaramente e sì distintamente al mio spirito da non poter 
aver motivo alcuno di metterlo in dubbio. 
Il secondo, di dividere ogni difficoltà, ch'io esaminassi, in 
parti elementari fino al limite del possibile e quanto sarebbe 
richiesto per trovarne la migliore soluzione. 
Il terzo, di condurre per ordine i miei pensieri, cominciando 
dagli oggetti più semplici e più facili da conoscer, per salire a 
poco a poco e come per gradi alla conoscenza dei più com-
plessi . . . 
E l'ultimo, di fare, in ogni argomento, enumerazioni così 
complete e verifiche così generali da essere sicuro di nulla 
omettere.  

 

 
7. La “costruzione” delle radici di una equazione 
Per illustrare il fatto che l'approccio cartesiano non è volto alla 
sola "traduzione" di ogni problema geometrico in problema alge-
brico, esaminiamo come ai tempi di Cartesio si usava trasformare 
un problema algebrico in uno geometrico. Consideriamo ad e-
sempio l'equazione di quarto grado 
   x4-x3-3x2-4 = 0. (7.1) 
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Possiamo tentare di abbassare il grado di questa equazione po-
nendo y = x2 e poi sostituendo al posto di x2 la variabile y. In tale 
modo si ottiene il sistema di due equazioni di secondo grado 

y2-xy-3y-4 = 0   ;    y = x2. 
di cui (7.1) è la risultante. Poiché ciascuna equazione può essere 
vista come l'equazione di una conica, ciò significa che:  

è possibile "costruire" le soluzioni di una equazione di quarto 
grado intersecando due opportune coniche.  

Più precisamente dobbiamo disegnare le due coniche, intersecarle 
e poi andare a vedere le ascisse dei punti di intersezione. È il pro-
cesso inverso a quello a cui siamo abituati: quello per cui, doven-
do trovare i punti di intersezione di due coniche, scriviamo il si-
stema delle relative equazioni, troviamo l'equazione risultante e 
poi risolviamo tale equazione con qualche formula. Poiché la ri-
soluzione di una equazione di quarto grado è un problema com-
plicato, lo si traduce nel più semplice problema (grafico) di inter-
secare due coniche. In questo modo si capisce anche perché, in 
generale, una equazione di quarto grado ha quattro soluzioni. 
 Naturalmente se invece della semplice sostituzione y = x2 si 
utilizza qualche parametro, allora è possibile ottenere altri tipi di 
coniche.  Ad esempio se si pone  

y = x2+λx+µ 
 allora elevando al quadrato entrambi i membri dell’equazione si 
ottiene 

y2 = x4+λ2x2+µ2+2λx3+2µ x2+2λµx. 
 Da tale equazione si ricava che  x4  = y2 -λ2x2-µ2-2λx3-2µ x2-
2λµx e sostituendo in (7.1) si ottiene x4-x3-3x2-4 = 0. 

y2-(2λ+1)x3-(2µ+λ2+3)x2-2λµx-µ2-4 = 0. 
Ponendo λ = -1/2 eliminiamo x3, ed otteniamo 

y2-(2µ+13/4)x2+µx-µ2-4 = 0. 
Possiamo ora scegliere il parametro µ in modo opportuno. Ad e-
sempio se scegliamo µ in modo che 2µ+13/4 = 0, cioè µ = -13/8 
tale equazione diventa l'equazione di una parabola. Se scegliamo 
µ in modo che 2µ+13/4=-1, tale equazione diventa quella di un 
cerchio. In definitiva possiamo ottenere le radici dell'equazione 
(7.1) sia intersecando due parabole, sia intersecando una parabola 
con un cerchio. 
 Quanto fatto per l’equazione (7.1) può essere fatto per ogni 
equazione di quarto grado. 
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Proposizione 7.1. Le radici di una equazione di quarto grado 
possono essere trovate considerando le ascisse dei punti di inter-
sezione di una parabola fissata e di una iperbole che dipende dal-
la equazione data. 
 
Dim. Data l’equazione x4+ax3+bx2+cx+d = 0, poniamo y = x2. Si 
ottiene y2+axy+by+cx+d=0 e quindi l’equazione di quarto grado 
è la risultante dell’equazione y = x2 di una parabola e 
dell’equazione y(y+ax)+by+cx+d = 0 di una iperbole. 
 
 Nel caso di equazione di terzo grado le cose sono ancora più 
semplici. Ad esempio consideriamo l’equazione 

x3-2x2+x-1 = 0. 
Posto y = x2 si ottiene che tale equazione è la risultante delle e-
quazioni 

xy-2y+x-1 = 0    ;   y = x2, 
che rappresentano una iperbole ed una parabola. 
 Da notare che il disegno delle coniche veniva fatto con 
“macchine” che tracciavano le curve in modo meccanico allo 
stesso modo come un compasso traccia un cerchio. Ad esempio 
in un bel sito sulle “macchine matematiche”4 viene riportata la 
seguente macchina per tracciare parabole: 
 

  
 
 
  

                                                           
4 Si veda http://www.museo.unimo.it/theatrum/macchine/_00lab.htm. 
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8. Aritmetizzazione della geometria: la sparizione delle figure 
 

“Il lettore non troverà figure in questo 
lavoro. I metodi che esporrò non richie-
dono costruzioni né geometriche né mec-
caniche, ma solamente operazioni alge-
briche, soggette a una procedura regola-
re e uniforme.” Jean Louis Lagrange, 
Mécanique Analytique 

 
Se si considera l'importanza che la geometria di Euclide aveva 
avuto nella cultura dei greci ed in quella successiva, ci si rende 
conto di quanto fosse un evento rivoluzionario e sorprendente la 
scoperta delle geometrie non euclidee. I pensatori precedenti a-
vevano costantemente ritenuto che vi fosse una sola geometria 
vera e che le sue leggi fossero necessariamente quelle di Euclide. 
Inoltre il modo di procedere geometrico era sempre stato visto 
come un modello a cui ispirarsi in tutti gli altri campi del sapere. 
L'apparire di tali nuove geometrie confutava queste convinzioni 
perché se più teorie dello spazio contrastanti tra loro sono logi-
camente possibili e se solo una di queste poteva essere vera, allo-
ra la geometria, e più in generale la matematica non poteva più 
essere considerata lo strumento per giungere alla verità.  
 D’altra parte il mettere in discussione il ruolo centrale ed as-
soluto della geometria faceva nascere in modo sempre più pres-
sante l'esigenza di trovare una nuova base alla matematica. Si de-
ve anche tenere conto che era necessario inquadrare anche la 
nuova matematica nata dai metodi infinitari del calcolo differen-
ziale.  
 I passi di una tale nuova fondazione della matematica consi-
stirono essenzialmente: 
 a) nell'aritmetizzazione della geometria e dell'analisi, 
 b) nella teoria degli insiemi di G. Cantor. 
Abbiamo già visto che con Cartesio la geometria era stata ridotta 
ad un calcolo dei segmenti e quindi, in un certo senso, ridotta 
all'algebra. Per poter fare completamente a meno della geometria 
era allora necessario un ulteriore passo: sostituire al calcolo dei 
segmenti un calcolo numerico che si fondasse su di una defini-
zione di numero reale completamente indipendente dall'intuizio-
ne geometrica.  



Cap. 2: Crisi della geometria euclidea 74 

  
 Nel prossimo capitolo mostreremo come ciò sia possibile 
definendo prima i numeri naturali, poi gli interi relativi, poi i ra-
zionali ed infine i reali. In questo paragrafo daremo per scontata 
la conoscenza dei numeri reali e mostreremo come tali numeri 
siano sufficienti a definire le nozioni geometriche. Infatti, come è 
noto, con lo sviluppo della geometria analitica, la geometria di-
verrà un capitolo dell’algebra lineare sul campo dei numeri reali.   
 
Teorema 8.1. Sia R l’insieme dei numeri reali, chiamiamo piano 
euclideo il prodotto cartesiano R×R, e punti i suoi elementi. Inol-
tre chiamiamo retta un insieme di punti che verifichi una equa-
zione lineare del tipo ax+by+c = 0. Allora la struttura ottenuta in 
tale modo verifica tutti gli assiomi della geometria euclidea. 
 
Dim. Proviamo ad esempio che per due punti distinti (x0,y0) e 
(x1,y1) passa una ed una sola retta. Tale problema si traduce in 
quello di trovare a, b, c (non tutti nulli) tali che 
 ax0+by0 +c = 0 
 ax1+by1 +c = 0 
Si tratta di un sistema omogeneo di due equazioni nelle incognite 
a, b e c e dalla teoria dei sistemi lineari si sa che se i due punti 
sono diversi tra loro tale sistema ammette infinite soluzioni e che 
due diverse soluzioni sono proporzionali tra loro. Ne segue che 
tutte queste soluzioni rappresentano una stessa retta e ciò prova 
l’esistenza e l’unicità della retta per  (x0, y0) e (x1, y1). Più in ge-
nerale, possiamo dire che il passaggio per un punto è una condi-
zione lineare omogenea e che quindi la retta che passa per due 
punti prefissati distinti si trova imponendo due condizioni lineari 
omogenee. Da ciò segue l’esistenza e l’unicità di tale retta.  
 In modo analogo possiamo provare poi il quinto postulato. 
Si tratta di verificare che dato un punto P = (x,y) ed una retta r, 
che supponiamo di equazione ax+by+c= 0, allora esiste una ed 
una sola retta passante per (x,y) e parallela ad r.  Ma anche il pa-
rallelismo è una condizione lineare omogenea poiché una retta r’  
con coefficienti a’ e b’ è parallela ad r se e solo se ab’-a’b = 0. 
Pertanto esiste ed è unica la retta per P parallela ad r. In modo 
altrettanto semplice si dimostrano i rimanenti assiomi. � 
 
Un processo di riduzione al calcolo dei numeri reali è stato poi 
fatto anche per quanto riguarda l’analisi matematica. Infatti na-
scono le attuali definizioni di limite, derivata, funzione continua 
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che fino alla prima metà dell’ottocento si basavano sulla intui-
zione del continuo geometrico. In definitiva si attua quello che 
viene a volte chiamato “processo di aritmetizzazione della ma-
tematica” in cui tutto viene ridotto ai numeri reali. Poiché i nu-
meri reali si possono definire a partire dagli interi, riappare  l'an-
tica idea della scuola Pitagorica per cui tutto è riconducibile ai 
numeri interi. 
 
 

9. Intuizione geometrica e falsi teoremi euclidei 
Le dimostrazioni presenti nei libri di Euclide sono sempre molto 
belle ed intuitive. Infatti in esse sono sempre presenti sia il rigore 
logico della deduzione sia l’interpretazione intuitiva dei singoli 
passi di tale deduzione. Tuttavia a volte l’intuizione geometrica 
trae in inganno (come abbiamo già visto nel caso della equi-
scomponibilità) ed in questo paragrafo mostro alcuni esempi. Nel 
seguito riporto la dimostrazione, di tipo euclideo, del fatto che 5 
= 0. Non so chi l’abbia inventata in quanto mi è stata raccontata 
da un collega a cui è stata raccontata da un altro collega . . . La-
scio a chi legge il compito non facile di trovare dove è l’errore.  
 
Teorema 9.1. Il numero 5 è uguale al numero 0. 
 
Dim. Tracciamo un segmento DC ed alziamo da D un segmento 
AD perpendicolare a DC. Alziamo da C un segmento di uguale 
lunghezza che faccia un angolo di 95 gradi col segmento CD. Ot-
teniamo un quadrilatero di vertici A, B, C, D. Tracciamo ora 
l’asse di DC (dal punto medio M di DC) e l’asse di AB (dal punto 
medio M’ di AB). Poiché DC non è parallelo ad AB i due assi non 
sono paralleli tra di loro e pertanto si incontrano in un punto H. 
Si vengono pertanto a formare due triangoli AHD e BHC che ri-
sultano uguali. Infatti AD è uguale a BC per costruzione, AH = 
HB perché il triangolo AHB è isoscele, DH = CH perché il trian-
golo DHC è isoscele. Dal fatto che AHD sia uguale a BHC  com-

porta che l’angolo HDA ˆ  sia uguale all’angolo BCH ˆ . Essendo il 

triangolo DHC isoscele, risulta anche che HCDCDH ˆˆ = . In de-
finitiva possiamo concludere che  

 CDA ˆ = HDA ˆ + CDH ˆ  = BCH ˆ + BCDCDH ˆˆ =  
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e quindi che 90 = 95. Sottraendo 90 si ottiene che 0 = 5. � 
 
Corollario 9.2. Io sono l’uomo più bello, più intelligente, più 
simpatico del mondo, inoltre sono anche il più grande matemati-
co che sia mai esistito. 
 
Dim. Se consideriamo l’insieme costituito da me, dall’uomo più 
bello, dall’uomo più intelligente, dall’uomo più simpatico e dal 
più grande matematico che sia mai esistito arriviamo ad un in-
sieme X con 5 elementi. Poiché abbiamo dimostrato che 5 = 1, X 
ha un solo elemento e quindi tutte le persone che ho elencato 
prima sono in realtà una unica persona. Ciò prova il corollario5.  
 
Un altro falso teorema (in cui viene fatto un errore simile a quello 
del teorema ora esposto) è il seguente. 
 
Teorema 9.3. Tutti i triangoli sono isosceli.  
 
Dim. Consideriamo un triangolo di vertici A, B,  C i suoi vertici e 
con M il punto medio del segmento BC. Alziamo da M la perpen-

                                                           
5 Questa dimostrazione è un ovvio adattamento di una dimostrazione 
che si racconta abbia fatto Bertrand Russell. Pare a Russell sia stato 
chiesto come possa essere accettata una cosa tanto strana per cui a parti-
re da una asserzione falsa possa essere dimostrata qualsiasi altra asser-
zione e che per sfida gli sia stato chiesto come da 2=1 si possa dimostra-
re, ad esempio, che Russell è Dio. La risposta di Russell fu appunto che 
essendo Russell e Dio due cose distinte ed essendo 2 =1, allora Russell 
non poteva che essere uguale a Dio.   
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dicolare a BC e da A la bisettrice dell’angolo in A. Due sono i ca-
si: che le due rette si incontrino in un punto o che siano parallele 
(si vedano le figure affianco). Nel primo caso indichiamo con F il 
punto di incontro e, dopo avere tracciato i segmenti FB ed FC, a 
partire da F tracciamo le perpendicolari FG e FH ad AC e AB. I 
due triangoli AHF e AFG sono uguali in quanto sono rettangoli, 
hanno un lato in comune e, essendo la retta AF la bisettrice, 
l’angolo HAF è uguale all’angolo FAG. D’altra parte i due trian-
goli BFM e MFC sono uguali in quanto rettangoli con BM = MC 
ed il lato MF in comune. Ne segue che essendo BF = FC e HF = 
FG i due triangoli rettangoli BHF e FCG sono uguali. Conclu-
dendo AB = BH+HA = CG+AG =AC e quindi ABC è isoscele. 

Consideriamo ora il caso in cui la bisettrice e l’asse BC non si 
 incontrano.  

Allora le due rette sono parallele e quindi la bisettrice risulta per-
pendicolare a BC. Ne segue che i due triangoli rettangoli BDA e 
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ADC avendo un lato in comune ed i due angoli in A uguali sono 
uguali. Pertanto BA = AC.  � 
 
 Ora mostro un esempio di coppia di figure che sembrerebbero 
equiscomponibili ma non lo sono. 
 
Proposizione 9.4. (Paradosso della scomposizione del quadra-
to). E’ possibile scomporre un quadrato di area 576 ed ottenere 
un rettangolo di area 585. 
 
Dim. Costruiamo un quadrato di lato uguale a 24 e tagliamolo in 
due rettangoli di lati 24 e 9 e 24 e 15. Tagliamo il rettangolo pic-
colo in due triangoli rettangoli di cateti 9 e 24 ed il rettangolo 
grande in due trapezi rettangoli di cateti 15 e 9 e di ipotenusa u-
guale a 15. Ricomponiamo poi tali pezzi in modo da ottenere il 
rettangolo dato in figura di lati 15 e 39 (si vedano le figure). Per 
costruzione il quadrato ed il rettangolo sono equiscomponibili. 
 

 
Inoltre l’area del quadrato è uguale a 24×24 = 576, l’area del ret-
tangolo risulta uguale a 15×39 = 585.6 � 
 
 

                                                           
6 Chi non fosse convinto dei disegni può provare a fare esperi-
menti con un foglio di carta quadrettato ed un paio di forbici. 
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 CAPITOLO 3 
DEFINIRE I NUMERI 

 
Dio creò i numeri naturali, tutto 
il resto è opera dell'uomo. 
Leopold Kronecker (1823-1891)  
 

1. Un punto di partenza: terne di Peano 
In questo capitolo vogliamo mostrare come sia possibile definire 
i numeri, ed in particolare i numeri reali i quali, come abbiamo 
già osservato nel capitolo precedente, possono essere considerati 
la base su cui fondare una buona parte della matematica.1 Co-
minciamo con i numeri naturali, cioè gli interi positivi 0, 1, 2, ... 
Tali numeri costituiscono una nozione tanto immediata che pro-
babilmente pretendere di definirla, quindi di ridurla a termini più 
semplici, non ha molto senso. Tuttavia lo sforzo di definirli ha il 
vantaggio di mettere in rilievo le proprietà essenziali di tali nu-
meri. Il sistema comunemente accettato è quello dovuto a Dede-
kind ed a Peano che assiomatizzano l’idea intuitiva per cui l'in-
sieme dei numeri naturali  è il frutto del “processo di aggiungere 
un nuovo elemento ad un elemento dato” e quindi di “successi-
vo” (si veda il raccontino di Zavattini alla fine del capitolo).  
 
Definizione 1.1. Consideriamo una struttura algebrica (S, s, z0) 
con s operazione 1-aria ed z0∈S elemento designato. Diciamo 
che tale struttura è una terna di Peano se sono verificati i se-
guenti assiomi: 

P1   s : S → S è una funzione iniettiva 
P2  z0 ∉s(S), cioè z0 non è il successivo di nessun elemento  
P3   per ogni sottoinsieme D di S  
            z0∈D e s(D) ⊆ D ⇒ D = S.2  
 

                                                           
1 A tale scopo utilizzeremo alcune nozioni elementari di teoria degli in-
siemi e relative alle strutture algebriche, argomenti che supporremo già 
noti al lettore ma che comunque saranno esposti nei prossimi capitoli. 
2 Da notare che tale teoria è espressa “al secondo ordine”. Ciò significa 
che si utilizza un linguaggio in cui si applica un quantificatore (“per 
ogni”) a sottoinsiemi D di S. In logica matematica, come vedremo, 
normalmente si considerano invece teorie “del primo ordine” in cui è 
possibile quantificare solo su elementi di S. Esiste pertanto anche una 
teoria del primo ordine delle terne di Peano che vedremo nel seguito.  
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La funzione s : S→S viene chiamata funzione-successore, l'ele-
mento z0 viene chiamato elemento nullo, s(x) il  successivo di x. 
L’assioma P3 è quello più importante e prende il nome di princi-
pio di induzione matematica. P3 può anche essere scritto al mo-
do seguente: 

((z0∈ X) e (x ∈X ⇒ s(x)∈X)) ⇒ X = S. 
 Quando si propone una teoria si deve anche provare che ne 
esiste almeno un modello. In caso contrario la teoria parlerebbe 
del nulla. Pertanto dovremmo provare che esiste almeno una ter-
na di Peano, cosa che faremo in seguito. Non è difficile trovare 
comunque esempi “concreti” di terne di Peano, per meglio dire 
esempi di esperienze da cui sia possibile far nascere la nozione di 
terna di Peano tramite un opportuno processo di astrazione. Ne 
esponiamo due. 
  
Terne di Peano e tacche di legno: Sicuramente uno dei sistemi 
utilizzati dagli uomini primitivi per contare le pecore di un greg-
ge è quello di mettere delle tacche su di un pezzo di legno o su di 
un osso. Questo suggerisce che l'insieme delle possibili tacche su 
un pezzo di legno costituisce un esempio di terna di Peano. In 
tale caso un pezzo di legno senza tacche rappresenta il primo e-
lemento, l'operazione di aggiungere una tacca è l'operazione suc-
cessore. Per maggiore precisione dobbiamo identificare due pez-
zi di legno che abbiano la stessa quantità di tacche come rappre-
sentativi dello stesso numero.  
 
Terne di Peano e sassolini: Un altro mezzo per contare è quello 
di utilizzare sassolini. Consideriamo ad esempio recipienti con-
tenenti sassolini. Un recipiente vuoto corrisponde allo zero. 
L’operazione di aggiungere un sassolino ad un recipiente corri-
sponde all’operazione di successivo. 
 
 Naturalmente tali esempi non sono di tipo matematico e se 
volessimo essere più rigorosi dovremmo procedere a qualche 
forma di “idealizzazione”. Ad esempio nel caso dei pezzi di le-
gno con tacche si deve immaginare che esistano infiniti possibili 
pezzi di legno, almeno uno per ogni possibile sequenza di tacche. 
Inoltre se due pezzi di legno hanno tre tacche, allora devono es-
sere considerati equivalenti, cioè rappresentativi di un solo “og-
getto ideale” (il numero 3).  
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  E’ anche interessante far vedere che molte strutture che i ma-
tematici utilizzano usualmente non sono terne di Peano: ecco al-
cuni esempi.3  
 Sia Z  l’insieme degli interi relativi, allora (Z,s,0), dove s(x) = 
x+1 non è una terna di Peano. Infatti l’assioma P2 non vale in 
quanto 0 è il successore di -1. Inoltre non vale nemmeno P3. In-
fatti l’insieme D degli interi maggiori o uguali a zero pur verifi-
cando le due condizioni 0∈D e D ⊆s(D) non coincide con Z. 
 Sia R+ l’insieme dei reali maggiori o uguali a zero, allora 
(R+,s,0) non è una terna di Peano. Infatti anche se gli assiomi P1 
e P2 sono soddisfatti P3 non è soddisfatto. 
 Sia Z/m l’insieme degli interi modulo m e consideriamo la 
struttura (Z/m, s, [0]) dove s([x]) = [x]+[1] = [x+1]. E’ evidente 
che P3 è verificata, tuttavia P2 non vale in quanto [0] è successo-
re di [m-1]. Questo mostra che (Z/m, s, [0]) non è una terna di 
Peano. 
 
Problema: Esiste una terna di Peano con 5 elementi ? 
Problema. Dimostrare che (R+,s,0) non è una terna di Peano for-
nendo almeno due esempi di insieme per cui non vale il principio 
di induzione. 
Problema. Consideriamo la struttura (N0, s, z0) con N0 insieme 
dei numeri naturali, z0 = 0 ed s definita dal porre s(n) = 2n+1. 
Dire se tale struttura è una terna di Peano. 
Esercizio. Consideriamo la struttura (D, s, z0) con D insieme dei 
numeri naturali dispari, z0 = 0 ed s definita dal porre s(n) = n+2. 
Dire se tale struttura è una terna di Peano. 
Esercizio. Consideriamo la struttura (S,s, z0) con S insieme dei 
numeri naturali maggiori o uguali a 5, z0 = 5 e porre s(n) = n+1. 
Dire se tale struttura è una terna di Peano. 
Esercizio. Sappiamo che il prodotto diretto di due gruppi è un 
gruppo e lo stesso si può dire per gli anelli o per i reticoli. Consi-
deriamo il prodotto diretto di una terna di Peano (P,s, z0) per se 

                                                           
3 Dare tali esempi sarebbe scorretto da un punto di vista metodologico. 
Infatti se stiamo “fondando” la matematica non possiamo riferirci ad 
esempi che attingono da una matematica non ancora fondata. La scorret-
tezza è solo apparente in quanto il ruolo di tali esempi è didattico (attin-
gere ad una intuizione già esistente) e non matematico. D’altra parte che 
senso avrebbe l’impresa di “fondare la matematica” se non si avesse in 
mente già una idea dell’oggetto-matematica ? 
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stessa, cioè la struttura (P×P,s,(z0,z0)) definita ponendo s((x,y)) = 
(s(x),s(y)). Dire se tale struttura è ancora una terna di Peano. 
 
 

2. Principio di induzione 
In una terna di Peano è possibile effettuare due cose di particola-
re importanza: le dimostrazioni tramite il principio di induzione e 
le definizioni per ricorsione. 
 
Proposizione 2.1 (Principio di induzione4). Supponiamo che 
una proprietà P sia definita in una terna di Peano (S,s,z0) e che P 
verifichi le due seguenti affermazioni: 
 1. P è verificata da z0  
 2. se P è verificata da x allora è verificata da s(x) 
allora è possibile concludere che 
  P è verificata per ogni x∈S. 
 
Dim. Sia D l’insieme degli elementi che verificano P, allora D 
contiene z0 ed è tale che s(D) ⊆ D. Pertanto tale insieme coincide 
con S e ciò prova che P è verificata per ogni x∈S. � 
 
L’applicazione del principio di induzione può essere visualizzata 
al modo seguente. Consideriamo la seguente figura in cui i pezzi 
del gioco domino sono poggiati su di un tavolo (infinito) uno do-
po l’altro: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Indichiamo il primo pezzo della fila con z0. Vale la regola che se 
un pezzo cade (a destra) allora il pezzo successivo cade.  

                                                           
4 Non bisogna confondere tale principio, che appartiene alla matemati-
ca, con il principio di induzione in fisica.  In fisica il principio di indu-
zione è quello che permette di passare da una serie di esperimenti alla 
formulazione di una teoria. Ad esempio, poiché in tutte le nostre espe-
rienze passate un corpo libero cade verso la terra, possiamo formulare la 
teoria che per ogni corpo x, se x è libero allora x cadrà verso la terra.  

z0 
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∀xCade(x)→Cade(s(x)) 
poi supponiamo che valga 

Cade(z0) 
Allora vale ∀xCade(x), cioè tutti i pezzi cadono. 
 
Esempio. Dimostriamo per induzione che per ogni n∈N, 2n>0. 
Infatti la diseguaglianza è vera per n = 0. Supposta vera per n, 
supposto cioè che 2n>0, risulta che 2⋅2n > 2⋅0 = 0 e quindi che la 
diseguaglianza è vera per n+1. Pertanto la diseguaglianza vale 
per ogni n∈N.   
 
Esempio. Supponiamo di voler dimostrare la seguente asserzio-
ne 

“la somma dei primi n numeri è uguale a n⋅(n+1)/2“ 
Per n = 1 l’asserzione è vera. Supponiamo che l’asserzione sia 
vera per n. Allora la somma dei primi n+1 numeri è n⋅(n+1)/2 
+(n+1) = (n⋅(n+1) +2⋅(n+1))/2 = (n+1)⋅(n+2)/2. In definitiva se 
l’asserzione è vera per n è vera anche per n+1. Per il principio di 
induzione l’asserzione è vera per ogni n. 
 
Falsa dimostrazione: Trovare l’errore nella dimostrazione del 
seguente teorema: 
 
Teorema: Tutte le persone hanno la stessa età.5 
 
Dim: Indichiamo con S(n) l’asserzione “in un gruppo di n per-
sone tutte hanno la stessa età”. 
Passo 1: S(1) è ovviamente vera  
Passo 2: Supponiamo che S(n) sia vera: vogliamo provare che 
S(n+1) è vera. Sia G un gruppo con n+1 persone e siano P1 e P2 
due persone del gruppo. Allora, detta P una qualunque persona 
diversa da P1 e P2 in G – {P} esistono n persone e quindi, per 
ipotesi di induzione, in G –{P} tutte le persone hanno la stessa 
età. In particolare P1 ha la stessa età di P2. 

  

                                                           
5 Questa falsa dimostrazione ed il successivo paradosso considerano 
come punto di partenza 1 e non 0 come richiederebbe il principio di in-
duzione. Questo fatto è giustificato da una ovvia estensione di tale prin-
cipio considerata nella proposizione 6.1. 
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Paradosso:  
 
Teorema: Se si accetta che non tutti i mucchi di grano sono 
piccoli allora il principio di induzione è falso.  
 
Dim: E’ ovviamente vero che un mucchio di grano costituito da 
un solo chicco è piccolo. Inoltre se un mucchio di grano è pic-
colo, allora rimane piccolo anche se ci aggiungo un chicco di 
grano. Se indichiamo con P(n) l’asserzione “un mucchio con n 
chicchi è piccolo” queste due verità possono essere rappresen-
tate brevemente al modo seguente 
 1.  P(1) è vera  
 2. per ogni n∈N,  P(n) → P(n+1) è vera. 
Se il principio di induzione fosse valido, allora P(n) dovrebbe 
essere vera per ogni n in contrasto con le ipotesi. 
 
 

3. Definizione per ricorsione 
Il principio di induzione permette di definire “per ricorsione” 
funzioni ed operazioni sui numeri naturali. Ad esempio conside-
riamo la funzione fattoriale che indichiamo con fatt. Di solito ta-
le funzione viene definita dicendo che, per ogni naturale n, 
fatt(n) è il prodotto dei primi n numeri, oppure si scrive fatt(n) = 
1⋅2⋅…⋅n. Un modo più elegante e preciso di definire il fattoriale è 
dire che è l’unica funzione che soddisfa le condizioni 

fatt(0) = 1   ;   fatt(n+1) = fatt(n)⋅(n+1). 
Per fare un altro esempio consideriamo il seguente problema. 
 
Il problema delle strette di mano. Poniamoci il seguente pro-
blema: 

Quante strette di mano devono darsi 3 persone che si incon-
trano in una festa ? 

La risposta è semplice e diretta ed è il numero 3 (3 è abbastanza 
piccolo da permetterci di immaginare direttamente la scena delle 
strette di mano). Passiamo ora alla domanda: 

Quante strette di mano devono darsi 7 persone che si incon-
trano in una festa ? 

Si invita chi legge a dedicare un po’ di tempo a risolvere questo 
problema. Si accorgerà che la risposta richiede un minimo di 
tempo e pazienza. La risposta diventa poi difficile al posto di 7 si 
considera un numero più grande, ad esempio il numero 10.  
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 Paradossalmente è più semplice invece affrontare il problema 
in generale e chiedersi: 

Quante strette di mano devono darsi n persone che si incon-
trano in una festa ? 

Se indichiamo con f(n) tale numero possiamo tentare di calcolare 
i primi valori della funzione f. E’ evidente che f(1) = 0. Infatti in 
un gruppo con una sola persona non possono esserci strette di 
mani. E’ anche facile vedere che f(2) = 1 e che, come abbiamo 
già visto, f(3) = 3 ma già il calcolo di f(4) si presenta un po’ no-
ioso. . .  
Tuttavia un buon matematico dovrebbe accorgersi che l’avere 
calcolato f(3) può essere utilizzato nel calcolo di f(4). Infatti se 
dopo che tre persone si sono strette la mano arriva alla festa una 
nuova persona a tale nuova persona non resta che fare tre strette 
di mano. Quindi f(4) = f(3)+3 = 6. Se poi alle 4 persone si ag-
giunge un nuovo venuto, allora si devono aggiungere ancora 
quattro strette a quelle già fatte. Pertanto f(5) = f(4)+4 = 10. Più 
in generale, per rispondere alla nostra domanda basta calcolare i 
valori della successione 

f(1) = 0, f(2) = f(1)+1 = 1, f(3) = f(2)+2 = 3, f(4) = f(3)+3 = 6,  
f(5) = f(4)+4 = 10, f(6) = f(5)+5 = 15, f(7) = f(6)+6 = 21,  
f(8) = f(7)+7 = 28, f(9) = f(8)+8 = 36, f(10) = f(9)+9 = 45. 

Si osservi che la funzione f è completamente definita dalle due 
equazioni 

f(1) = 0 ;  f(n+1) = f(n)+n 
che mostrano come, similmente a quanto avviene per il fattoriale,  
si possa calcolare il valore di f in un numero in funzione del va-
lore di f in un numero precedente.6  Questi due esempi suggeri-
scono la seguente definizione. 
 
Definizione 3.1. Sia (S,s,z0) una terna di Peano ed  f : S → S una 
funzione. Diciamo che f è definita per ricorsione tramite 
l’elemento c∈S e la funzione h : S2 →S se soddisfa le equazioni: 
  f(z0) = c  ;  f(s(n)) = h(n, f(n)). (3.1) 
  

                                                           
6 E’ facile vedere che f(n) = 1+2+...+n-1, cioè che f(n) è la somma dei 
primi n-1 numeri naturali. Abbiamo già incontrato una funzione simile 
quando abbiamo parlato dei numeri triangolari. Si prova, per induzione 
su n, che f(n) = n⋅(n-1)/2. 
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La prima equazione in (3.1) viene detta "assegnazione iniziale" 
mentre la seconda "schema di ricorsione". Lo schema di ricor-
sione dice che il valore di f in un numero può essere calcolato in 
funzione del valore di f nel precedente di tale numero. Nello 
schema di ricorsione compare la stranezza per cui si definisce 
una cosa utilizzando la cosa stessa, infatti si definisce f  “ricor-
rendo” ad f stesso. Tuttavia si deve osservare che la funzione f a 
destra dello schema viene applicata ad un numero n che è più 
semplice del numero s(n) che compare a sinistra. Pertanto appli-
cando più volte lo schema si finisce con il dovere applicare f al 
valore z0, cosa questa che viene consentita dall’ assegnazione i-
niziale.  
 Fissati c ed h possiamo vedere le due equazioni in (3.1) come 
una “definizione” della funzione f. Tuttavia è necessario stare at-
tenti all’uso dell’espressione “definizione”. Infatti quando defi-
niamo un ente matematico tramite una serie di proprietà allora la 
definizione è corretta solo se esiste un ed un solo ente verificante 
tale proprietà. Ad esempio se, nell’ambito della teoria dei numeri 
reali dico “sia r la radice di -2” ho una definizione non corretta 
poiché non esiste nessuna numero reale che soddisfa tale condi-
zione. Se dico “sia r la radice di 2” ho una definizione non cor-
retta poiché esistono due numeri reali che soddisfano tale condi-
zioni. Una definizione corretta è invece, ad esempio, “sia r la ra-
dice positiva di 2”. Ovviamente anche per la definizione 3.1 si 
pone la stessa questione. Da notare che in ambiti che non sono le 
terne di Peano tale teorema di esistenza e di unicità non è detto 
che valga. Ad esempio vale la seguente proposizione. 
 
Proposizione 3.2. Nell’anello degli interi modulo m non esiste 
nessuna funzione fatt che verifica le equazioni  
  fatt(0) = 1; fatt(x+1) = fatt(x)⋅(x+1)  (3.2).  
Nell’insieme R+ dei numeri reali maggiori o uguali a 0 esistono 
infinite funzioni che verificano tali equazioni.  
 
Dim. Se negli interi modulo m esistesse una tale funzione allora 
dovrebbe essere  
  fatt(0) = fatt(m) = fatt(m-1)⋅m = fatt(m-1)⋅0 = 0 
in contrasto con la condizione fatt(0) = 1. 
 Consideriamo le stesse equazioni in R+, allora è subito visto 
che le due equazioni impongono condizioni solo sui numeri natu-
rali. Questo significa che tutte le funzioni il cui grafico passa per 
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i punti di coordinate (0,1), (1,1), (2,2), (3,6), ...., (n,fatt(n)), ... 
verificano le equazioni (3.2).   � 
 
Nelle terne di Peano invece le cose funzionano bene. 
 
Teorema 3.3. Sia (S,s,z0) una terna di Peano, allora per ogni c∈S  
ed h : S2 → S esiste ed è unica una funzione f definita in tutto S 
che soddisfa le equazioni in (3.1). Tale funzione è totale. 
 
Dim. Per quando riguarda il problema dell’esistenza nella mag-
gior parte dei  testi tale esistenza viene data come fatto ovvio (in 
generale nei testi di informatica). Infatti (3.1) rappresenta un al-
goritmo per effettuare un calcolo e tale algoritmo fornisce un 
output per ogni possibile input. D’altra parte sembra naturale ac-
cettare che se esiste un algoritmo esiste anche la funzione corri-
spondente. Abbiamo visto tuttavia che tale esistenza non è veri-
ficata se ci si riferisce agli interi modulo m e che quindi le cose 
sono meno semplici di come appare. Pertanto in molti testi si 
sente il bisogno di effettuare una dimostrazione di tale esistenza 
(in generale nei testi di algebra). Accenno solo a come si do-
vrebbe procedere. Si considera la classe C di tutte le relazioni bi-
narie ℜ in S che soddisfano la seconda equazione in (3.1), cioè 
tali che 
  (n, m)∈ ℜ ⇒ (s(n), h(n,m)) ∈ℜ. (3.3) 
Tale classe è non vuota in quanto la relazione totale ℜ=S×S veri-
fica (3.3). Inoltre C consituisce un sistema di chiusura e quindi 
possiamo considerare la relazione ℜ generata dalla coppia (z0,c).7 
Si prova (cosa alquanto noiosa) che tale relazione è una funzione 
ovunque definita che è, appunto, la funzione di cui si vuole pro-
vare l’esistenza. 
 Per provare esplicitamente che tale funzione è ovunque defi-
nita basta osservare che per la prima equazione f è definita in z0 e 
che, per la seconda equazione, se f è definita in n allora è definita 
anche in s(n). Per il principio di induzione ciò significa che f è 
definita per ogni n. Per provare l’unicità supponiamo che f ed f’ 
siano due funzioni soddisfacenti le equazioni (3.1) e sia X = 
{ x∈S : f(x) = f’ (x)}. Allora è evidente che z0∈X e che se n∈X al-
lora, poichè  
  f(s(n)) = h(n, f(n)) = h(n, f’ (n)) = f’ (s(n)), 
                                                           
7 Per la nozione di sistema di chiusura si veda l’Appendice. 
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risulta che s(n)∈X. Ciò comporta che X = S e che quindi f = f’ . 
  � 
 
 Una importante applicazione del metodo di definizione per 
ricorsione è il seguente teorema. 
 
Teorema 3.4. La teoria delle terne di Peano è categorica.8 
  
Dim. Siano (S,s,z0) e (S',s',z0') due terne di Peano. Allora per tro-
vare un omomorfismo dobbiamo trovare una funzione f : S→S' 
tale che, 
   f(z0) = z0'   ;   f(s(x)) = s(f(x)). 
Ma tali condizioni costituiscono una definizione per ricorsione e 
quindi, per quanto abbiamo visto nel Teorema 2.3, esiste una ed 
una sola funzione f che soddisfa tali condizioni. Tale funzione 
per il modo in cui è stato definita è un omomorfismo. Non è dif-
ficile provare poi che f è un isomorfismo. � 
 
Poiché tutte le terne di Peano sono isomorfe tra loro, non ha im-
portanza quale terna viene considerata. D’ora in poi supponiamo 
che ne sia stata fissata una, indicheremo con N il suo dominio e 
con 0 il suo primo elemento.  Inoltre chiamiamo numero natura-
le ogni elemento di N. 
 
 

4. Somma e prodotto in una terna di Peano 
E’ possibile dare anche una nozione più generale di “definizione 
per ricorsione” in modo da poter coinvolgere eventualmente  in-
siemi diversi dalla terna di Peano e da poter definire funzioni di 
più variabili. Ad esempio, consideriamo la funzione potenza n-
esima di base b con n numero naturale e b numero reale, conside-
riamo cioè la funzione pot(b,n) = bn. In questo caso pot : R×N 
→R è l’unica funzione che soddisfa le condizioni  

pot(b, 0) = 1   ;   pot(b,n+1) = pot(b,n)⋅b. 
Tale esempio suggerisce la seguente, più generale, definizione. 
 

                                                           
8 Una teoria si dice categorica se tutti i modelli di tale teoria sono iso-
morfi tra loro. Ad esempio, la teoria dei gruppi non è categorica poiché, 
come è noto, esistono gruppi che non sono isomorfi tra loro. 
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Definizione 4.1. Sia (S,s,z0) una terna di Peano ed A e B insiemi 
non vuoti. Allora diciamo che la funzione n-aria f : A×S → B è 
definita per ricorsione sulla seconda variabile se esistono due 
funzioni g : A:→B ed h : A×S2 →B tali che: 
   f(a,z0) = g(a)  ;   f(a, s(n)) = h(a, y, f(a,n)). (4.1) 
 
 Tramite tale nozione estesa di ricorsione è possibile definire 
in una terna di Peano le operazioni di addizione e moltiplicazio-
ne.  
 
Definizione 4.2. In una terna di Peano (N,s,0) chiamiamo addi-
zione la funzione som : N×N → N definita per ricorsione tramite 
le due equazioni: 
  som(x,0) = x     ;   som(x,s(y)) = s(som(x,y)). 
Chiamiamo moltiplicazione la funzione pro : N×N→N definita 
per ricorsione dalle due equazioni 
  pro(x,0) = 0    ;    pro(x,s(y)) = som(pro(x,y),x). 
 
In generale la funzione addizione viene indicata con il simbolo + 
e la funzione di moltiplicazione con un puntino ⋅. Inoltre si prefe-
riscono le notazioni infisse x+y e x⋅y al posto delle notazioni pre-
fisse som(x,y) e pro(x,y).9 Se denotiamo con 1 l’elemento s(0), 
allora risulta che som(x,1) = som(x,s(0)) = s(som(x,0)) = s(x). 
Pertanto, utilizzando la notazione additiva, possiamo indicare 
con x+1 il successore di x. Per le operazioni ora definite valgono 
le seguenti proprietà di cui omettiamo la dimostrazione. 
 
Proposizione 4.3. Le operazioni + e  ⋅ sono associative e com-
mutative ed ammettono come elemento neutro 0 ed 1, rispetti-
vamente. Inoltre vale la proprietà distributiva del prodotto rispet-
to la somma. 
 
 

                                                           
9 Da notare che se provassimo ad estendere le definizioni ora date di ad-
dizione e di moltiplicazione ai numeri reali apparirebbero subito delle 
difficoltà in quanto il campo dei numeri reali non è una terna di Peano. 
Le difficoltà riguarderebbero sia il processo di calcolo, sia l’unicità del-
la funzione definita. Ad esempio il tentativo di calcolare som(1,2.5) 
condurrebbe a calcolare som(1, 1.5), e quindi som(1, 0.5) e quindi 
som(1, -0.5) e poi som(1, -1.5) e così all’infinito. Per quanto riguarda 
l’unicità la situazione è la stessa di quella già osservata per il fattoriale.  
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5. Definire una relazione d’ordine in una terna di Peano.  
Vogliamo ora definire una relazione d’ordine in una terna di Pe-
ano. Naturalmente le possibili relazioni d’ordine sono infinite ma 
tra tutte quante vogliamo trovare una relazione ≤ tale che: 

- il successivo di un numero sia maggiore del numero stesso, 
cioè tale che x≤s(x) 
- ≤ sia la più piccola relazione d’ordine con tale proprietà.  

In Appendice abbiamo mostrato come si può costruire una tale 
relazione. Tuttavia anticipiamo quanto fatto in Appendice utiliz-
zando la nozione di composizione iterata di una funzione che si 
definisce per ricorsione. 
 
Definizione 5.1.  Sia h : A → A una funzione ed n ∈N, allora in-
dichiamo con hn la funzione definita per ricorsione ponendo, per 
ogni x in A,  
 h0(x) = x  ;  hn+1(x) = h(hn(x)). 
 
Da notare che, in accordo con la definizione 4.1, la variabile x 
non ha necessariamente valori in una terna di Peano.    
 
Teorema 5.2. Definiamo la relazione ≤ ponendo x ≤ y se esiste n 
∈ N tale che sn(x) = y. Allora ≤ è la relazione d’ordine generata 
dal successore, cioè è la più piccola relazione d’ordine tale che, 
per ogni x∈N, x≤s(x).  
 
Dim. Poiché s0(x) = x abbiamo che x≤x e quindi ≤ verifica la pro-
prietà riflessiva. Inoltre  

x≤y, y≤z  ⇒ ∃n,m  y=sn(x) e z = sm(y) ⇒ z = sn+m(x) ⇒ x≤z. 
e questo prova che ≤ è una relazione transitiva. Per provare che 
vale la proprietà anti-simmetrica, cominciamo con il provare che,  
fissato n ≠0, per ogni x∈N risulta che 

  x ≠ sn(x). (5.1) 
Ora (5.1) risulta vera per x = 0 in quanto 0 non è successore di 
nessun elemento. Supponiamo che (5.1) sia vera per x, cioè che 
x≠sn(x). Allora, poiché s è una funzione iniettiva, sarà anche 
s(x)≠s(sn(x)) = sn(s(x)). Pertanto (5.1) è vera anche per s(x). Per il 
principio di induzione possiamo concludere che (5.1) è vera per 
ogni x∈N.  
 Da (5.1) segue la proprietà antisimmetrica, infatti 
 x≤y, y≤x ⇒ ∃n,m  y=sn(x) e x=sm(y)  
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                   ⇒ x=sm(sn(x)) ⇒ x=sm+n(x) ⇒ n=m=0 ⇒ x=y. 
Abbiamo pertanto provato che ≤ è una relazione d’ordine. Per il 
modo in cui abbiamo definito tale relazione, è immediato che es-
sa contiene l’insieme {(x,s(x)) : x∈N} di coppie, cioè che x≤s(x). 
Per provare che ≤ è la più piccola relazione d’ordine che soddisfa 
tale proprietà, supponiamo che R sia una relazione di ordine 
contenente {(x,s(x)) : x∈N}. Vogliamo provare che R contiene 
≤, cioè che, fissato x,  

 (x, sn(x))∈R  per ogni per n.  (5.2) 
Procediamo per induzione su n. E’ immediato che (5.2) è vera 
per n = 0. Supponiamo che (5.2) sia verificata da n, cioè che (x, 
sn(x)) ∈ R, allora poiché (sn(x),s(sn(x)))∈R, per  la proprietà 
transitiva di R possiamo anche affermare che (x, sn+1(x))∈R e 
quindi (5.2) è vera per n+1. Ciò prova che R contiene ≤.  � 
 
 Chiamiamo relazione d’ordine naturale la relazione d’ordine 
in una terna di Peano generata dalla funzione successore.  
 
Teorema 5.3. La relazione d’ordine naturale definita in una terna 
di Peano è una relazione totale il cui minimo è 0.  
 
Dim. Per provare che 0≤x per ogni x, osserviamo che tale dise-
guaglianza vale per x = 0 e che se vale per x vale ovviamente an-
che per s(x). Per il principio di induzione essa vale per ogni x. 
 Per provare che ≤ è totale consideriamo, dato un elemento x, 
l’insieme Conf(x) = {y ∈N : o x≤y  oppure y ≤x} degli elementi 
confrontabili con x. E’ evidente che 0∈Conf(x). Supponiamo che 
y∈Conf(x), allora nel caso x≤y risulta anche che x≤y≤s(y) e quin-
di s(y)∈Conf(x). Consideriamo il caso y<x, cioè x = sn(y) con  
n≠0, allora sn-1(s(y)) = x e quindi s(y)≤x. Questo comporta che 
s(y)∈Conf(x). Per il principio di induzione ciò prova che Conf(x) 
= N e quindi ogni elemento è confrontabile con x. 
  
Teorema 5.4. La relazione d’ordine naturale definita in una terna 
di Peano è una relazione di buon ordine10. 
 

                                                           
10 Per la nozione di buon ordine si veda in Appendice. 
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 Dim. Per provare che ≤ è un buon ordine cominciamo con il 
provare che per ogni x non esiste x’ tale che x < x’ < s(x). A tale 
scopo osserviamo che in tale caso sarebbe x’ = sn(x) e s(x) = 
sm(x’) con n ≠ 0 e m ≠ 0. Pertanto s(x) = sm(sn(x)) e ciò è in con-
trasto con (5.1).  
 Sia ora X un sottoinsieme non vuoto di N: vogliamo provare 
che X ammette un minimo. A tale scopo indichiamo con M 
l’insieme dei minoranti di X. Ovviamente 0∈M e quindi se ogni 
elemento m∈M avesse il successivo in M, per il principio di in-
duzione avremmo che M = N, cioè tutti gli elementi sono mino-
ranti di X. Ma ciò non può accadere in quanto se x è un elemento 
di X allora s(x) non essendo minore di x non può essere un mino-
rante di X. Ciò comporta che esiste un elemento m∈M tale che 
s(m)∉M. Affermo che m è il minimo di X. Infatti poiché s(m) 
non è un minorante di X, esiste x’∈X tale che s(m) non è minore 
di x’. Poiché ≤ è un ordine totale, x’<s(m). Essendo anche m ≤ x’, 
ciò implica che m = x’∈M e quindi che m è il minimo di X. � 
 
Possiamo ora dare la seguente fondamentale definizione. 
 
Definizione 5.5. Chiamiamo sistema di numeri naturali o alge-
bra dei numeri naturali la struttura algebrica ordinata (N, +, ⋅, 0, 
≤,) che si ottiene definendo in una terna di Peano (N,s,0) le ope-
razioni di addizione e moltiplicazione e la relazione d’ordine ≤.11  
 

Concludiamo con due paradossi che, in contrasto con il teorema 
5.3, “dimostrano” come non sia vero che ogni insieme di numeri 
naturali ammette il minimo. 
 

Paradosso del mucchio di grano.12 Consideriamo l’insieme X 
dei numeri naturali che rappresentano il numero di chicchi dei 
mucchi di grano grandi.  E’ evidente che X è non vuoto (esiste 
almeno un mucchio grande) e quindi, se l’insieme dei naturali 
fosse bene ordinato, X ammetterebbe un minimo m. Ma allora m-
1, essendo strettamente minore di m non appartiene ad X. Si per-

                                                           
11 Un modo totalmente diverso di introdurre la struttura algebrica dei 
numeri naturali è quello che si basa sulla nozione di numero cardinale. 
Questo punto di vista è esposto nel Capitolo 4. 
12Abbiamo già esaminato questo paradosso in relazione al principio di 
induzione. Questa è una riformulazione in termini di buon ordinamento. 
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viene quindi all’assurdo per cui esiste un mucchio di grano pic-
colo a cui basta aggiungere un chicco perché diventi  grande. 
 
Paradosso di Berry. Chiamo “definizione” di un numero natu-
rale n una frase, scritta nella lingua italiana, del tipo “il numero n 
tale che ...” dove al posto dei puntini è messa una proprietà veri-
ficata da n e solo da n. Ad esempio “il numero n il cui quadrato 
sia nove” è una definizione di 3. Se ora una definizione la scrivo 
utilizzando la tastiera di un computer, potrò chiamare “lunghezza 
della definizione” il numero di volte che ho battuto su tale tastie-
ra per ottenerla (comprendendo spazi vuoti e punti). Ha senso 
quindi considerare l’insieme A dei numeri naturali che ammetto-
no una definizione di lunghezza minore di 90. Questo insieme è 
finito poiché è finito l’insieme delle definizioni che contengono  
meno di 90 battiture.13 Supposto per assurdo che N sia ben ordi-
nato, possiamo considerare il minimo m di B = -A. Allora m può 
essere definito come  

“il più piccolo tra i numeri che non possono essere definiti 
da meno di 90 battiture”.  

Ma se contiamo i caratteri di tale definizione ci accorgiamo che 
sono 82. Pertanto abbiamo trovato un modo per definire m con 
meno di 90 battiture in contrasto con il fatto che m∉A. L’assurdo 
cui siamo pervenuti prova che l’ordinamento usuale in N non è di 
buon ordine. 
 
 

6. Variazioni sul principio di induzione 
La definizione della relazione d’ordine permette di riformulare in 
maniera leggermente più generale il principio di induzione. 
 
Proposizione 6.1. (Principio di induzione). Supponiamo che 
una proprietà P sia definita in una terna di Peano (S,s,z0), che m 
sia un elemento di S e che P verifichi le due affermazioni: 
 1. P è verificata da m  
 2. se P è verificata da x allora è verificata da s(x). 
In tale caso è possibile concludere che 
  P è verificata per ogni x≥m. 
 

                                                           
13 Se la tastiera avesse 50 tasti allora l’insieme delle frasi che posso 
scrivere con 90 battiture avrà cardinalità 5090 ed è quindi finito. Sarà 
allora anche finito l’insieme delle possibili definizioni. 
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Dim. Sia X  = {n∈S : n verifica P}, allora D = X∪{ x∈S : x<m}  
contiene z0 ed è tale che s(D) ⊆ D. Pertanto D = S e quindi X 
⊇{ x∈S : x≥m}.  � 
 
Questa forma del principio di induzione può essere visualizzata dalla 
seguente figura il cui significato è ovvio: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Problema. Supponiamo che in un gioco come il poker abbiamo 
a disposizione solo gettoni che valgono 3 oppure 5 euro. Dimo-
strare che un giocatore può mettere nel piatto qualsiasi puntata 
maggiore di 7 euro.  
 
Altre variazioni del principio di induzione si possono ottenere 
introducendo le terne di Peano ed il principio di induzione in 
termini più algebrici. Ricordiamo che viene chiamata parte stabi-
le di una struttura algebrica A ogni sottoinsieme di A che conten-
ga gli elementi designati e che sia chiuso rispetto alle operazioni 
della struttura. L’insieme delle parti stabili è un sistema di chiu-
sura, cioè l’intersezione di una famiglia di parti stabili di una 
struttura è ancora una parte stabile. Ciò permette, dato un è un 
sottoinsieme X di A di definire la parte stabile generata da X 
come l’intersezione di tutte le parti stabili contententi X. Indi-
chiamo con <X> tale parte. Se <X> = A, allora si dice che X è un 
sistema di generatori di A. Ad esempio in un gruppo (G,  ⋅, -1,1) 
una parte stabile è un sottoinsieme G’ di  G tale che  

- G contiene 1  
- il prodotto di due elementi di G’ appartiene ancora a G’,  
- l’inverso di un elemento in G’ appartiene ancora a G’.  

In definitiva le parti stabili di G coincidono con i sottogruppi di 
G. Se G può essere generato da un solo elemento, allora si dice 
che G è ciclico. 
 

m 
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Proposizione 6.2. Una struttura algebrica (S,s,z0) soddisfacente 
P1 e P2 è una terna di Peano se e solo se ammette z0 come gene-
ratore, cioè se S è la più piccola parte stabile contenente z0. 
 
Dim. Ovvia perché il principio di induzione afferma proprio che 
ogni parte X che sia stabile rispetto all'operazione s e che con-
tenga z0 coincide con S.   � 
 
 Questo modo di vedere le terne di Peano permette di provare 
in modo più rigoroso l’ esistenza di terne di Peano. Ricordiamo 
la definizione di insieme infinito. 
 
Definizione 6.3. Chiamiamo infinito un insieme T che sia equi-
potente ad una sua parte propria, cioè tale che esista una funzio-
ne iniettiva f : T →T che non sia suriettiva, cioè f(T) ≠ T.  
 
L'esistenza di una terna di Peano equivale ad accettare l'esistenza 
di un insieme infinito. 
 
Teorema 6.4. Esiste una terna di Peano se e solo se esiste un in-
sieme infinito. 
 
Dim. Supponiamo che esista una terna di Peano (S,s,z0), allora 
essendo la funzione successore iniettiva e poiché z0 ∉s(S), S è un 
insieme infinito. Viceversa sia T un insieme infinito e sia f : T 
→T una funzione iniettiva tale che f(T) ≠ T. Allora esiste un ele-
mento z0∉f(T) e possiamo prendere in considerazione la struttura 
algebrica (T, f, z0). Sia S = <z0> la parte stabile generata  da z0, 
vogliamo provare che la sottostruttura (S,f,z0) è una terna di Pea-
no.14 Infatti, gli assiomi P1 e P2 sono evidenti. Per provare il 
principio di induzione basta osservare che S, per costruzione, è la 
più piccola parte stabile contenente  z0.  � 
 
 La Proposizione 6.2 suggerisce la seguente estensione del 
principio di induzione la cui dimostrazione è evidente. 
 
Teorema 6.5. Sia (S,h1,...ht,z0,...,zm) una struttura algebrica aven-
te z0,...,zm come sistema di generatori. Supponiamo inoltre che P 
sia una proprietà tale che: 

                                                           
14 Per la nozione di sottostruttura generata si veda l’Appendice. 
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- P è verificata da z0,...,zm  
- per ogni operazione n-aria hi se P è verificata da x1,...,xn allora è 
verificata da hi(x1,...,xn). 
Allora P è verificata per ogni x ∈ S. 
 

Esempio: “Principio di induzione” per Z. Come già osservato, 
la struttura (Z,s,0), dove s(x) = x+1, non è una terna di Peano e 
quindi in Z non sarebbe possibile fare dimostrazioni per induzio-
ne. Tuttavia se vogliamo provare che una proposizione vale per 
ogni elemento di Z possiamo riferirci alla struttura algebrica (Z, 
s+, s-, 0) dove s+(x) = x+1 e s-(x) = x-1. Infatti la sottostruttura di 
(Z, s+, s-, 0) generata da 0 coincide con (Z, s+, s-, 0), cioè 0 è un 
generatore di (Z, s+, s-, 0). Se volessimo formulare un principio 
di induzione per Z dovremmo quindi dire che, per ogni proprietà 
P definita in Z,  
 - se P è verificata da 0  
 - e se P è verificata da x comporta che P sia verificata da x+1 
e da x-1, 
     - allora P è verificata per ogni x∈Z. 
In tale caso l’applicazione del principio di induzione può essere 
visualizzata al modo seguente. Consideriamo la seguente figura 
in cui i pezzi del gioco domino sono poggiati su di un tavolo in-
finito sia a sinistra che a destra: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Supponiamo che tali pezzi siano esplosivi e che: 

- il pezzo 0 esploda 
- se un pezzo x esplode allora fa esplodere i due pezzi vicini, cioè 
sia il pezzo successivo s+(x) che quello precedente s-(x) 
allora è evidente che tutti i pezzi esplodono.  
 

Esempio: il principio di induzione in Z/m. Abbiamo già osser-
vato che la struttura (Z/m, s, [0]), dove s è definita ponendo s([n]) 
= [n+1] non è una terna di Peano. Tuttavia è vero che [0] è un 
generatore di tale struttura poiché ogni intero modulo m si può 

0
0
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ottenere a partire da [0] applicando un certo numero di volte s. 
Pertanto pur non essendo (Z/m, s, [0]) una terna di Peano conti-
nua a valere il principio di induzione.  
 
 

7. L'anello degli interi relativi  
I numeri naturali sono uno strumento per misurare la grandezza 
di insiemi finiti. Ad esempio la terna di Peano delle possibili tac-
che su di un pezzo di legno può avere come scopo il contare il 
numero di pecore o il numero dei giorni passati od altro. Tuttavia 
esistono tipi di attività in cui i numeri naturali si mostrano inade-
guati. Supponiamo ad esempio di dovere distinguere in una con-
tabilità i soldi che devono essere dati dai soldi che si devono ri-
cevere da alcuni 
clienti. Se la conta-
bilità è tenuta su 
due colonne avre-
mo una situazione 
del tipo indicato 
nella tabella. 
 

Ne segue che l’informazione relativa a Carlo è rappresentata dal-
la coppia (7,5), l’informazione relativa a Luigi è rappresentata 
dalla coppia (3,6), quella relativa a Maria da (10,8). Ciò suggeri-
sce l’introduzione di un nuovo tipo di numero costituito da due 
parti (quindi una coppia) che hanno significato diverso. Natural-
mente oltre all’interpretazione di una coppia in termini di debiti e 
crediti, sono possibili diverse altre interpretazioni. Ad esempio 
possiamo interpretare una coppia (n,m) 
- come l'operazione "aggiungere n e togliere m". 
- come “fare n passi avanti ed m passi indietro” 
- come “applicare una forza di grandezza n in una direzione ed 
una forza di grandezza m nella direzione opposta”. 
In definitiva partiamo dall'insieme dei numeri naturali N (com-
preso lo zero) e consideriamo l'insieme N×N. In tale insieme de-
finiamo una operazione di addizione ponendo 
  (n,m) + (a,b) = (n+a, m+b). 
Il motivo per cui la somma viene definita in questo modo è ov-
vio. Se si fanno n passi avanti ed m indietro e poi si fanno a passi 
avanti e b indietro, allora globalmente si sono fatti n+a passi a-
vanti ed m+b indietro.  

Cliente Avere Dare 

Carlo 7 5 

Luigi 3 6 

Maria 10 8 

. . . . . . . . . 
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 La definizione di somma, che è associativa, permette di de-
finire il multiplo n-esimo di un elemento (a,b) come l’elemento 
che si ottiene sommando n volte a se stessa la coppia (a,b). Ciò 
permette di scomporre ogni coppia (m,n) al modo seguente  

(m,n) = (m,0)+(0,n) = m⋅(1,0)+n⋅(0,1). 
Se si indica con +1 la coppia (1,0) e con -1 la coppia (0,1) pos-
siamo scrivere tale scomposizione al modo seguente: 

(m,n) = (m,0)+(0,n) = m⋅(+1)+n⋅(-1). 
L’operazione di moltiplicazione viene invece definita al modo 
seguente: 
  (n,m) ⋅ (a,b) = (na+mb, nb+ma). (7.1) 
Giustificare una tale definizione è alquanto difficile perché, ad 
esempio, non ha molto senso moltiplicare passi avanti con passi 
indietro (un problema analogo si presenta quando si deve defini-
re la moltiplicazione tra numeri complessi). Tuttavia anche se 
non è chiara la giustificazione “semantica” della moltiplicazione, 
ne esiste una “sintattica” nel senso che (7.1) è la sola possibile 
definizione se vogliamo ottenere che il prodotto sia una opera-
zione distributiva rispetto alla somma e che valga qualche ovvia 
proprietà. 
 
Proposizione 7.1. Supponiamo di volere definire una operazione 
⋅ in N×N in modo che: 
 i)   valga la proprietà distributiva di ⋅ rispetto a + 
 ii)  +1 sia elemento neutro,  
 iii ) (-1)2 = 1. 
Allora (7.1) è l’unica possibile definizione. 
 
Dim. Sia * una operazione binaria che verifica i), ii ) e iii ). Allora 
 (n,m)*(a,b) = [(n,0)+(0,m)]*(a,b) = (n,0)*(a,b)+(0,m)*(a,b) 
                        = n⋅[(1,0)*(a,b)]+m⋅[(0,1)*(a,b)]  
                        = n⋅[(a,b)]+m⋅(b,a)  
                        = (na+mb, nb+ma) = (n,m)⋅(a,b)  
e quindi che * e ⋅ coincidono.    
 Viceversa, supponiamo che ⋅ sia definita tramite l’equazione 
(7.1), allora è facile verificare che ⋅ soddisfa i), ii ) e iii ).  � 
 
Proposizione 7.2. Data la struttura (N×N, +, ⋅, 0, 1) le operazioni 
+ e ⋅ sono associative e commutative ed ammettono  0 = (0,0) e 1 
= (1,0) come elemento neutro, rispettivamente. Inoltre vale la 
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proprietà distributiva. Tuttavia (N×N, +, 0) non è un gruppo e 
quindi (N×N, +, ⋅, 0, 1) non è un anello. 
 
Dim. Ci limitiamo ad osservare che, dato un elemento (m,n) di-
verso da (0,0), qualunque sia (a,b) risulta che  
  (m,n) + (a,b) = (m+a, n+b) ≠ (0,0).  
Pertanto in (N×N, +, 0) non esiste l’opposto di (m,n).   
   
La struttura (N×N, +, ⋅, 0, 1)  non è adeguata a rappresentare le 
situazioni da cui siamo partiti all’inizio del paragrafo per il fatto 
che elementi diversi di N×N possono rappresentare la stessa si-
tuazione. Ad esempio, se si interpretano le coppie in termini di 
debiti e di crediti, allora è naturale considerare (n,m) equivalente 
a (n',m') se avere n e dare m risulta equivalente ad avere n’ e dare 
m’. Ad esempio se si guarda la tabella, è evidente che Carlo e 
Maria sono due clienti con la stessa situazione finanziaria, cioè 
che la coppia (7,5) è equivalente alla coppia (10,8).  Ancora, è 
naturale considerare (n,m) equivalente a (n',m') se fare n passi 
avanti ed m indietro produce lo stesso risultato di fare n’ passi 
avanti ed m’ indietro. Potremmo allora dire che (n,m) è equiva-
lente a (n’,m’) se nel caso n ≥m risulta che n’≥m’ e n - m = n'-m', 
mentre nel caso n<m risulta che n’<m’ e m-n = m’-n’.  
 
Proposizione 7.3. Definiamo la relazione ≡ in N×N ponendo,  
  (n,m) ≡ (n',m')  ⇔ n+m' = m+n'. (7.2) 
Allora tale relazione è una congruenza della struttura algebrica 
(N×N, +, ⋅, (0,0), (1,0)). Il relativo quoziente è un anello unitario. 
 
Dim.  Proviamo che 

(n,m) ≡ (n',m') , (a,b) ≡ (a',b')  ⇒  (n+a,m+b) ≡ (n'+a',m'+b'). 
Infatti per ipotesi n+m' = m+n' e a+b' = b+a', da cui, sommando 
termine a termine, n+m'+a+b' = m+n'+b+a' che equivale a 
(n+a,m+b) ≡ (n'+a',m'+b'). La dimostrazione della compatibilità 
rispetto al prodotto e del fatto che il quoziente sia un anello viene 
lasciata come esercizio al lettore.   � 
 
Definizione 7.4. Chiamiamo anello degli interi relativi la struttu-
ra quoziente di (N×N, + , ⋅, 0, 1) modulo ≡. Indichiamo con 
(Z,+,⋅,0,1) tale struttura.  
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Precisamente Z è definita dalle equazioni 
 [(n,m)] = {(n',m') | (n',m') ≡ (n,m)}   
 Z = {[(n,m)] | (n,m) ∈ N×N} 
 [(n,m)]+[(a,b)] = [(n+a,m+b)]     
 [(n,m)] ⋅ [(a,b)] = [(na+mb, nb+ma)] 
 0 = [0] 
 1 = [1]. 
 
Esercizio. Provare che [(1,0)] è l’elemento neutro rispetto al 
prodotto in Z. 
Esercizio. Dire perché è sbagliato definire l’operazione ⊗ po-
nendo [(n,m)]⊗[(a,b)] = [(na, mb)]. 
 
8. Il campo dei razionali.  
Il passaggio dall’anello Z degli interi relativi al campo Q dei nu-
meri razionali si ottiene in modo analogo a quello del passaggio 
dai naturali agli interi relativi. In questo caso consideriamo l'in-
sieme  

Z×(Z-{0}) = {( p,q) | p∈Z, q∈Z, q ≠ 0} 
e l'interpretazione che ora diamo ad una coppia (p,q) è "moltipli-
care per p e dividere per q". In tale insieme di coppie introdu-
ciamo due operazioni tramite le eguaglianze 
  (p,q)+(a,b) = (pb+qa,qb)  ;   (p,q)⋅(a,b) = (pa,qb) (8.1) 
ottenendo la seguente struttura algebrica  
  (Z×(Z-{0}), +, ⋅, (0,1), (1,1)).  
 
Proposizione 8.1. Nella struttura (Z×(Z-{0}), +, ⋅, (0,1), (1,1)) le 
operazioni sono commutative ed associative, (0,1) è elemento 
neutro rispetto a +, (1,1) è elemento neutro rispetto a ⋅. Tuttavia 
tale struttura non è un campo. 
 
Dim. Poichè (p,q)+(0,1) = (p1+q0, q1) = (p,q), la coppia (0,1) è 
elemento neutro rispetto la somma. In modo simile si provano le 
altre proprietà. Per provare che la struttura non è un campo os-
serviamo che se una coppia (p,q) ammettesse inverso allora esi-
sterebbero due interi x ed y in Z tali che (p,q)⋅(x,y) = (1,1), si a-
vrebbe pertanto che px = 1 e qy = 1, e quindi p e q sarebbero in-
vertibili in Z. Poiché gli unici elementi invertibili di Z sono 1 ed 
il suo opposto -1, ne segue che gli unici elementi invertibili della 
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struttura (Z×(Z-{0}), +, ⋅,(0,1),(1,1)) sono le coppie (1,1) e (-1,-
1), (1,-1) e (-1,1) che ammettono come inverso se stesse.  � 
 
Possiamo ottenere un campo da (Z×(Z-{0}), +, ⋅,(0,1),(1,1)) in-
troducendo una opportuna congruenza e passando a quoziente. 
Ancora una volta possiamo ritenere equivalenti due coppie se 
“producono lo stesso effetto”, allora, ad esempio, dobbiamo i-
dentificare la coppia (3,4) con la coppia (6,8). Per convincersi di 
questo fatto basta ricorrere alle solite torte che vengono proposte 
ai bambini a cui si insegnano le frazioni ed accorgersi che tre 
quarti di una torta coincidono con i sei ottavi di una torta. Ciò 
conduce a definire la seguente relazione. 
 
Proposizione 8.2. Sia ≡ la relazione in Z×(Z-{0}) definita po-
nendo,  
  (p,q) ≡ (p',q')  ⇔  p⋅ q' = q⋅p'. (8.2) 
Tale relazione è una equivalenza compatibile con le operazioni 
di somma e prodotto date in (8.1) ed è pertanto una congruenza.  
 
Dim. Per verificare la compatibilità con il prodotto osserviamo 
che 
 (n,m) ≡ (n’,m’), (p,q) ≡ (p’,q’) ⇒ n⋅m’ = m⋅n’ , p⋅q’ = q⋅p’ 
        ⇒ n⋅m’⋅ p⋅q’ = m⋅n’. q⋅p’ ⇔ (n⋅p,m⋅q) ≡ (n’⋅p’,m’⋅q’)   
        ⇔ (n,m)⋅ (p,q) ≡ (n’,m’)⋅ (p’,q’). 
Similmente si prova la compatibilità rispetto la somma.  � 
 
Proposizione 8.3. La struttura (Q,+,⋅,0,1) ottenuta come quo-
ziente modulo ≡ di (Z×(Z-{0}),+, ⋅,(0,1),(1,1)) è un campo che 
chiamiamo campo dei numeri razionali.   
 
Dim. Per provare che (Q,+,⋅,0,1) è un campo ricordiamo che tale 
struttura è definita dalle equazioni 

[(p,q)] ={( p',q') | (p',q') ≡ (p,q)}  
 Q = {[(p,q)] | (p,q) ∈ N×N, q≠0} 
[(p,q)]+[(a,b)] = [(p⋅b+q⋅a, q⋅b)]   
[(p,q)]⋅[(a,b)] = [(p⋅a, q⋅b)]. 
0 = [(0,1)] 
1 = [(1,1)]. 

E’ immediato verificare che [(0,1)] è elemento neutro rispetto 
all’addizione e che [(1,1)] è elemento neutro rispetto alla molti-
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plicazione. Allora per provare che [(p,q)] ammette opposto, os-
serviamo che [(p,q)]+[(-p,q)] = [(p⋅q-p⋅q,q⋅q)] = [(0,q⋅q)]. D’altra 
parte, poiché (0,1) ≡ (0,q⋅q), la classe [(0,q⋅q)] coincide con la 
classe [(0,1)] = 1. In conclusione l’opposto di [(p,q)] è  [(-p,q)]. 
Ad esempio il numero [(3,4)] ammette come inverso [(-3,4)] poi-
ché [(3,4)]+[(-3,4)] = [(12+-12,16)] = [(0,16)] e, poiché (0,16) ≡ 
(0,1),  risulta che [(0,16)] = [(0,1)].  
 Sia [(p,q)] non nullo e cioè tale che p ≠0, allora [(q,p)] è 
l’inverso di [(p,q)]. Infatti, essendo (p⋅q,q⋅p) equivalente a (1,1), 
risulta che 
 [(p,q)]⋅[(q,p)] = [(p⋅q,q⋅p)] = [(1,1)].  
Ad esempio [(3,4)] ammette come inverso [(4,3)] poiché 
[(3,4)]⋅[(4,3)] = [(12,12)] e, poiché (12,12) ≡ (1,1). Le rimanenti 
proprietà di campo sono semplici da dimostrare.  �   
 
Problema. Poiché siamo liberi di definire le operazioni in un in-
sieme per inventare nuove strutture algebriche, definiamo 
nell’insieme dei numeri razionali l’operazione ⊕ ponendo  

n/m ⊕ p/q = (n2+p2)/(m2+q2). 
1. Dire se l’operazione definita in questo modo è commutativa. 
2. Dire perché è sbagliato chiedersi se l’operazione definita in 
questo modo è commutativa. 
 
Concludiamo dicendo che nel campo dei razionali è definita una 
relazione d’ordine che lo rende un campo ordinato. Omettiamo la 
dimostrazione che si riduce ad una semplice verifica. 
 
Proposizione 8.4. Definiamo nel campo dei razionali una rela-
zione ≤ definita ponendo 
 [(p,q)]≤[(n,m)] ⇔ p⋅m ≤ q⋅n. 
Allora il campo dei razionali con tale relazione diviene un campo 
ordinato. 
 
 

9. I numeri reali tramite le sezioni 
Più delicato, da un punto di vista filosofico, è il passaggio dai ra-
zionali ai reali. Esponiamo, ad esempio, il metodo delle sezioni 
di Dedekind che è quello più utilizzato per la costruzione del 
campo dei reali anche se a mio parere è alquanto ferraginoso. 
Torniamo alla teoria delle grandezze omogenee che abbiamo e-
sposto nel primo capitolo e supponiamo che in una classe (G, = 



Cap. 3: Definire i numeri 103 

  

 

,< , +) di grandezze omogenee sia stata fissata una unità di misu-
ra u∈G. Allora, come abbiamo già osservato nel primo capitolo,  
se g è una grandezza da misurare un primo tentativo di misura-
zione consisterà nel prendere multipli successivi di u fino a rag-
giungere g. Se si trova un intero p tale che p⋅u = g allora è possi-
bile concludere che la misura di g rispetto ad u è p. Altrimenti si 
considera un naturale p tale che p⋅u < g <(p+1)⋅u ed in tale caso 
si dice che p è una misura per difetto e p+1 una per eccesso di g. 
Una misurazione più precisa si può comunque avere dividendo u 
in q parti uguali (in generale in dieci parti) ed assumendo come 
sotto-unità di misura u' = u/q. Ora potrebbe capitare che per un 
opportuno p risulti che p⋅u' = (p/q)⋅u = g.  In tale caso si conclu-
derebbe che la misura cercata è p/q. Se invece ciò non accade al-
lora potremmo lo stesso trovare p tale che  p⋅u’<g< (p+1)⋅u’ e 
quindi (p/q)⋅u < g < (p+1)/q⋅u e concludere che  p/q è una misura 
per difetto e  (p+1)/q una misura per eccesso di g. Una misura 
più precisa si può avere dividendo la nuova unità di misura u’ in 
un numero abbastanza alto di parti uguali. Nel caso in cui u e g 
siano incommensurabili, cioè che non esista un razionale p/q tale 
che g = (p/q)⋅u (come nel caso della diagonale e del lato del qua-
drato) tale processo di approssimazione non finisce mai. Allora 
in tale caso possiamo comunque considerare l'insieme A dei ra-
zionali positivi che misurano per difetto g e l'insieme B dei ra-
zionali positivi che misurano per eccesso g  

A = {p/q ∈Q+ | (p/q)⋅u < g},   B = {p/q∈Q+ | (p/q)⋅u >g}. 
E’ facile verificare che: 
 a) A∩B = ∅  
 b)  A∪B = Q+  
 c)  x∈A , y≤x ⇒ y∈A   ;   x∈B , y≥x  ⇒  y∈B. 
 d)  A è privo di massimo, B è privo di minimo. 
Il metodo delle sezioni in un certo senso chiama “numero irra-
zionale positivo” una coppia di sottoinsiemi di Q+ di questo ti-
po.15  

                                                           
15Ecco quanto afferma Dedekind a tale proposito: 
Ora, in ogni caso in cui c'è una sezione (A, B) che non è prodotta da 
un numero razionale, allora noi creiamo un nuovo numero irraziona-
le che riteniamo completamente definito da questa sezione; diremo 
che questo numero  corrisponde a questa sezione oppure che produce 
questa sezione. 
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Definizione 9.1. Una numero irrazionale positivo è una coppia 
(A,B) di sottoinsiemi di Q+ verificanti le condizioni a), b), c) e 
d).  
 
Ora il nostro scopo è immergere sia i razionali che gli irrazionali 
in un unico ambiente in modo da potere parlare in generale di 
numero reale. A tale scopo possiamo identificare un numero ra-
zionale r con la coppia (Ar,Br) di insiemi di razionali dove 

Ar = {x∈Q+ | x<r}   ;   Br = {x∈Q+ | x>r}. 
In questo caso sono verificate le proprietà a), c) e d) mentre al 
posto della proprietà b) risulta che A∪B = Q+-{ r}. In altri termini 
se u e g sono commensurabili, ad esempio u = r⋅g, per questione 
di uniformità di notazione indicheremo con (Ar, Br) la misura di 
g rispetto ad u. In ogni caso viene individuata una coppia (A,B) 
di sottoinsiemi di Q+ in cui, ripetiamo, la prima componente è 
vista come l’insieme delle misure per difetto e la seconda com-
ponente come l’insieme delle misure per eccesso di g. 
 
Definizione 9.2. Chiamiamo sezione positiva o numero reale po-
sitivo una coppia (A, B) di insiemi di razionali tali che: 
 a)  A∩B = ∅  
 b)  A∪B = Q+ oppure esiste r∈Q+ tale che A∪B = Q+-{ r}   
 c)  x∈A , y≤x ⇒ y∈A   ;   x∈B , y≥x  ⇒  y∈B. 
 d)  A è privo di massimo, B è privo di minimo. 
Diremo che (A,B) è irrazionale se è verificata la prima delle 
condizioni in b), che (A,B) è razionale se è verificata la seconda 
delle condizioni. 
 
Nel seguito indicheremo  

- con 1 la sezione  ({x∈Q+ | x<1},{ x∈Q+ | x>1})  
- con 0 la sezione  ({x∈Q+ | x<0},{ x ∈ Q+ | x>0})  
- . . . e così via.  

In altri termini identificheremo un razionale con la sezione da 
esso determinata. Un esempio di sezione che non è un razionale 
è il seguente 

A = {x∈Q+ | x2<2}   ;   B = {x∈Q+ | x2>2} 

che, in un certo senso, rappresenta il numero 2 .  
 Per definire le operazioni aritmetiche tra numeri reali posi-
tivi, dati due insiemi X ed Y di numeri reali, poniamo 



Cap. 3: Definire i numeri 105 

  

 

 X+Y = {x+y | x∈X, y∈Y}  ;  X⋅Y = {x⋅y | x∈X, y∈Y}. 
 
Definizioni 9.3. Chiamiamo struttura algebrica dei reali positivi 
la struttura R+ = (R+, +, ⋅) dove  

- R+ è l'insieme delle sezioni positive  
- l’ operazione + è definita ponendo: 

(A,B) + (A',B') = (A+A', B+B')    
- l’operazione ⋅ è definita ponendo 

                             (A,B)⋅(A',B') = (A⋅A', B⋅B'). 
Inoltre si definisce un ordinamento ≤ ponendo 
  (A,B) ≤ (A', B') ⇔ a ≤ b' per ogni a∈A e b'∈ B'. 
 
Proposizione 9.4. La somma ed il prodotto di due sezioni è an-
cora una sezione. 
 
 Dim.La dimostrazione è lunga e noiosa e non viene fatta. 
Proviamo solo, per fare un esempio, che (A⋅A', B⋅B') verifica la 
condizione a). Infatti osserviamo che se a∈A e b∈B, a' ∈ A', b'∈ 
B', allora essendo il prodotto strettamente crescente (sui razionali 
positivi) e risultando che a<b e a' < b', possiamo asserire che a⋅a’ 
< b⋅b’. Pertanto (A⋅A')∩(B⋅B') = ∅.  la condizione b) supponiamo 
per assurdo che esista x∈(A⋅A')∩(B⋅B'), cioè che esistano a, a'∈A 
e b, b'∈B tali che x = a⋅a’ = b⋅b’. Poich e quindi a = (a’)-1⋅b⋅b’. 
a)  A∩B = ∅  
 b)  A∪B = Q+ oppure esiste r∈Q+ tale che A∪B = Q+-{ r}   
 c)  x∈A , y≤x ⇒ y∈A   ;   x∈B , y≥x  ⇒  y∈B. 
 d)  A è privo di massimo, B è privo di minimo. 
 
In tale modo si definisce la struttura algebrica dei reali po9sitivi. 
Successivamente si procede alla simmetrizazione di tale struttura 
con un metodo analogo a quello che ha permesso di costruire 
l’anello degli interi Z a partire dai numeri naturali. Tuttavia non 
mi soffermo nei particolari di tale procedimento poiché mi sem-
bra preferibile definire i reali tramite il metodo esposto nel pros-
simo paragrafo.16

 

                                                           
16 Usualmente nei libri di testo la nozione di sezione viene definita a 
partire dall’intero insieme Q dei razionali. Ciò permette di evitare il 
processo di simmetrizzazione. Tuttavia in tale caso la definizione del 
prodotto diviene poco naturale e noiosa per il fatto che il prodotto di 
due razionali negativi è un razionale positivo. 
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10. I numeri reali tramite le successioni di Cauchy 
Il metodo delle sezioni per definire i reali anche se è perfetto da 
un punto di vista formale, non corrisponde molto all’esperienza 
di chi si trova effettivamente a manipolare tali numeri. Infatti 
quando si utilizza un numero reale o lo  rappresenta come espan-
sione decimale infinita (quindi come serie di potenze) oppure, 
più in generale, tramite una successione di razionali il cui limite 
è il numero reale in questione. Una definizione del campo dei 
numeri reali che è molto più vicina a questo modo di procedere 
si ottiene al modo seguente.17 Indichiamo con (QN, +, ⋅, 0, 1) la 
potenza diretta di Q con insieme di indici N. Tale struttura è de-
finita assumendo che: 
- il dominio è l'insieme QN delle successioni di numeri razionali, 
- l’addizione + è definita ponendo 

(an)n∈N +(bn)n∈N = (an+bn)n∈N     
- la moltiplicazione è definita ponendo; 
                               (an)n∈N ⋅(bn)n∈N  = (an⋅bn)n∈N 
- 0 denota la successione (zn)n∈N con zn costantemente uguale a 0  
- 1 denota la successione (un)n∈N con un costantemente uguale a 
1. 
 
Proposizione 10.1. La struttura (QN,+, ⋅, 0, 1) è un anello unita-
rio che non è un campo. 
 
Dim. Per provare la proprietà commutativa della somma, che si 
esprime con una equazione del tipo x+y = y+x, osserviamo che 

(an)n∈N +(bn)n∈N = (an+bn)n∈N  = (bn+an)n∈N = (an)n∈N+(bn)n∈N. 
Per provare che 0 = (zn)n∈N è l’ elemento neutro rispetto 
all’addizione, osserviamo che 

(an)n∈N + (zn)n∈N  = (an+zn)n∈N = (an)n∈N. 
Per provare che 1 = (un)n∈N è l’ elemento neutro rispetto alla mol-
tiplicazione, osserviamo che 

(an)n∈N ⋅(un)n∈N  = (an⋅zn)n∈N = (an)n∈N. 

                                                           
17 Tale definizione è dovuta a Cantor che, non dimentichiamolo, ha svi-
luppato la teoria degli insiemi a partire da ricerche legate all’analisi ma-
tematica. La tecnica è la stessa con cui si costruisce il completamento di 
uno spazio metrico. 
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Gli altri assiomi di teoria degli anelli si dimostrano in modo al-
trettanto banale. Per dimostrare che QN non è un campo conside-
riamo (an)n∈N  una successione (an)n∈N diversa dalla succcessione 
nulla ma che abbia un elemento uguale a zero, ad esempio ak = 0. 
Allora tale successione non può ammettere inverso in quanto 
comunqe si scelga una successione (bn)n∈N risulterà che ak⋅bk = 0 
e ciò comporta che  (an)n∈N ⋅(bn)n∈N è necessariamente diverso da 
(un)n∈N. 18  � 
 
Per potere ottenere un campo, come vedremo, dobbiamo consi-
derare prima una opportuna sottostruttura di (QN,+, ⋅ , 0, 1) e poi 
un quoziente.  
 
Definizione 10.2. Chiamiamo successione di Cauchy un elemen-
to (rn)n∈N  in QN tale che: 

∀ε>0 ∃m ∀p≥m∀q≥m |rp-rq|≤ε. 
Indichiamo con Ch l'insieme delle successioni di Cauchy. 
 
Tutte le successioni costantemente uguali ad un dato numero ra-
zionale r sono esempi di successioni di Cauchy. In particolare 
sono successioni di Cauchy la successione costantemente uguale 
a zero e quella costantemente uguale ad 1, cioè 0 ed 1. 
 
Proposizione 10.3. L’insieme Ch delle successioni di Cauchy è 
un sottoanello di (QN,+, ⋅, 0, 1). Tale anello non è un campo. 
 
Dim. Poiché si dimostra che la somma ed il prodotto di due suc-
cessioni di Cauchy è una successione di Cauchy, Ch è una parte 
stabile di QN e quindi è ancora un anello unitario. Se consideria-

                                                           

18Un modo più generale per  provare che QN è un anello deriva da con-
siderazioni di algebra universale. Infatti gli assiomi che caratterizzano 
l’essere un anello unitario sono tutti espressi tramite equazioni ed in al-
gebra universale si prova che se una equazione vale per una famiglia di 
strutture allora vale anche per il prodotto diretto di questa famiglia. Per-
tanto ogni potenza diretta di un anello unitario è ancora un anello unita-
rio. In particolare la potenza diretta QN è un anello unitario. D’altra par-
te l’avere provato che QN non è un campo mostra che la proprietà di es-
sere campo, che usualmente si rappresenta con l’asserzione 
∀x(x≠0→∃y(x⋅y = 1) non può essere espressa da una equazione. 
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mo la successione (an)n∈N  definita ponendo an = 1/n se n è pari e 
an = 0 se n è dispari, allora abbiamo un esempio di successione 
di Cauchy che non ammette inverso pur non essendo la succes-
sione nulla. Infatti comunque si consideri una successione (bn)n∈N 
è evidente che (an⋅bn)n∈N è diversa dalla successione costante-
mente uguale ad 1.19   
   
Definizione 10.4. Diciamo che due successioni di Cauchy (an)n∈N 
e (bn)n∈N sono equiconvergenti e poniamo (an)n∈N ≡ (bn)n∈N se   
limn→∞|an-bn| = 0. 
 
Allora due successioni (an)n∈N e (bn)n∈N sono equiconvergenti se 
 ∀ε>0∃m ∀p≥m |ap-bp|≤ε.  
In particolare sono equiconvergenti a 0 tutte e sole le successioni 
convergenti a zero, sono equiconvergenti a 1 tutte e sole le suc-
cessioni convergenti ad 1. 
Proposizione 10.5. La relazione di equiconvergenza ≡ è una 
congruenza nell’anello (Ch, +,⋅ ,0 ,1). Il corrispondente quozien-
te (Ch/≡,+ ,⋅ ,[0] , [1]) è un campo.20  
 
Dim. E’ evidente che ≡ è una relazione di equivalenza. Per pro-
vare che è compatibile con il prodotto, supponiamo che (an)n∈N  
sia equiconvergente a (a’n)n∈N  e che (bn)n∈N sia equiconvergente 
a (b’n)n∈N. Dobbiamo provare che (an⋅bn)n∈N è equiconvergente a 
(a’n⋅b’n)n∈N. Posto δn = a’n-an  e γn = b’n-bn, le due successioni 
(δn)n∈N e (γn)n∈N  convergono a zero. Inoltre, poichè  
 (a’n⋅b’n)n∈N  = ((an+δn)⋅(bn+γn))n∈N  
                                                           
19 Come osservato nell’appendice, un modo per provare che un anello 
non è un campo è provare che ammette divisori dello zero. Nel nostro 
caso la coppia costituita da (an)n∈N  e dalla successione (bn)n∈N  definita 
dal porre bn = 0 se n è pari e bn = 1/n se n è dispari, è una coppia di di-
visori dello zero. 
20 Invece di riferirci alla nozione di equi-convergenza possiamo anche 
riferirci alla teoria degli ideali in un anello. Infatti indichiamo con I 
l’insieme delle successioni di Cauchy (an)n∈N tali che limn→|an| = 0. Al-
lora I costituisce un ideale dell’anello (Ch, +,⋅ ,0 ,1). Si prova che tale 
ideale è massimale. Inoltre due successioni (an)n∈N e (bn)n∈N sono equi-
convergenti se e solo se la loro differenza appartiene ad I. Pertanto pos-
siamo definire il campo dei reali come il quoziente di (Ch,+,⋅,0,1) mo-
dulo l’ideale massimale I. 
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                       = (an
.bn+anγn+δn⋅bn+δn

.γn)n∈N  
                   = (an

.bn)n∈N +(anγn)n∈N +(δn⋅bn)n∈N +(δn
.γn)n∈N 

e poiché (an
.γn)n∈N, (δn⋅bn)n∈N  e (δn

.γn)n∈N convergono a zero, 
(an⋅bn)n∈N risulta equiconvergente a (a’n⋅b’n)n∈N. Allo stesso modo 
si dimostra la compatibilità della equiconvergenza rispetto alla 
addizione.  
 Proviamo ora che (Ch/≡,+ ,⋅ ,[0] , [1]) è un campo. A tale 
scopo sia [(an)n∈N] diversa dalla classe nulla. Allora (an)n∈N non è 
equiconvergente alla successione costantemente uguale a zero e 
quindi non converge a zero. Ne segue che, per il teorema della 
permanenza del segno, esiste m ∈N tale che an ≠ 0 per ogni n≥m. 
Sia bn = 1/an per ogni n≥m e bn = 1 altrimenti. Allora risulta che 
la successione (an⋅bn)n∈N è costantemente uguale ad 1 tranne per 
un numero finito di elementi ed è quindi equiconvergente a 1.  
In definitiva [(an)n∈N]⋅[(bn)n∈N] = [1].  � 
 
Definizione 10.6. In Ch/≡ definiamo la relazione < ponendo 
[(an)n∈N] < [(bn)n∈N] se esiste m tale che an < bn per ogni n≥m. De-
finiamo la relazione ≤ ponendo [(an)n∈N] ≤ [(bn)n∈N] se [(an)n∈N]< 
[(bn)n∈N] oppure [(an)n∈N] = [(bn)n∈N].   
 
Omettiamo la dimostrazione del seguente fondamentale teorema. 
Per la nozione di campo ordinato completo si veda nel capitolo 5 
il paragrafo sull’approccio assiomatico ai numeri reali. 
 
Teorema 10.7. La struttura (Ch/≡, + , ⋅, ≤, [0] , [1]) è un campo 
ordinato completo che chiamiamo campo dei numeri reali.  
 
 Concludiamo questo paragrafo osservando che si pone il 
problema di come si possa rappresentare un numero reale. Ora è 
ovviamente poco pratico considerare una classe completa di e-
quivalenza nell’insieme delle successioni di Cauchy. Allora si 
deve trovare un modo per scegliere all’interno di ciascuna classe 
un elemento che la rappresenti. La rappresentazione in base 10 
dei numeri reali consiste nel considerare all’interno di ogni clas-
se una particolare successione di Cauchy è precisamente una se-
rie serie di potenze di base 10. Infatti quando indichiamo con  
anan-1...a0,c1c2... intendiamo infatti il numero reale corrispondente 
alla serie  
 an10n +...+a0100+c110-1+... 
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che risulta essere una successione di Cauchy. Naturalmente sa-
rebbe necessario dimostrare che ogni numero reale si può rappre-
sentare in questo modo, cioè che ogni successione di Cauchy è 
equiconvergente ad una serie di potenze di base 10. 
 
Problema: Dire quale è il significato dell’asserzione “il numero 
0,399... è uguale al numero 0.4000...” e quale sarebbe la cosa da 
dimostrare per controllare che tale affermazione è vera. 
 
 

11. Un percorso diverso: essere quasi uguali 
Il campo dei numeri reali non è l’unica base per la costruzione 
della matematica. Infatti esistono altri modi di estendere il cam-
po dei razionali ottenendo strutture che risultano più ricche ed 
interessanti del campo dei reali per il fatto di contenere “infinite-
simi” ed “infiniti”. 21 Partiamo ancora una volta dall’anello (QN ,+ 
, ⋅, 0 , 1) delle successioni di razionali. Tuttavia questa volta: 

1. non ci limitiamo alle successioni di Cauchy ma conside-
riamo la classe di tutte le successioni 

2. introduciamo una relazione di congruenza diversa dalla 
equi-convergenza.  

L’idea su cui ci baseremo è che si possono identificare due suc-
cessioni che sono uguali in un insieme di indici che ci sembra 
“sufficientemente grande” o, se si vuole, due successioni che so-
no “uguali quasi ovunque”. Ricordiamo che in matematica esi-
stono due nozioni di “quasi ovunque” che sembrano adeguate. 
Infatti viene detto che una proprietà P vale quasi ovunque quan-
do: 

 - “è sufficiente che P valga ovunque tranne che per un in-
sieme finito di elementi”  

oppure 
 - “è sufficiente che P valga ovunque tranne che per un in-

sieme di elementi di misura nulla”. 
Se indichiamo con U la classe degli insiemi co-finiti (cioè com-
plementi di finiti), allora nel primo caso possiamo dire che P va-
le quasi ovunque se l’insieme degli elementi in cui P vale appar-
tiene ad U. Similmente se U denota la classe degli insiemi che 
sono complementi di insiemi di misura nulla, allora anche nel 

                                                           
21 Per la comprensione di questo paragrafo si suggerisce di leggere pri-
ma il paragrafo 5 del capitolo 5 in cui si parla dell’approccio assiomati-
co ai numeri reali. 
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secondo caso possiamo dire che l’insieme degli elementi in cui 
vale P appartiene ad U. Inoltre in entrambi i casi la classe U sod-
disfa le seguenti proprietà. 
 i)   X∈U e Y∈U ⇒ X∩Y∈U 
 ii)  X∈U e  Y⊇X⇒ Y∈U. 
Tali proprietà suggeriscono di estendere le due nozioni di “quasi 
ovunque” nel modo più generale possibile. 
 
Definizione 11.1. Dato un insieme S chiamiamo filtro  una classe 
U non vuota di sottoinsiemi di S tale che 
 i)   X∈U  e Y∈U  ⇒  X∩Y∈U 
 ii )  X∈U e  Y ⊇ X  ⇒  Y∈U 
Diciamo che una proprietà P vale quasi ovunque in S rispetto ad 
U se {x∈S :  x soddisfa P} ∈U.  
 
P(S) è un filtro che viene chiamato improprio (il più grande). 
Dalla proprietà ii) segue che un filtro è improprio se e solo se 
contiene l’insieme vuoto. Pertanto, per i), in un filtro proprio non 
può capitare che esistano due sottoinsiemi disgiunti. Un altro e-
sempio di filtro è dato da {S} (il più piccolo). 
  
Esercizio. Fissato un sottoinsieme A di S provare che la classe U 
= {X∈P(S) : X ⊇A} degli insiemi che contengono A è un filtro 
(tale tipo di filtro viene detto principale). In tale caso una pro-
prietà vale quasi ovunque se vale almeno per tutti gli elementi di 
A. In un certo senso questo vuol dire che si considerano impor-
tanti solo gli elementi di A e trascurabili gli altri. Detto in altre 
parole, “vero quasi ovunque” significa “vero per tutti gli elemen-
ti importanti”. 
 
Esercizio. Provare che la classe degli intorni di un punto x nel 
piano (più in generale in uno spazio topologico) costituisce un 
filtro. In tale caso una proprietà P vale quasi ovunque se P vale 
in un intorno di x. 
 
Definizione 11.2. Detto U un filtro nell’insieme N, definiamo in 
QN  la relazione binaria ≡ ponendo 

(an)n∈N ≡ (bn)n∈N ⇔  an = bn quasi ovunque rispetto ad U. 
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In altre parole poniamo (an)n∈N ≡ (bn)n∈N  se e solo se {n ∈N : an 

= bn} ∈U. Se U è il filtro improprio allora due successioni sono 
sempre equivalenti. Se U è il filtro { N} allora due successioni 
sono equivalenti solo se coincidono. Se U è il filtro generato 
dall’insieme X⊆N, allora due successioni sono equivalenti solo 
se hanno gli stessi valori in X. 
 
Teorema 11.3. La relazione ≡ è una congruenza nella struttura 
(QN ,+ ,⋅ ,0 ,1) ed il relativo quoziente (QN/≡ ,+ ,⋅ ,[0] ,[1]) è un 
anello. 
 
Dim. Proviamo che ≡ è una equivalenza. La proprietà riflessiva e 
simmetrica sono “ereditate” dalle corrispondenti proprietà 
dell’uguaglianza. Infatti, poiché {n ∈N : an = an}= N ∈U, risulta 
che (an)n∈N ≡ (an)n∈N. Assumiamo che (an)n∈N ≡ (bn)n∈N e quindi 
che {n ∈N : an = bn} ∈U. Allora, poiché {n ∈N : bn = an} = { n ∈N 
: an = bn}, risulta che (bn)n∈N ≡ (an)n∈N. Ciò prova la proprietà 
simmetrica. Per provare la proprietà transitiva, supponiamo che 
(an)n∈N ≡ (bn)n∈N e (bn)n∈N ≡ (cn)n∈N, cioè che {n∈N : an = bn} ∈U e 
{ n ∈N : bn = cn} ∈U. In tale caso, poiché 

{ n ∈N : an = cn} ⊇ {n ∈N : an = bn} ∩{n ∈N : bn = cn} 
risulta che {n ∈N : an = cn} ∈U e quindi che (an)n∈N ≡ (cn)n∈N.  
 Per provare che ≡ è una congruenza, supponiamo che 
(an)n∈N ≡ (an’ )n∈N e (bn)n∈N ≡ (bn’ )n∈N, cioè che  
  {n ∈N : an = a’n} ∈U e {n ∈N : bn = b’n} ∈U.  
In tale caso, poiché 
{ n ∈N : an+bn = a’n+ b’n} ⊇ {n ∈N : an = a’n} ∩{n ∈N : bn = b’n} 
possiamo concludere che (an)n∈N + (bn)n∈N ≡ (an’ )n∈N + (bn’ )n∈N. 
Esattamente nello stesso modo è possibile provare che ≡ è com-
patibile con il prodotto. 
 Infine per provare che (QN/≡ ,+ ,⋅ ,[0] ,[1])  è un anello osser-
viamo che il passaggio a quoziente di una struttura conserva tutte 
le proprietà che si possono esprimere tramite equazioni. Poiché 
gli assiomi di anello sono espressi tutti tramite equazioni, (QN/≡ 
,+ ,⋅ ,[0] ,[1]) essendo quoziente di un anello è un anello. � 
 
Se U è il filtro { N} allora QN/≡ coincide con l’anello QN. Se U è 
il filtro principale generato da un singleton allora è evidente che 
QN/≡ è isomorfo a Q. 
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12. I razionali non-standard 
L’anello (QN/≡ , + , ⋅ , [0] , [1]) non è un campo, in generale. Ad 
esempio consideriamo il filtro dei cofiniti e le due successioni  
(an)n∈N e (bn)n∈N  definite dall’essere  
 an = 1/n se n è pari e an = 0 se n è dispari  
 bn = 0 se n è pari e bn = 1/n se n è dispari,  
Allora  
 [(an)n∈N]⋅[(bn)n∈N] = [(an)n∈N⋅(bn)n∈N] = [(an⋅bn)n∈N] = [0] 
con  [(an)n∈N] ≠ [0] e [(bn)n∈N] ≠ [0]. Per evitare un tale problema 
dobbiamo considerare un filtro che contenga o l’insieme dei nu-
meri pari o l’insieme dei numeri dispari in modo che risulti o che 
[(an)n∈N] = [0] oppure che [(bn)n∈N] ≠ [0]. Più in generale, poiché 
possiamo definire due successioni analoghe per ogni sottoinsie-
me X di N ponendo 
 an = 1/n se n ∈X e an = 0 se n ∉X  
 bn = 0 se n è ∉X e bn = 1/n se n∈X,  
è evidente che per evitare che ci siano divisori dello zero dob-
biamo supporre che U sia un filtro tale che per ogni sottoinsieme 
X risulti che X∈U oppure -X∈U. Ciò conduce alla seguente defi-
nizione. 
 
Definizione 12.1.  Diciamo che un filtro proprio U è un ultrafil-
tro se per ogni X∈P(S), 
 iii )   o X∈U oppure -X∈U. 
 
Proposizione 12.2. La condizione iii ) equivale a  
 iii *)  X∪Y ∈U ⇒ X∈U oppure Y∈U. 
 
Dim. Supponiamo che valga iii ) e che X∪Y∈U, allora nel caso in 
cui X∉U, poiché -X∈U deve risultare che Y-X = (X∪Y)∩-X∈ U. 
Pertanto Y contenendo Y-X, appartiene ad U. Ciò prova iii *). 
Supponiamo che valga iii *), allora, essendo X∪-X = S∈U risulta 
che o X ∈U oppure -X∈U. Ciò prova iii ).  � 
 
Proposizione 12.3. Se U è un ultrafiltro le seguenti asserzioni 
sono equivalenti: 
 a) U è principale  
 b) U è generato da un singleton 
 c) U contiene un insieme finito.  
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Ne segue che un ultrafiltro non principale contiene tutti i cofiniti. 
 
Dim. a) ⇒ b)  Sia U un ultrafiltro principale generato da un in-
sieme X e supponiamo che X non sia un singleton. Allora X si 
scomporrebbe in due sottoinsiemi propri e disgiunti X1 e X2.  Per 
iii ) uno di tali due insiemi deve appartenere ad U in contrasto 
con l’ipotesi che tutti gli elementi di U contengono X. 
b) ⇒ c)  Evidente. 
c) ⇒ a) Supponiamo che U sia un ultrafiltro contenente un in-
sieme finito e sia X un insieme che abbia tra tutti i finiti in U il 
numero minimo di elementi. Allora X non può spezzarsi in due 
sottoinsiemi propri poiché uno di questi sarebbe un finito più 
piccolo appartenente ad U. Quindi X è un singleton del tipo {x}. 
Poiché l’intersezione di due elementi di un filtro proprio è sem-
pre non vuota, un insieme X appartiene ad U se e solo se contie-
ne x.    
 Infine se l’ultrafiltro U non è principale allora non può con-
tenere nessun insieme finito. Questo comporta che deve contene-
re i complementi di tutti gli insiemi finiti, cioè deve contenere 
tutti i cofiniti.   � 
 
A noi interessano ultrafiltri che non sono principali poiché per 
quelli principali l’ultrapotenza di Q coincide con Q. Non è facile 
dare esempi intuitivi di ultrafiltri che non siano principali. Infatti 
la dimostrazione della loro esistenza viene effettuata mediante 
l’assioma della scelta e non tramite l’esplicita esibizione di un 
esempio. Enunciamo solo il teorema che esprime una tale esi-
stenza. 
 
Teorema 12.4. Esiste un ultrafiltro che non è principale. 
 
Teorema 12.5. Sia U un ultrafiltro, allora il quoziente di (QN , +, 
⋅ , 0 , 1) modulo ≡ è un campo che estende il campo dei razionali 
e che denotiamo con Q*. Se U non è principale, allora diciamo 
che Q* è un campo di numeri razionali non standard.  
 
Dim. Per provare che Q* è un campo supponiamo che [(an)n∈N] 
sia un elemento di Q* diverso da zero. Allora, poiché lo zero di 
Q* è la classe determinata dalla successione costantemente ugua-
le a zero, sappiamo che {n∈N : an = 0}∉U. Poiché per ipotesi U 
è un ultrafiltro, ciò comporta che {n∈N : an ≠ 0}∈ U. Definiamo 
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la successione (bn)n∈N ponendo bn = 1/an se an ≠ 0 e bn = 1 altri-
menti.  Allora, poiché  
  {n∈N : an⋅bn = 1}⊇{ n∈N : an ≠ 0}∈U,  
risulta che {n∈N : an⋅bn = 1}∈U e quindi che  
  [(an)n∈N]⋅[ (bn)n∈N] =  [(anbn)n∈N] = [1].  
Ciò prova che [(an)n∈N] è invertibile. 
 Per mostrare che Q* estende Q è sufficiente considerare 
l’applicazione che associa ad ogni razionale r la classe di equiva-
lenza [(rn)n∈N] dove (rn)n∈N è la successione costantemente uguale 
ad r. Tale applicazione risulta essere una immersione.  � 
 
Sia il campo dei razionali che quello dei reali risultano essere un 
campo ordinato, (si veda la definizione in Appendice).  Possia-
mo anche in Q* definire una relazione d’ordine trasmettendo la 
relazione di ordinamento tra successioni definita in QN al quo-
ziente Q*. Purtroppo mentre sappiamo bene che cosa è una con-
gruenza in una struttura algebrica e come effettuare il quoziente 
di tale struttura, nel caso siano coinvolte relazioni il discorso è 
alquanto più problematico Un modo semplice è tuttavia quello di 
ricondurre la nozione di ordine ad una operazione come avviene 
in teoria dei reticoli. Infatti in un reticolo viene definita una rela-
zione d’ordine ponendo x ≤ y se e solo se x∧y = x. Allora consi-
deriamo Q come reticolo rispetto alle operazioni max e min ed 
estendiamo tali operazioni al prodotto diretto QN. Si ottene il re-
ticolo (QN, min, max). Per tale reticolo risulta: 
 
Proposizione 12.6. Dato un ultrafiltro, la relativa relazione di 
equivalenza ≡ è una congruenza nel reticolo (QN, min, max) ed il 
quoziente (QN/≡, min, max) di tale reticolo è ancora un reticolo. 
Pertanto è definita in QN/≡ una relazione d’ordine ≤ ponendo 
[(an)n∈N] ≤ [(bn)n∈N] se e solo se  [(an)n∈N] ∧ [(bn)n∈N] = [(an)n∈N]. 
Tale relazione d’ordine può essere definita anche ponendo: 

[(an)n∈N] ≤ [(bn)n∈N] ⇔  an ≤ bn quasi ovunque. 
 
Dim. La prima parte della proposizione si prova come nella di-
mostrazione del Teorema 11.3. D’altra parte 

[(an)n∈N] ≤ [(bn)n∈N] ⇔ min{ an,bn} = an quasi ovunque  
                                        ⇔ an ≤bn quasi ovunque. � 
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Una aspetto particolarmente interessante di un campo dei razio-
nali non standard è che non è archimedeo.  
 
Teorema 12.7. Se l’ultrafiltro U contiene il filtro dei cofiniti al-
lora il corrispondente campo Q* dei numeri razionali non stan-
dard è un campo ordinato non archimedeo rispetto 
all’ordinamento che abbiamo ora definito.  
 
Dim. Consideriamo la successione n2 ed il corrispondente nume-
ro iperreale [(n2)n∈N]. Allora preso un qualunque intero p risulta 
che {n∈N : n2 < p} è finito e quindi che  {n∈N : n2 ≥ p} è cofini-
to. Poiché abbiamo supposto che U contiene tutti i cofiniti, tale 
insieme appartiene ad U. Questo prova che [(n2)n∈N ] ≥ p⋅[1] qua-
lunque sia p, cioè che non esiste nessun multiplo di [1] capace di 
superare [(n2)n∈N ].  � 
 
Il fatto che Q* non sia archimedeo comporta che non può essere 
isomorfo al campo dei numeri reali (che invece sappiamo essere 
un campo completo e quindi archimedeo). D’altra parte nella se-
guente proposizione mostriamo che in Q* non è possibile nem-
meno l’estrazione della radice quadrata. 
 
Proposizione 12.8. In Q* l’equazione x2 = 2 non ammette solu-
zioni, cioè non esiste la radice di 2.  
 
Dim. Supponiamo che esista [(an)n∈N] in Q* tale che [(an)n∈N]⋅ 
[(an)n∈N] = [2]. Allora dovrebbe essere che an

2 = 2 quasi ovunque 
cosa impossibile poiché nessun numero razionale verifica tale 
uguaglianza (la radice quadrata di 2 non è razionale). � 
 
Sembrerebbe quindi che Q* non sia l’ambiente giusto per potere 
costruire tutta la matematica come invece sembra essere il campo 
dei reali. Tuttavia vale il seguente teorema 
 
Teorema 12.9. Esiste un x in Q* tale che x2 è infinitamente vici-
no a 2, cioè tale che la differenza x2 -2 è un infinitesimo. Più in 
generale, per ogni numero reale x esiste un elemento x’ di Q* in-
finitamente vicino ad x. 
  
Non andiamo oltre a tali questioni perché lo scopo di questo pa-
ragrafo è solo quello di fare intravedere un universo nuovo ed 
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interessante che è quello dell’analisi non standard. Ci limitiamo 
ad osservare che con la stessa tecnica con cui abbiamo costruito 
il campo Q* dei razionali non standard possiamo costruire il 
campo dei reali non standard. E’ sufficiente partire dalle succes-
sioni di numeri reali invece che dalle successioni di razionali.  
 
Teorema 12.10. Sia U un ultrafiltro che contiene il filtro dei co-
finiti e definiamo in RN  la relazione ≡ ponendo  

(an)n∈N ≡ (bn)n∈N  ⇔  {n ∈N : an = bn} ∈U. 
Allora ≡ è una congruenza nella struttura (RN ,+ ,⋅ ,0 ,1). Il relati-
vo quoziente (QN/≡ ,+ ,⋅ ,[0] ,[1]) è un campo non archimedeo 
rispetto all’ordinamento definito come in proposizione 12.4. Tale 
campo prende il nome di campo dei numeri reali non-standard.  
 
L’approccio all’analisi matematica che utilizza un campo di numeri re-
ali non standard prende il nome di Analisi non standard. In un certo 
senso l’analisi non standard è un modo puramente algebrico di trattare 
il calcolo differenziale. Infatti la presenza di infiniti ed infinitesimi 
permette, per fare un esempio, di definire il limite di una funzione f(x) 
per x che tende all’infinito direttamente come il valore di f calcolato in 
un numero infinito. Un integrale definito è effettivamente una sorta di 
somma infinitaria,   la derivata è il rapporto tra due infinitesimi e così 
via. Ciò spesso fornisce metodi eleganti e naturali per dimostrare teo-
remi in analisi matematica.  
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LETTURA 
Cesare Zavattini, Gara di Matematica: da I tre libri, Parliamo 
tanto di me - Bompiani  - cap. XVI pag. 48,49,50.22 
 
E’ un ricordo della mia infanzia. Abitavo a Gottinga nel dicem-
bre del milleottocentosettanta. Mio padre ed io giungemmo 
all’Accademia quando il presidente Maust stava cominciando 
l’appello dei partecipanti alla Gara Mondiale di Matematica. 
Subito babbo andò a mettersi fra gli iscritti dopo avermi affidato 
alla signora Katten, amica di famiglia. Seppi da lei che il colpo 
del cannone di Pombo, il bidello, avrebbe segnato l’inizio della 
storica contesa. La signora Katten mi raccontò un episodio, igno-
to ai più, intorno all’attività di Pombo. Costui sparava da 
trent’anni un colpo di cannone per annunciare il mezzogiorno 
preciso. Una volta se n’era dimenticato. Il dì appresso, allora, 
aveva sparato il colpo del giorno prima, e così di seguito fino a 
quel venerdì del milleottocentosettanta. Nessuno a Gottinga si 
era mai accorto che Pombo sparava il colpo del giorno avanti.23  
Esauriti i preliminari, la gara ebbe inizio alla presenza del princi-
pe Ottone e di un ragguardevole gruppo di intellettuali. 
 “Uno, due, tre, quattro, cinque…”  
Nella sala si udivano soltanto le voci dei gareggianti. Alle dicias-
sette circa, avevano superato il ventesimo migliaio. Il pubblico si 
appassionava alla nobile contesa e i commenti si intrecciavano. 
Alle diciannove, Alain, della Sorbona, si accasciò sfinito. 
Alle venti, i superstiti erano sette. 
 “36767, 36768, 36769, 36770…” 
Alle ventuno Pombo accese i lampioni. Gli spettatori ne approfit-
tarono per mangiare le provviste portate da casa. 
 “40719, 40720, 40721…” 
Io guardavo mio padre, madido di sudore, ma tenace. La signora 
Katten accarezzandomi i capelli ripeteva come un ritornello: 
’Che bravo babbo hai,’ e a me non pareva neppure di avere fame. 
Alle ventidue precise avvenne il primo colpo di scena: 
l’algebrista Pull scattò: 
                                                           
22 Esponiamo un breve racconto di Zavattini che in un certo senso par-
la dell'infinito e dell'operatore di successore (e quindi della natura di 
una terna di Peano). 
23 Tale episodio può essere visto come il fatto che per un cardinale infi-
nito x accade che x+1 = x (si veda il capitolo successivo sulla cardinali-
tà).  
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 “Un miliardo” 
Un oh di meraviglia coronò l’inattesa sortita; si restò tutti col fia-
to sospeso. Binacchi, un italiano, aggiunse issofatto: 
 “Un miliardo di miliardi di miliardi.”  
Nella sala scoppiò un applauso subito represso dal Presidente. 
Mio padre guardò intorno con superiorità, sorrise alla signora 
Katten e cominciò: 
   “Un miliardo di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi 
di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi di miliar-
di di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi di mi-
liardi…” 
La folla delirava:  
 “Evviva, evviva.”  
La signora Katten e io, stretti uno all’altro, piangevamo 
dall’emozione. 
 “…di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi 
di miliardi.” 
Il presidente Maust, pallidissimo, mormorava a mio padre, tiran-
dolo per le falde della palandrana:  
 “Basta, basta, le farà male.”  
Mio padre seguitava fieramente: 
 “… di miliardi di miliardi di miliardi di miliardi ...”  
A poco a poco la sua voce si smorzò, l’ultimo fievole di miliardi 
gli uscì dalle labbra come un sospiro, indi si abbattè sfinito sulla 
sedia. Gli spettatori in piedi lo acclamavano freneticamente. Il 
principe Ottone gli si avvicinò e stava per appuntargli una meda-
glia sul petto quando Gianni Binacchi urlò:  
 “Più uno!” 
La folla precipitatasi nell’emiciclo portò in trionfo Gianni Binac-
chi. Quando tornammo a casa, mia madre ci aspettava ansiosa 
alla porta. Pioveva. Il babbo, appena sceso dalla diligenza, le si 
gettò tra le braccia singhiozzando:  
 “Se avessi detto più due avrei vinto io”.24  

                                                           
24 Il babbo avrebbe anche potuto esclamare “il successivo dell’ultimo 
numero detto da Binacchi !” e sedersi tranquillo ad aspettare. Si sarebbe 
creata una situazione drammatica per Binacchi. Per quanto fosse capar-
bio nel contare prima o poi sarebbe stato costretto a fermarsi. Ed allora 
il babbo avrebbe vinto! Le cose sarebbero diventate un po’ più compli-
cate se Binacchi nel momento di fermarsi avesse esclamato “il successi-
vo del numero indicato dal babbo !”. A questo punto sarebbe stato dav-
vero difficile per il Presidente decidere chi fosse il vincitore. 



 

 

 
CAPITOLO 4 

 
GLI INSIEMI: CREDERE NELL’INFINITO 1 

 
 
1. Il prezzo dell’aritmetizzazione: l’infinito attu ale 
Nel capitolo precedente abbiamo mostrato come sia possibile 
una aritmetizzazione di tutta la matematica che rende possibile 
svincolare il discorso matematico dall’intuizione del continuo 
geometrico. Tuttavia per portare avanti questa aritmetizzazione è 
necessario “pagare un prezzo”. Questo prezzo è l’accettazione 
dell’infinito potenziale per potere definire gli interi ed i razionali 
e, come vedremo, l’accettazione dell’infinito attuale per potere 
definire i reali. Naturalmente l’insieme degli elementi di una ter-
na di Peano è attualmente infinito (anzi l’accettazione 
dell’esistenza di una terna di Peano equivale all’accettazione di 
un insieme infinito). Tuttavia i singoli numeri interi sono oggetti 
finiti e quando effettuiamo i nostri calcoli ci serviamo ogni volta 
di una quantità finita di numeri. La stessa cosa può essere detta 
per i numeri relativi ed i razionali anche se apparentemente un 
razionale o un relativo è una classe attualmente infinita di coppie 
(e quindi un oggetto infinito). Ad esempio il numero razionale 
che indichiamo con 2/3 è la classe [(2,3)] che è l’insieme infinito 
di tutte le coppie equivalenti alla coppia (2,3), cioè l’insieme 
{(2n,3n):  n∈N}. Tuttavia possiamo definire gli interi relativi ed 
i razionali anche senza coinvolgere la nozione di classe completa 

                                                           
1 In questo capitolo parleremo della teoria “ingenua” degli insiemi. 
Questo significa che gli insiemi verranno introdotti in modo completa-
mente intuitivo. In realtà, come vedremo nel prossimo capitolo, esistono 
molti paradossi della teoria degli insiemi che mostrano come un approc-
cio informale presenti molti problemi e come sia necessario abbandona-
re la fede (ingenua) verso l’accettazione di insiemi infiniti. 

Confinato nella sua natura 
 infinito nei suoi desideri 
L’uomo è un Dio caduto  
che si ricorda dei cieli 
 (Lamartine) 
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di equivalenza. Basta fissare in ogni classe un elemento rappre-
sentativo e lavorare solo sugli elementi rappresentativi.  
 
Definizione 1.1. Chiamiamo in forma normale2 ogni coppia di 
numeri naturali del tipo (p,0), che possiamo indicare con +p, op-
pure del tipo (0,p), che possiamo indicare con –p. Indichiamo 
con Zn l’insieme delle coppie in forma normale.  
 
Riferendoci alla relazione di equivalenza che abbiamo definito 
per introdurre l’anello dei numeri relativi, si chiama riduzione a 
forma normale il calcolo che partendo da una coppia (m,n) per-
mette di ottenere la coppia equivalente in forma normale. Preci-
samente (m,n) si riduce ad (m-n,0) se m≥n ed a (0,n-m) se m<n. 
La somma ed il prodotto di due forme normali non è in generale 
una forma normale. Tuttavia potremmo definire in Zn una struttu-
ra algebrica al modo seguente. 
 
Definizione 1.2. Chiamiamo anello degli interi relativi la struttu-
ra (Zn, ⊕, ⊗, (0,0), (1,0)) in cui le operazioni sono definite po-
nendo: 
 -  x⊕y uguale alla riduzione a forma normale di x+y   
 -  x⊗y uguale alla riduzione a forma normale di x⋅y. 
 
 Lo stesso discorso può essere fatto per i numeri razionali. 
Infatti ogni classe [(p,q)] in Q può essere rappresentata in un solo 
modo da una coppia (p,q) con p e q primi tra loro.  
 
Definizione 1.3. Chiamiamo in forma normale una coppia (p,q) 
di interi relativi con q > 0 e p e q primi tra loro. Indichiamo con 
Qn l’insieme delle coppie in forma normale. 
 
Ogni coppia (p,q) può essere ridotta in forma normale dividendo 
per tutti gli eventuali fattori comuni. 
 
Definizione 1.4. Chiamiamo campo dei numeri razionali la strut-
tura (Qn, ⊕, ⊗, (0,1), (1,1)) in cui, 
-  x⊕y è uguale alla riduzione a forma normale di x+y   

                                                           
2 La nozione di forma normale, e lo studio connesso dei metodi di ridu-
zione a forma normale, gioca un ruolo fondamentale in molti campi del-
la matematica. 
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-  x⊗y è uguale alla riduzione a forma normale di x⋅y. 
 
In definitiva quando si maneggiano gli interi relativi o i razionali 
di fatto è possibile maneggiare solo le forme normali che sono  
oggetti finiti.  
 Questo modo di procedere è molto generale ed in un certo 
senso può sostituire l’usuale definizione di quoziente di una 
struttura algebrica modulo una data congruenza. Infatti, data una 
congruenza (ma è sufficiente anche una qualunque equivalenza) 
in una data struttura algebrica, invece di lavorare sulle classi di 
equivalenza definendo su tali classi le relative operazioni, è pos-
sibile: 
- individuare all’interno di ogni classe un particolare elemento 
che viene detto in forma normale 
- individuare un procedimento di riduzione a forma normale che 

permetta, dato un elemento x di trovare un elemento x’ equi-
valente ad x e ridotto a forma normale 

- considerare solo gli elementi in forma normale  
- effettuare le operazione sulle forme normali e poi ridurre il ri-
sultato ottenuto in forma normale. 
D’altra parte questo è il modo effettivo come i matematici tratta-
no i numeri.3 Lo stesso modo è adottato dai sistemi di calcolo 
simbolico come Mathematica che, d’altra parte, sono sistemi di 
intelligenza artificiale che simulano il comportamento di un ma-
tematico. Ad esempio, dovendo effettuare la somma tra 6/9 e 
10/12, Mathematica riduce tali coppie a forma normale ottenen-
do, come rappresentanti delle corrispondenti classi, le coppie 2/3 
e 5/6. Poi effettua l’operazione di somma di due coppie ottenen-
do prima (2⋅6+3⋅5)/3⋅6, e quindi, dopo avere effettuato le opera-
zioni tra interi, 27/18. Infine  riduce a forma normale tale coppia 
ed ottiene come risultato 3/2. Allo stesso modo Mathematica rie-
sce a trattare una larga parte della matematica.  
 

                                                           
3 Anche negli interi modulo un intero m in effetti si sceglie come rap-
presentativo di una classe il numero positivo più piccolo (che risulta 
minore di m-1) ci si riferisce alle “forme normali” 0, 1, …, m-1 e non 
alle rispettive classi. Ad esempio, nel caso m = 5, la somma di 4 e 3 vie-
ne fatta prima addizionando i numeri, si ottiene 7 e poi, riducendo a 
forma normale, si ottiene 2. In breve 4+3 = 2. 
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 Invece il passaggio dai razionali ai reali crea un coinvolgi-
mento inevitabile dell’infinito attuale e questo poiché, qualunque 
sia il modo con cui si sono costruiti i reali, 

ogni numero reale è un oggetto infinito,  
 Per convincersi di questo, riferendoci al metodo delle sezio-
ni osserviamo che una sezione è costituita da due insiemi infiniti 
di razionali. Se invece ci riferiamo al metodo delle successioni di 
Cauchy, possiamo osservare che una successione di Cauchy è un 
oggetto infinito e che una classe completa di equivalenza di suc-
cessioni di Cauchy è un oggetto infinito.4  
 Ora abbiamo già visto come, da Aristotele in poi, fosse net-
to nel mondo greco il rifiuto dell'infinito attuale. Tale rifiuto fu 
successivamente condiviso da quasi tutta la cultura occidentale 
fino alla fine dell'ottocento. Allo stesso tempo l'impetuoso svi-
luppo dell'analisi matematica dal 1600 in poi aveva fatto sì che 
l'uso dei metodi infinitari fosse sempre più una cosa inevitabile. 
L'alternativa che spesso si presentava agli scienziati dell’epoca 
era tra lo sterile rigore della geometria euclidea e l'uso spregiudi-
cato dei nuovi metodi infinitari del calcolo differenziale ed inte-
grale. A sua volta l’accettazione dei metodi infinitari rendeva 
l'ambito dell'algebra e della geometria greca troppo ristretto per 
la matematica moderna. Infatti, per fare un esempio, è chiaro che 
l'algebra e la geometria suggerivano e permettevano solo lo stu-
dio delle funzioni elementari, cioè quelle definibili geometrica-
mente (come le funzioni trigonometriche), quelle definibili alge-
bricamente (come i polinomi o le funzioni razionali) e quelle ot-
tenibili per composizione da queste. Invece lo sviluppo delle se-
rie trigonometriche determinò un enorme allargamento del cam-
po delle funzioni note. Ci si accorse che, a partire dalle note fun-
zioni trigonometriche, ed operando con somme infinite, era pos-
sibile pervenire a nuove funzioni che non erano definibili ne' per 
via geometrica ne' per via algebrica. Era quindi necessario dare 
una definizione più astratta e generale del concetto di funzione.  
 La teoria degli insiemi proposta da Cantor alla fine del otto-
cento fornirà lo strumento adatto allo scopo.  
 
 

                                                           
4 Precisamente una successione ha per definizione la potenza del nume-
rabile, un numero reale, visto come classe completa di successioni equi-
convergenti, ha la potenza del continuo (provare a trovare una dimostra-
zione).  
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2.  Ma questi insiemi sono poi veramente una novità ? 
Le generazioni seguenti considere-
ranno la teoria degli insiemi come 
una malattia da cui si è guariti  
(Henri Poincaré, 1908). 

 
Cantor non è certo stato il primo ad utilizzare concetti come 
quelli di insieme, classe, collezione, concetti questi che si sono 
sempre adoperati sia nel discorso scientifico che nel linguaggio 
comune. In effetti ogni volta che si considera una proprietà appa-
re naturale considerare la collezione di tutti gli oggetti che verifi-
cano tale proprietà (la sua estensione). Ad esempio: 
- alla proprietà di essere mammifero corrisponde “la classe di 
tutti i mammiferi”,  
- alla proprietà di riprodursi tramite uova corrisponde “la classe 
degli ovipari”,  
etc. . . . .  
Ma allora se la nozione di classe è sempre esistita: 
- perché si dice che Cantor fu l'inventore della teoria degli in-

siemi ?   
- in che cosa consiste la novità della sua proposta ? 
- può esistere un mondo senza insiemi ? 
Per cercare di capire come vanno le cose, consideriamo alcune 
frasi del linguaggio comune, ad esempio le frasi: 
 a) la rosa che è nel vaso è rossa;  
 b) le rose del vaso sono rosse; 
 c) le rose del vaso sono dodici. 
La prima frase è del tipo usuale, vi è un soggetto (la rosa che è 
nel vaso) ed un predicato (essere rosso).5 Le altre due frasi coin-
volgono invece collezioni di elementi (di sostanze) come testi-
monia l'uso del plurale "le rose", ma, a bene osservare, ciò av-
viene in due modi totalmente diversi. Infatti nella frase b) il pre-
dicato "essere rosso" non si riferisce all'insieme delle rose del 
fascio: non si è mai visto un insieme rosso. Il predicato si riferi-
sce in realtà ai singoli elementi di tale insieme, cioè a ciascuna 

                                                           
5 Ad una struttura della frase di tale tipo corrisponde ad una concezione 
del mondo secondo cui da un lato vi sono delle "sostanze" e dall'altro 
delle "proprietà" di cui tali sostanze possono godere o meno. Questo 
modo di vedere è espresso in netta da Aristotele e gli impedirà di capire 
il significato e l’importanza delle relazioni binarie.    
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rosa nel vaso.  La b) è in realtà un modo abbreviato per afferma-
re che: 
 b') ciascuna rosa che è nel vaso è rossa. 
Volendo utilizzare a tutti i costi gli insiemi, possiamo anche ri-
scrivere la b) dicendo che: 
 b")  l'insieme delle rose del vaso è contenuto nell'insieme 
delle cose rosse. 
Ma si capisce che comunque in questo modo il coinvolgimento 
degli insiemi è inessenziale. Di natura completamente differente 
è invece il coinvolgimento degli insiemi nella frase c). Infatti: 

non ha senso affermare che ciascuna rosa del vaso è "dodici". 
Il predicato "avere dodici elementi" si riferisce all'intero insieme 
delle rose che pertanto viene ad essere il vero soggetto della frase 
c).  In tale modo tale insieme viene ad assumere il carattere di 
sostanza individuale e diviene un nuovo soggetto (al singolare) 
distinto dagli elementi che lo compongono. Ora, prima di Cantor, 
tale oggetto non veniva considerato come ente matematico e, 
conseguentemente, la c) non risultava essere una asserzione ma-
tematica. Essa esprimeva il risultato di un esperimento (il conta-
re) su di un oggetto e non era diversa da una frase del tipo "la 
temperatura del tale corpo è di dodici gradi". Dopo Cantor inve-
ce gli insiemi saranno visti come nuovi enti matematici e la c) 
sarà una asserzione matematica come le altre.6   
 Concludiamo questo paragrafo osservando che, in definiti-
va, vi sono due modi di coinvolgere una collezione di elementi in 
un discorso scientifico:  
- Il primo si ha quando ci si riferisce a ciascun elemento della 
collezione stessa.  
- Il secondo modo si ha quando si considera tale collezione come 
ente matematico a cui è possibile attribuire proprietà che non so-
no riconducibili ai suoi elementi. 
Spesso nel primo caso si utilizza il termine “classe” e solo nel 
secondo caso si usa il termine "insieme" per denotare la colle-
zione. La teoria (per meglio dire il linguaggio) delle classi è 
sempre esistita e non permette di dire niente di più di quanto 

                                                           
6 Ricordiamo che già c'era stato un momento dell'evoluzione della ma-
tematica in cui questa aveva allargato il proprio ambito creando nuovi 
enti astratti. Mi riferisco al processo di idealizzazione degli enti geome-
trici in cui proprietà come "essere retto", "essere circolare", "essere 
quadrato" vengono sostituite da enti astratti come "la retta", "il cer-
chio", "il quadrato". 
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permetta il linguaggio comune. La zoologia, la mineralogia 
l'hanno spesso utilizzata. Agli oggetti ed alle proprietà si sostitui-
scono gli elementi e le classi (estensioni di tali proprietà). Alla 
congiunzione logica "e" ed alla disgiunzione "o" si sostituiscono 
le operazioni di intersezione e di unione, alla negazione si sosti-
tuisce la complementazione, alla implicazione la relazione di in-
clusione. 
 La teoria degli insiemi nasce invece con Cantor ed il suo si-
gnificato si manifesta esclusivamente nell'ambito matematico. 
Sue caratteristiche peculiari furono l'esame della "grandezza" 
degli insiemi ed il tentativo di procedere ad una fondazione di 
tutta la matematica. Quella che molti studenti hanno imparato 
nelle scuole è solo la teoria della classi, o, per meglio dire, il lin-
guaggio delle classi.  
 Si fa' invece teoria degli insiemi quando (in generale nelle 
elementari) si parla di "cardinalità" di un insieme finito tramite il 
concetto di equipotenza. Ancora si utilizza la teoria degli insiemi 
quando si costruisce il campo dei numeri reali con il metodo del-
le sezioni o con un qualunque altro metodo.7  
 
 

3. I paradossi dell’infinito 
Una delle prime domande che un matematico si pone riguarda la 
grandezza degli enti matematici che si propone di studiare. Ed 
infatti la parte centrale degli studi di Cantor sugli insiemi riguar-

                                                           
7 La distinzione che abbiamo fatto in questo paragrafo è importante an-
che per comprendere il significato che ha l'introduzione (eventuale) del-
la teoria degli insiemi nelle scuole. A volte si definisce il massimo co-
mune divisore tra i numeri n ed m come "l'elemento massimo dell'inter-
sezione tra l'insieme dei divisori di n e l'insieme dei divisori di m". A 
me sembra un modo inutilmente complicato di dare la definizione! Il 
linguaggio comune in questo caso è più che sufficiente e non c'è modo 
più semplice di definire il massimo comune divisore che affermare che 
è il massimo dei divisori comuni. Un altro esempio di apparente intro-
duzione della teoria degli insiemi è quando, ad esempio, per illustrare la 
nozione di intersezione, si dice che la balena è un elemento di interse-
zione tra gli insieme degli animali acquatici e l'insieme dei mammiferi. 
Anche in questo caso sembra più semplice dire che la balena è un 
mammifero che vive nell’acqua senza disturbare l’operazione di interse-
zione. 
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da la loro grandezza, o per meglio dire, la loro cardinalità.  Sia-
mo nel 1874 quando appaiono i primi articoli di Cantor in propo-
sito, ma già Galileo nel 1638 nel suo Discorsi e dimostrazioni 
Matematiche intorno a due nuove scienze si era posto il proble-
ma sulla possibilità di confrontare la grandezza di due insiemi 
infiniti. La risposta di Galileo a questa domanda fu nettamente 
negativa, e questo in base ad alcune conseguenze paradossali 
conseguenti a tale possibilità. 
 
Il paradosso dei quadrati perfetti. Galileo confrontò l'insieme 
N degli interi e l'insieme QP dei quadrati perfetti e giunse alla 
paradossale conclusione che tali insiemi hanno lo stesso numero 
di elementi. Infatti egli osservò che ad ogni intero n è possibile 
associare il quadrato perfetto n2 ottenendo in tale modo la tabella 
 
 1  2  3   4    5     6 . . . 
 1  4  9  16  25   36 . . . 
 
Naturalmente in tale modo ad elementi distinti corrispondono 
quadrati distinti ed ogni quadrato si può ottenere in questo modo 
(in termini moderni diremmo che la corrispondenza è biettiva) 
ciò prova che ci sono tanti elementi in N quanti ce ne sono in 
QP. Ora una tale conclusione non appariva a Galileo soltanto 
contraria al senso comune (paradossale) ma anche contradditto-
ria. Precisamente era in contraddizione con l'assioma euclideo "il 
tutto è maggiore della parte" che Galileo, grande ammiratore di 
Euclide, non si sognava di mettere in discussione.  
 
Il Paradosso delle ruote concentriche: Questo paradosso, de-
scritto da Galileo, risalire ad Aristotele.  
 
 
  
 
 
 
                   
                   C                                                   D 
 
Consideriamo due ruote concentriche incollate una sull’altra, di 
raggi 0.5 ed 1 e supponiamo di far fare alla più grande un giro 

A B 
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completo in modo che rotolando tracci un segmento CD. Nel 
frattempo anche la ruota più piccola avrà fatto un giro completo 
ed avrà tracciato un segmento AB della stessa lunghezza. Ma 
questo è assurdo perché i due segmenti rappresentando lo “sroto-
lamento” di due circonferenze di lunghezza  π  e  2π dovrebbero 
essere uno minore dell’altro. Ecco quello che dice Galileo: 
 

“Or come dunque può senza salti scorrere il cerchio minore 
una linea tanto maggiore della sua circonferenza ?”. 

 

Comunque la conclusione a cui Galileo pervenne fu non tanto 
che non fosse possibile considerare l'infinito attuale (come af-
fermato dalla tradizione aristotelica) ma che la comprensione 
dell'infinito attuale forse era al di fuori delle capacita dell'essere 
umano.  Egli infatti asserisce che quando 
 

siamo tra gli infiniti e gli indivisibili, quelli sono incomprensi-
bili dal nostro intelletto finito per la loro grandezza, e questi 
per la loro piccolezza. 

 
Dove il termine "indivisibile" si riferisce agli infinitesimi che in 
quel periodo, ad opera del Cavalieri, si andavano utilizzando.  
 
Paradosso delle due monete. Un paradosso simile a quello di 
Aristotele si ottiene supponendo di porre su di un tavolo due mo-
nete uguali A e B in modo che si tocchino in un punto P, di tene-
re fissa A e di fare ruotare di un giro intero B mantenendo sempre 
un punto P di contatto. Ci si accorge che alla fine della rotazione 
B non ha percorso tutta la circonferenza di A ma solo la metà e 
che quindi il punto P di contatto visto come punto di A percorre 
una lunghezza π, visto come punto di A percorre una lunghezza 
2π.  
 
 
 
 

 

  1€ 

  1€ 

  1€ 

  A   B 
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Paradosso delle serie. I paradossi che abbiamo visto fino ad ora 
sono legati alla nozione di “grandezza”. Altri paradossi sono le-
gati alla nozione di “somma infinita”. Ne abbiamo già visto uno 
quando abbiamo parlato del paradosso di Zenone. Un altro, og-
getto di discussione agli inizi del settecento, è il seguente. Con-
sideriamo la somma infinita +1-1+1-1+... che si ottiene alternan-
do +1 e -1 e cerchiamo di capire quale è il valore di tale somma.8 
Una possibile risposta è che sia uguale a zero. Infatti se raggrup-
pano gli elementi di tali somme nella sequenza (+1-1)+(+1-1)+... 
allora eseguendo le sottrazioni tra parentesi ed effettuando una 
somma di infiniti zero, si ottiene zero. Un'altra possibilità è di 
ottenere 1. Infatti basta isolare il primo 1 e poi raggruppare le 
coppie di successivi numeri ed ottenere pertanto 1+(-1+1)+(-
1+1)+ ... . Padre Guido Grandi sosteneva che la somma fosse 
uguale a 0.5. Infatti egli argomentava al modo seguente. Suppo-
niamo che in una eredità di un prezioso gioiello si fosse stabilito 
che un anno esso dovesse essere tenuto da un fratello e l’altro 
anno da un altro fratello. Allora il tempo di possesso di un fratel-
lo risulterebbe uguale a quello dell’altro e quindi è uguale a 0.5.9 
Una argomentazione diversa, ma sempre a favore del valore 0.5, 
era data da Leibniz che sosteneva che se si interrompe a caso il 
calcolo del valore della serie, allora la somma può fornire il valo-
re 0 o 1 e questo con la stessa probabilità. Quindi il valore della 
somma infinita si deve collocare a metà strada tra 0 ed 1 ed è 
pertanto 0.5. In termini attuali diremmo che il valore di aspetta-
zione della sequenza è 0.5. 
 
4. Cantor, l’infinito e la dottrina Cristiana 
Cantor, al contrario di Galileo, non esitò a gettare via l'assioma 
di Euclide accettando tranquillamente la possibilità che esistano 
insiemi che hanno tanti elementi quanto una loro parte propria.10 

                                                           
8 Se ci si riferisce alla definizione attuale di somma di una serie, tale se-
rie risulta non convergente. 
9 Il fatto che fosse possibile fare passare ilvalore della serie da zero ad 1 
oppure a 0.5 veniva visto da padre Grandi non come una contraddizione 
ma come prova che Dio, nella sua infinità, potesse creare dal nulla il tut-
to. 
10Questa proprietà diventerà proprio un modo di definire gli insiemi in-
finiti. Quindi si potrebbe dire che un insieme è infinito se verifica il pa-
radosso di Galileo. 
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 E' da notare che le motivazioni filosofiche di Cantor erano 
strettamente intrecciate a quelle religiose.  La cosa non deve sor-
prendere poiché le motivazioni religiose stanno alla base dei 
primi esempi di accettazione dell'infinito attuale nella cultura oc-
cidentale. Era infatti convincimento comune nel medioevo che 
Dio fosse infinito. 
 

Appunto perché è uno, Egli non rientra né in una misura né in 
un numero. Così Egli non incontra il confine né in altrui né in 
se stesso, che, in tal caso, Egli cadrebbe già nella dualità. 
(Plotino, Enneadi). 

 

Era semmai oggetto di discussione se Dio potesse concepire enti-
tà infinite poiché in tale caso si dovrebbero accettare entità infi-
nite diverse da Dio. A tale proposito ad esempio l'opinione di 
San Tommaso era che l'unico infinito fosse Dio. 
 

Quindi, come Dio, nonostante abbia potenza infinita, tuttavia 
non può creare qualcosa di increato (il che sarebbe far coesi-
stere cose contraddittorie), così non può creare cosa alcuna 
che sia assolutamente infinita. (S. Tommaso, Summa Teolo-
gica). 
 

In altre parole, se si vede che il concetto di infinito attuale è con-
traddittorio, Dio non può pensarlo perché Dio, in un certo senso, 
rispetta la logica. Invece l'opinione di Sant'Agostino era non solo 
che Dio fosse infinito ma anche che potesse avere come oggetto 
del suo pensiero "il tutto del numero" cioè l'intera totalità degli 
interi. 
 

Riguardo poi all'altra loro teoria che neanche con la scienza 
di Dio può essere rappresentato l'infinito, rimane loro che o-
sino affermare, immergendosi nell'abisso profondo della irre-
ligiosità, che Dio non conosce il tutto del numero . . . Non lo 
potrebbe dire neanche il più insensato . . . Che razza di omuc-
ci siamo noi che pretendiamo di porre limiti alla sua scienza?. 
(Agostino, La città di Dio) 
 

Ad esempio in una lettera del 1890 a padre Thomas Esser egli 
scrive tra l'altro: 
 

Viene da me offerta alla filosofia cristiana per la prima volta 
la vera dottrina dell'infinito nei suoi principi. So con piena si-
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curezza e determinazione che essa accoglierà questa dottrina: 
è soltanto da vedere se ciò accadrà già adesso o soltanto do-
po la mia morte. 

 

Da notare che Cantor distingue tre tipi di infinito. Il primo, lega-
to all'idea di Dio, il secondo di natura fisica (il tempo, lo spazio), 
il terzo di natura matematica. 
 

L'infinito attuale si presenta in tre contesti: il primo è quello 
in cui si presenta nella forma più completa, in un essere 
completamente indipendente trascendente questo mondo, "in 
Deo", ed è questo che io chiamo l'Infinito Assoluto o sempli-
cemente l'Assoluto; il secondo quando si presenta nel mondo 
contigente, nel creato; il terzo è quando la mente lo afferra 
"in abstracto", come grandezza matematica, numero o tipo 
d'ordine. Voglio sottolineare chiaramente la differenza tra 
l'Assoluto e quello che io chiamo il Transfinito, cioè l'infini-
to attuale degli ultimi due tipi, perché si tratta di oggetti e-
videntemente limitati, suscettibili di accrescimento, e quindi 
collegati al finito. 

 
 

5.  Confrontare le grandezze degli insiemi. 
La possibilità di confrontare le grandezze di insiemi non necessa-
riamente finiti è alla base della teoria degli insiemi. 
 
Definizione 5.1. Diciamo che due insiemi A ed B sono equipo-
tenti e scriviamo A ≡ B se esiste una corrispondenza biettiva f : 
A→B di A in B. Diciamo che la potenza di A è minore o uguale 
della potenza di B e scriviamo A ≤ B se esiste una corrisponden-
za iniettiva di A in B. 
 
In altri termini A ed B sono equipotenti se esiste un procedimento 
che permette di ottenere, a partire da un elemento di A, uno ed un 
solo elemento di B in modo che 
- ad elementi distinti di A corrispondano elementi distinti di B  
- ogni elemento di B si può ottenere in questo modo.  
Nel caso della corrispondenza proposta da Galileo tra N e 
l’insieme QP dei quadrati perfetti, tale corrispondenza era otte-
nuta tramite l'elevazione al quadrato. Ovviamente nel caso di in-
siemi finiti si ha che due insiemi sono equipotenti se e solo se 
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hanno lo stesso numero di elementi nel senso intuitivo che diamo 
a questa espressione.   
 
Teorema 5.2. Comunque si considerino gli insiemi A, B e C: 
1. A ≡ A.  
2. A ≡ B implica B ≡ A.  
3. A ≡ B e B ≡ C  implica A ≡ C. 
 Pertanto, in un certo senso, la relazione di equipotenza è una 
relazione di equivalenza.11 
 
Dim. 1. Sia A un qualunque insieme, allora l'applicazione identi-
ca i : A→A è una funzione biettiva di A in A. Quindi A è equipo-
tente ad A.  
2. Sia A equipotente a B, allora esiste una corrispondenza biettiva 
f : A→B. La sua funzione inversa sarà allora una corrispondenza 
biettiva di B in A e questo prova che B è equipotente ad A.  
3. Supponiamo che A abbia potenza uguale B e che B abbia po-
tenza uguale a C, allora esistono due funzioni biettive  f : A→B e 
g: B→C. E' evidente che fg è una funzione biettiva di A in C e 
quindi che A e C sono equipotenti. � 
 
Teorema 5.3. La relazione ≤ “avere meno potenza di” è una re-
lazione di pre-ordine, cioè comunque si scelgano gli insiemi A, B 
e C : 
i) A ≤ A    (riflessiva) 
ii ) Se A ≤ B e B ≤ C implica A ≤ C  (transitiva). 
L’equivalenza associata a tale pre-ordine è l’equipotenza, cioè 
iii ) A ≤ B e B ≤ A implica A ≡ B (Teorema di Cantor-Bernstein). 
 
Dim. Per provare i) e ii ) si procede allo stesso modo che nel Teo-
rema 5.2. Per dimostrare iii ) si veda il Paragrafo 12.  
 

                                                           
11 In realtà non è completamente corretto parlare di relazione di equiva-
lenza. Infatti l’insieme in cui tale relazione dovrebbe essere considerata 
dovrebbe essere la classe di tutti gli insiemi. Purtroppo, come vedremo 
nel prossimo capitolo, tale classe crea molti problemi. Analoga conside-
razione deve essere fatta per la relazione “avere meno potenza di” che 
viene trattata nel teorema successivo. Insomma le cose sono sempre più 
complicate di come si pensa.  
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Proposizione 5.4. Sia A un insieme e ≡ una relazione di equiva-
lenza in A, allora il quoziente A/≡ ha potenza minore o uguale ad 
A.  
 
Dim. Sia f : A/≡ → A una funzione che associ ad ogni classe di 
equivalenza z un elemento f(z)∈z.12 La funzione f è iniettiva per-
ché se f(z) = f(z') = c allora le due classi z e z' hanno l’ elemento c 
in comune e quindi coincidono.  � 
 
Proposizione 5.5. Se esiste una funzione suriettiva f : A→B di A 
in B allora B ha potenza minore o uguale ad A. Infatti se ≡ è il 
nucleo13 di f, allora B è equipotente a A/≡.   
 
Dim.  Sia f : A→B una funzione suriettiva, allora il suo nucleo ≡ 
ripartisce A in classi di equivalenza. La funzione g : A/≡ → B de-
finita ponendo g([x]) = f(x) è ben definita perché il suo valore 
non dipende dall'elemento rappresentativo in [x]. Inoltre, poiché  

g([x]) = g([y]) ⇒ f(x) = f(y) ⇒ x ≡ y ⇒ [x] = [y], 
la funzione g è iniettiva. Pertanto A/≡ è equipotente a B. � 
 
 Il paradosso di Galileo di un insieme equipotente ad una sua 
parte propria sfrutta il fatto che i numeri naturali sono un insieme 
infinito. Come abbiamo già osservato in una nota, questo feno-
meno può essere utilizzato proprio per dare una definizione di 
insieme infinito. 
 
Definizione 5.6. Un insieme equipotente ad una propria parte 
propria viene detto infinito, altrimenti viene detto finito.  
 
Proposizione 5.7. L'insieme N dei numeri naturali è infinito.  
Inoltre un insieme è infinito se e solo se ha potenza maggiore o 
uguale ad N. 
 
Dim. Che N sia infinito deriva dall'osservazione di Galileo per 
cui N è equipotente all'insieme QP dei quadrati perfetti che costi-
tuiscono una parte propria di N. D'altra parte ogni terna di Peano 

                                                           
12 Che tale funzione esista equivale all’assioma della scelta di cui parle-
remo più in avanti. 
13 Il nucleo di una funzione f è l’insieme delle coppie (x,y) tali che f(x) = 
f(y), in proposito si veda in Appendice. 
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è infinita perché la funzione successore è iniettiva per definizio-
ne e non è suriettiva in quanto il primo elemento non è successo-
re di nessun altro elemento.  
 Sia S un insieme infinito, allora abbiamo già visto che 
all’interno di N è possibile definire una terna di Peano. Pertanto, 
essendo tutte le terne di Peano isomorfe e quindi equipotenti, S 
ha potenza maggiore di N. Viceversa se S ha potenza maggiore o 
uguale al numerabile allora esiste una funzione iniettiva f : N → 
S. Consideriamo la funzione g : S→S definita ponendo g(x) = x 
se x∉f(N) e g(f(n)) = f(n+1): in altri termini tale funzione sposta 
di un passo gli elementi della successione f(n) e lascia immutati 
gli altri elementi di S. Ne segue che, poiché g non può assumere 
il valore f(1), g è una funzione biettiva di S nella sua parte pro-
pria S-f(1). Ciò prova che S è infinito. � 
 
Problema. Dimostrare che a Salerno esistono due persone che 
hanno esattamente lo stesso numero di capelli. E’ necessario sa-
pere che: 
- E’ stato osservato che un uomo non ha mai più di 130.000 ca-
pelli.  
- si sa che a Salerno vivono più di 200.000 persone. 
 
 

6. Insiemi numerabili 
N è il primo esempio di insieme infinito che abbiamo incontrato. 
Confrontiamo allora la grandezza degli insiemi con quelladi N.  
 
Definizione 6.1. Gli insiemi equipotenti ad N vengono detti nu-
merabili, gli insiemi che hanno potenza minore od uguale ad N 
vengono chiamati enumerabili.14  
 
Pertanto un insieme A è numerabile se esiste una funzione f : A 
→ N  biettiva. A è enumerabile se esiste una funzione f : A →N 
iniettiva. Se si tiene conto della Proposizione 5.5 abbiamo la se-
guente ovvia proposizione. 

                                                           
14 In realtà il concetto di insieme enumerabile non sembra essere usato 
nei libri di matematica italiani. Nei libri in lingua inglese invece viene 
trattato sotto il nome di  countable set. Invece in informatica teorica si 
parla di effettivamente enumerabile (in inglese effectively enumerable) 
per indicare un insieme che sia enumerato tramite una funzione per la 
quale esiste un opportuno programma capace di computarla. 
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Proposizione 6.2. Le seguenti asserzioni sono equivalenti: 
 a) A è enumerabile 
 b) A è vuoto, finito o numerabile 
 c) A è vuoto oppure esiste una funzione f : N →A suriettiva 
          (che viene chiamata funzione enumerante).  
 
In termini intuitivi un insieme non vuoto è enumerabile se si pos-
sono "numerare" tutti gli elementi di A uno dopo l’altro in una 
successione dicendo che  
 f(1) è il primo elemento 
 f(2) è il secondo elemento 
 . . .  
ed in tale numerazione nessun elemento di A deve sfuggire (f è 
suriettiva). Se in tale enumerazione non esistono ripetizioni, es-
sendo la f è anche iniettiva, A risulta numerabile.  
   
Proposizione 6.3. L'unione di due insiemi enumerabili è un in-
sieme enumerabile. L’unione di un insieme finito ed uno nume-
rabile è un insieme numerabile. L’unione di due insiemi numera-
bili è un insieme numerabile.15  
 
Dim.  Siano A e B due insiemi enumerabili e siano f : N → A e g 
: N → B due funzioni enumeranti A e B. Intuitivamente il proces-
so di enumerazione di A∪B consiste nell'alternare la numerazio-
ne di A e di B, cioè nel considerare la seguente successione 
 f(1), g(1), f(2), g(2), . . . 
Più precisamente, possiamo considerare la funzione h : N→A∪B 
definita ponendo 
 

                 f((n+1)/2)   se n è dispari 
    h(n) =    
           g(n/2)         se n è pari. 
 

Tale funzione è suriettiva e quindi h rappresenta una funzione 
enumerante A∪B.  
 Sia A = {a1,...,ap}  un insieme finito e B un insieme numera-
bile. Sia f : N→B una funzione biettiva enumerante B, allora una 
numerazione di A∪B sia ottiene al modo seguente: 
                                                           
15 Alla fine di questo capitolo tale teorema viene illustrato tramite il rac-
contino degli “alberghi di Hilbert”. 
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 a1, a2,...,ap, f(1), f(2), ... 
In altri termini si cominciano ad elencare tutti gli elementi di A e 
poi si elencano quelli di B. Volendo formalizzare un tale modo di 
procedere definiamo la funzione h : N→A∪B ponendo 
 h(1) = a1, h(2) = a2,...,h(p) = ap,  
 h(p+1) = f(1), ..., h(p+m) = f(m), ... 
E’ evidente che h è una funzione biettiva enumerante A∪B. 
 Siano A e B numerabili, allora nel caso in cui A e B siano 
disgiunti la funzione h ora definita è biettiva. Invece nel caso 
A∩B ≠ ∅ h non è iniettiva in quanto un elemento 
dell’intersezione viene enumerato due volte. Intuitivamente basta 
che nella enumerazione  
 f(1), g(1), f(2), g(2), . . . 
gli elementi già comparsi non siano ripetuti.16 � 
 
Esempio. Sia A = {5,3,7} e sia QP l'insieme infinito dei quadrati 
perfetti. Allora possiamo enumerare al modo seguente gli ele-
menti di A∪QP : 
 5, 3, 7, 1, 4, 9, . . .  
Più precisamente sappiamo che la funzione f(n) = n2 è una bie-
zione di N in QP, cioè è una funzione enumerante QP.   Possia-
mo allora definire una funzione h : N → A∪QP enumerante 
A∪QP ponendo: 
 h(1) = 5  
 h(2) = 3 
 h(3) = 7 
 h(4) = f(1) = 1 
 h(5) = f(2) = 4 
  ... 
 h(n) = f(n-3). 
  
Proposizione 6.4. L'insieme Z degli interi relativi è numerabi-
le.17 

                                                           
16 Un modo più rigoroso ma meno costruttivo di procedere è quello di 
osservare che, essendo h suriettiva A∪B ha potenza minore o uguale a 
quella di N. Poiché è evidente che  A∪B ha potenza maggiore o uguale a 
quella di N, A∪B è equipotente ad N. Tale modo di ragionare non forni-
sce però concretamente la funzione enumerante. 
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Dim. L'insieme Z è unione dell'insieme degli interi positivi Z+ 
(compreso lo zero) e dell'insieme degli interi negativi Z-. Poiché 
entrambi questi due insiemi sono numerabili, Z è numerabile. Più 
precisamente una enumerazione degli elementi di Z si ottiene al 
modo seguente 
 0, -1, +1, -2, +2, 3, -3 . . .   
cioè tramite la funzione h : N→Z definita ponendo h(n) = -n/2 se 
n è pari e h(n) = (n-1)/2 se n è dispari.  � 
 
7. Tentare di superare il numerabile 

Ed io sono più infinito di te ! 
No ! più infinito di me non esiste 
niente. 
(Da una disputa tra Il Dio del 
Nord ed Il Dio del Sud prima del-
lo scontro di civiltà del 2013) 

 
Naturalmente si pone il problema se sia possibile trovare insiemi 
che siano più grandi del numerabile. La prima cosa che viene in 
mente naturalmente è quella di confrontare N con l'insieme Q dei 
razionali. Inaspettatamente Cantor provò che:   

anche Q, che appariva tanto più grande di N, aveva tanti ele-
menti quanti ne aveva N ! 

 
Proposizione 7.1.  L'insieme Q dei numeri razionali è numerabi-
le. 
 
Dim. Cominciamo col provare che l’insieme dei razionali positi-
vi Q+ è numerabile. Una dimostrazione intuitiva di tale numera-
bilità si ottiene disponendo i numeri razionali nella seguente ma-
trice infinita 
 
 1/1    1/2   1/3    1/4    1/5  . . . 
 
 2/1    2/2    2/3   2/4     2/5 . . . 
 
 3/1   3/2   3/3    3/4 . . . 
                                                                                                                              
17 Per trovare altre dimostrazioni di questa proposizione e delle succes-
sive si consiglia di vedere il paragrafo 3 del Capitolo 5 dove sono pre-
senti anche altri esempi di insiemi numerabili 



Cap. 4: Credere nell’infinito   139                
__________________________________________________________ 

 

 
 4/1   4/2    4/3  . . . 
 
 5/1 . . . 
 . . . 

in cui il numeratore rappresenta la riga di appartenenza ed il de-
nominatore la posizione all’interno della riga di un razionale. 
Ovviamente un tale matrice un razionale compare più volte. Il 
problema è trovare una strategia che consenta di leggere i razio-
nali in questa tabella uno dopo l’altro in modo che: 

- nessun razionale sia escluso (la corrispondenza deve essere su-
riettiva) 

- nessun razionale sia letto due volte (la corrispondenza deve es-
sere iniettiva). 

E’ possibile seguire la strategia indicata dalle frecce avendo cura 
di saltare i numeri razionali che già si sono incontrati. Per preci-
sare una tale strategia osserviamo che si è cominciato a “contare” 
gli elementi dell’insieme Q2 ={1/1}, poi si sono contati gli ele-
menti dell’insieme Q3 ={1/2,2/1}, poi gli elementi dell’insieme 
Q4 = {3/1, 2/2, 1/3} ... Ciascuno di tali insiemi si può caratteriz-
zare dal fatto che la somma del numeratore e del denominatore è 
rispettivamente 2, 3, .... Indichiamo con Qn l'insieme dei raziona-
li del tipo p/q con p e q interi positivi primi tra loro e p+q = n.  
Pertanto,  
 

 Q2 = {1/1} = {1},   
 Q3 = {1/2, 2/1},   
 Q4 = {1/3, 3/1},  
 Q5 = {1/4, 4/1, 2/3, 3/2} 
 . . . 

E' evidente che ciascun Qn è finito e che Q+ = ∪n∈N-{1}  Qn. Una 
numerazione degli elementi di Q+ si ottiene pertanto enumerando 
prima gli elementi di Q2, poi quelli di Q3 e così via. In tale modo 
si ottiene la numerazione: 
 0, 1, 1/2, 2/1, 1/3, 3/1, 1/4, 4/1, 2/3, 3/2, .... 
Una volta che si è visto che Q+ è numerabile risulta evidente che 
anche Q- è  numerabile in quanto equipotente a Q+. Quindi Q = 
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Q+∪Q-∪{0} è numerabile in  quanto unione di un numero finito 
di insiemi finiti o numerabili.  � 
 
Possiamo dare un carattere più geometrico alla dimostrazione ora 
esposta. Basta associare ad ogni punto del piano cartesiano le cui 
coordinate sono (n,m), con m ≠ 0,  il corrispondente numero ra-
zionale n/m. Ovviamente tale corrispondenza non è iniettiva ma 
punti a cui corrispondono lo stesso razionale si dispongono su di 
una retta passante per l’origine. Questo è un modo con cui a volte 
si introducono i razionali nelle scuole medie. I razionali positivi 
si collocano nel primo quadrante, quelli negativi nel quarto qua-
drante.  

 
strazione fatta per enumerare Q+ sostanzialmente abbiamo consi-
derato una successione di triangoli rettangoli con un vertice 
nell’origine e gli altri due vertici nei punti (n,0)  e (0,n). Per e-
numerare i razionali sia positivi che negativi è possibile conside-
rare la successione di triangoli di vertici (-n,0), (0,n), (n,0). A-
vremmo anche potuto considerare successioni di altre figure ge-
ometriche limitate, ad esempio una successione di opportuni cer-
chi di centro l’origine.  
 
Proposizione 7.2. Il prodotto cartesiano di un numero finito di 
insiemi numerabili è un insieme numerabile.18 
 

                                                           
18Per enumerare N×N esiste anche una funzione di cui si ha una espres-
sione analitica. Infatti basta considerare la funzione h : N×N → N  defi-
nita ponendo h(i,j) = 2i⋅(2⋅j+1). Tale funzione è biettiva perché un nu-
mero n può essere scomposto in uno ed un solo modo come prodotto del 
tipo 2n⋅(2⋅m+1). Tale scomposizione si ottiene calcolando la massima 
potenza 2i  di 2 che divide n. Allora n = 2i⋅d con d dispari. Posto j = (d-
1)/2 risulta che n = 2i⋅(2⋅j+1) = h(i,j).  

2/4 

3/3 

5/5 
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Dim. Proviamo la proposizione per induzione sul numero n di 
insiemi numerabili. Per n = 2 si procede come per i razionali. In-
fatti, essendo A e B  numerabili i relativi elementi si possono or-
dinare in due successioni (an)n∈N e (bn)n∈N. Essendo allora ogni 
elemento di A×B del tipo (an,bm) potremo disporre gli elementi di 
A×B in una matrice infinita e “contarli” alla stessa maniera di Q. 
 
 
  (a1,b1)   (a1,b2)      (a1,b3)   (a1,b4)      (a1,b5)  . . . 
 
  (a2,b1)       (a2,b2)   (a2,b3)     (a2,b4)   . . . 
 
  (a3,b1)         (a3,b2)       (a3,b3)   . . . 
 
  (a4,b1)            (a4,b2)   . . . 
 
  (a5,b1) . . . 
 
     . . . 
 Supponiamo che la proposizione sia vera per n insiemi 
A1,...,An cioè che A1×...×An sia numerabile, allora per ogni insie-
me numerabile An+1 risulta che (A1×...×An)×An+1 è numerabile e 
quindi la proposizione è vera per n+1 insiemi numerabili. In 
conclusione la proposizione è vera per ogni n.  � 
 
Proposizione 7.3. L’unione di una successione di insiemi nume-
rabili è ancora un insieme numerabile. 
 
Dim. La tecnica è la stessa di quella della numerazione dei razio-
nali. Sia (An)n∈N una successione di insiemi numerabili, indi-
chiamo con a(i,j) l’elemento di Ai che occupa il posto j nella e-
numerazione di Ai. Si definisce così una matrice infinita i cui e-
lementi possono essere enumerati con la solita strategia 
 
 
 a(1,1)   a(1,2)   a(1,3)    a(1,4)   a(1,5)  . . . 
 
 a(2,1)   a(2,2)   a(2,3)     a(2,4)   . . . 
 
 a(3,1)   a(3,2)    a(3,3)   . . . 
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  a(4,1)   a(4,2)   . . . 
 
  a(5,1) . . . 
 
     . . .    
 
 
8. La potenza del continuo 
Sembra di essere ad un punto morto: abbiamo confrontato 
l’insieme QP dei quadrati perfetti con N ed abbiamo visto che 
hanno lo stesso numero di elementi, poi abbiamo esaminato Z, 
Q+ e Q ed ancora abbiamo visto che sono numerabili. Si pone 
allora il seguente interrogativo:  
 

e se tutti gli insiemi infiniti fossero numerabili? 
 

In tale caso una teoria che si occupa delle grandezze degli insie-
mi si ridurrebbe a ben poca cosa perché avremmo da un lato gli 
insiemi finiti, di diverse grandezze, e dall'altra tutti i rimanenti 
insiemi tutti della stessa grandezza infinita. D'altra parte è questa 
l’opinione di Galileo che afferma. 
 

Io non veggo che ad altra decisione si possa pervenire, che a 
dire, infiniti essere tutti i numeri, infiniti i quadrati, infinite le 
lor radici, ne' la moltitudine dei quadrati essere minore di 
quella di tutti i numeri, ne' questa maggiore di quella, ed in 
ultima conclusione, gli attributi di eguale, maggiore e minore 
non aver luogo negli infiniti, ma solo nelle quantità terminate. 

 
Ma il merito di Cantor non fu solo di avere avuto il coraggio di 
negare validità all'assioma euclideo "il tutto è maggiore della 
parte" e di accettare l'esistenza dell'infinito attuale. Egli riuscì 
anche a trovare due insiemi infiniti di grandezza diversa; preci-
samente riuscì a provare che l'insieme R dei numeri reali ha po-
tenza maggiore di quella di N e che quindi esistono almeno due 
ordini di infinito. Cominciamo con il dimostrare la non numera-
bilità dell'intervallo aperto (0,1). Il metodo usato in questa dimo-
strazione viene a volta chiamato metodo di diagonalizzazione di 
Cantor ed è stata proposto da Cantor nel 1891.19 

                                                           
19 In realtà la prima dimostrazione, dovuta sempre a Cantor, risale al 
1873 ed è di tipo topologico. Supponiamo per assurdo che f : N →(0,1) 
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Teorema 8.1. L'insieme (0,1) non è numerabile e quindi è più 
grande di N. 
  
Dim. Supponiamo per assurdo che esista una funzione biettiva f : 
N →(0,1). Come è noto ogni numero f(n) della successione f(1), 
f(2), ... può essere rappresentato con una espansione decimale e 
ciò consente di costruire una tabella del tipo 
 
 f(1) = 0. r(1,1) r(1,2) r(1,3) . . . 
 f(2) = 0. r(2,1) r(2,2) r(2,3) . . . 
 f(3) = 0. r(3,1) r(3,2) r(3,3) . . . 
 . . . 
 f(n)= 0. r(n,1) r(n,2) r(n,3) . . .r(n,n) . . .  
 . . . 
dove r(n,i) rappresenta la cifra di posto i-esimo della espansione 
decimale di f(n). Si noti che, stante il significato del periodo 9 
nella rappresentazione decimale di un numero, uno stesso nume-
ro può essere indicato con espansioni diverse, ad esempio 
0.2999... coincide con il numero 0.3000... . Supporremo di rap-
presentare i numeri sempre senza il periodo nove in modo che 
espansioni diverse rappresentino sempre numeri diversi.20 Ci 

                                                                                                                              
sia una funzione biettiva. Allora possiamo definire una successione 
(In)n∈N di intervalli chiusi contenuti in (0,1) tale che 

- I1 non contiene f(1)  
- I2 ⊆ I1 e non contiene f(2)  
- ... 
- In+1 ⊆ In e non contiene f(n+1) 
- ... 

Poiché (In)n∈N è una successione decrescente di compatti non vuoti, la 
sua intersezione è non vuota. Detto r un numero reale in ∩n∈NIn è evi-
dente che r è un elemento di (0,1) diverso da ogni f(n) in contrasto con 
l’ipotesi di suriettività per f. L’assurdo a cui siamo pervenuti prova che 
(0,1) non è numerabile. Il fatto che tale dimostrazione sia di natura squi-
sitamente topologica non deve sorprendere se si pensa che Cantor ha 
sviluppato le proprie idee nell’ambito delle sue ricerche di analisi ma-
tematica. Da un punto di vista didattico il pregio di questa dimostrazio-
ne è che non presuppone il teorema di rappresentazione dei numeri reali 
in forma decimale. Il difetto è che utilizza la nozione di compattezza 
che non è certo semplice. 
20 Molti miei studenti agli esami dicono una frase del tipo “escludiamo i 
numeri di periodo nove”. La dimostrazione funziona lo stesso ma in 
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proponiamo ora di costruire un numero reale r = 0.c1c2c3...  ap-
partenente a (0,1) che sia diverso da tutti gli elementi della suc-
cessione f(1), f(2), ... . A tale scopo basta prendere c1 diverso da 
r(1,1), c2 diverso da r(2,2) e, più in generale, cn diverso da r(n,n).  
Ad esempio possiamo porre 
                1   se r(n,n) ≠ 1 
      cn =   
                2   se r(n,n) = 1.   
Allora, per come è stato costruito, il numero r non può coincide-
re con nessun numero f(n), in contrasto con l’ipotesi per cui f è 
suriettiva.  
 
Problema. Dire perché il numero r definito all’interno della di-
mostrazione della Proposizione 7.1 non coincide con f(5). 
 
In tale proposizione avremmo potuto considerare anche intervalli 
diversi da (0,1). D’altra parte la seguente proposizione mostra 
che tutti gli intervalli aperti sono equipotenti tra loro. 
 
Proposizione 8.2. Tutti gli intervalli chiusi sono equipotenti tra 
loro. Tutti gli intervalli aperti sono equipotenti tra loro.  
 
Dim. Dati gli intervalli chiusi 
[a,b] e [c,d], consideriamo la ret-
ta passante per il punto di coor-
dinate (a,c) e (b,d). Tale retta è il 
grafico della funzione  

f(x) = cax
ab

cd +−
−
−

)(   

E' immediato che tale funzione è una corrispondenza biettiva tra 
[a,b] e  [c,d]. 
 La stessa funzione f può essere vista come una corrispon-
denza biettiva tra gli intervalli aperti (a,b) e (c,d) e questo prova 
che anche due intervalli aperti sono equipotenti tra loro. � 
  

                                                                                                                              
questo modo quello che si dimostra è che l’insieme dei numeri “che non 
hanno periodo nove” non è numerabile. Naturalmente da ciò si ricava 
che, a maggior ragione, [0,1] non è numerabile e quindi il tutto funziona 
lo stesso. Tuttavia questo modo di dire nasconde la difficoltà di distin-
guere un numero reale (che è una classe) dalla sua rappresentazione. 

a          x      b 

  
d 

c 
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Problema. Trovare l’espressione analitica di una funzione che 
esprima l’equipotenza tra l’intervallo [1,2] e l’intervallo [3,7]. 
 
Dobbiamo ora confrontare la grandezza di un intervallo aperto 
con quella di un intervallo chiuso. A tale scopo abbiamo bisogno 
della seguente proposizione. 
 
Proposizione 8.3. Se S è infinito ed A è finito o numerabile allo-
ra S ed S∪A sono equipotenti.21   
 
Dim. Abbiamo già dimostrato un teorema analogo nel caso in cui 
S sia numerabile. Con un piccolo adattamento la stessa dimostra-
zione può essere estesa al caso di un qualunque insieme infinito 
S. Infatti essendo S infinito la potenza di S è maggiore o uguale 
al numerabile. Pertanto esiste una funzione iniettiva f : N →S. 
Sia A = {a1,...,an}, allora possiamo definire una corrispondenza h 
: S∪A→S ponendo  
 h(a1) = f(1) 
 h(a2) = f(2) 
  ...,   
 h(an) = f(n) 
 h(f(1)) = f(1+n) 
 ... 
 h(f(i)) = f(i+n) 
 … 
 h(x) = x    se x∉f(N) e x ∉ {a1,...,an} . 
In altri termini si “spostano in avanti di n passi” gli elementi 
della successione f(n) e nei posti che si sono liberati “si colloca-
no”  gli elementi di A. E' immediato che h è iniettiva e suriettiva 
e che quindi S∪A è equipotente ad S.  
 Nel caso A numerabile, supponiamo che g : N →A sia una 
funzione enumerante A. Allora possiamo definire h al modo se-
guente: 
 h(g(n)) = f(2⋅n) 
 h(f(n)) = f(2⋅n+1) 

                                                           
21 Possiamo visualizzare la dimostrazione riferendoci agli “alberghi di 
Hilbert” esposti alla fine del capitolo. Infatti se S è infinito allora ha ab-
bastanza spazio da poter contenere un albergo di Hilbert. Ma in tale al-
bergo anche se pieno, possiamo sempre inserire gli elementi di un in-
sieme finito o numerabile A. 



Cap. 4: Credere nell’infinito   146                
__________________________________________________________ 

 

 h(x) = x  se x non appartiene né ad f(N) né a g(N). 
In altri termini: 
- si sposta ciascun elemento f(n) in f(2⋅n+1) e si liberano gli ele-
menti di posto pari della successione f(n).  
- si utilizzano i posti liberati per inserire gli elementi della suc-
cessione g(n), cioè gli elementi di A 
- si lasciano immutati tutti gli altri elementi.  � 
  
Esercizio. Dare un esempio di funzione biettiva tra l’insieme R 
dei numeri reali e l’insieme {a,b,c} ∪R.  
 
Corollario 8.4. Tutti gli intervalli sono equipotenti tra loro.  
 
Dim. Ogni intervallo aperto (a,b) e' infinito, pertanto poiché [a,b] 
= (a,b)∪{ a,b}, per la proposizione precedente (a,b) è equipoten-
te a [a,b].   �  
 
Esempio: Supponiamo di volere definire esplicitamente una fun-
zione biettiva f tdi [0,1] su (0,1). Allora basta  
- fissare una qualunque funzione iniettiva h : N→(0,1) ad esem-
pio la funzione h(n) = 1/(n+1) 
- definire f : [0,1] → (0,1)  ponendo  

f(0) =  h(1) = 1/2  
f(1) = h(2) = 1/3 
f(1/(n+1)) = h(n+2) = 1/(n+3)  
f(x) = x     se x ≠ 1/n. 

 

Abbiamo visto che gli intervalli, che possono essere interpretati 
come segmenti, sono tutti equipotenti tra di loro ed hanno tutti 
potenza maggiore del numerabile. Se vogliamo cercare insiemi 
che hanno potenza più grande possiamo, per esempio, prendere 
in esame l’intero insieme dei numeri reali o, se si vuole, 
l’insieme dei punti di una retta. Infatti il fatto che tale insieme 
non sia limitato potrebbe far pensare che contenga più elementi 
di un intervallo. Vale però la seguente proposizione. 
 
Proposizione 8.5. L’insieme R dei numeri reali è equipotente 
all’intervallo aperto (-1,1) e quindi ad un qualunque intervallo. 
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Dim. La funzione f(x) = x/(x2-1) porta l'intervallo (-1,+1) nell'in-
sieme R dei numeri reali in modo biettivo (studiare il grafico del-
la funzione per rendersene conto). � 
 
Definizione 8.6. Diciamo che un insieme ha la potenza del con-
tinuo se è equipotente ad R. 
 
Abbiamo visto che tutti gli intervalli, che siano aperti o chiusi, 
hanno la potenza del continuo.  
 
Problema. Dimostrare che tutte le circonferenze hanno la poten-
za del continuo.  
 
Il paradosso delle ruote concentriche. Torniamo al paradosso 
delle ruote concentriche in cui sono coinvolte le linee r ed s su 
cui scorrono i punti A  e C delle due circonferenze. Una possibile 
soluzione può essere trovata proprio con la nozione di equipo-
tenza. Infatti è vero che possiamo considerare la corrispondenza 
che associa ad ogni punto della circonferenza della ruota piccola 
il punto del segmento AB che viene toccato in un dato istante. 
Tale corrispondenza è iniettiva perché due punti diversi della 
ruota toccheranno due punti diversi del segmento. E’ anche su-
riettiva in quanto ogni punto del segmento sarà toccato in un dato 
istante. Tuttavia l’esistenza di tale corrispondenza mostra che la 
circonferenza piccola è equipotente al segmento AB e non che ha 
la sua stessa lunghezza di tale segmento.  
 In modo analogo possiamo risolvere il paradosso delle due 
monete. Infatti non deve stupire il fatto che una circonferenza sia 
equipotente ad una semicirconferenza. 
 
 

9. Superare la potenza del continuo 
Abbiamo visto che R è un insieme la cui cardinalità è più grande 
di quella di N. Si pone allora il problema di trovare insiemi di 
cardinalità maggiore di quella di R. Per prima cosa tentiamo con 
l’insieme delle parti di N. 
 
Proposizione 9.1. L'insieme P(N) delle parti di N è equipotente 
all’insieme {0,1}N che a sua volta è equipotente all’intervallo 
(0,1). Pertanto P(N) ha la potenza del continuo.  
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Dim. Per provare che {0,1}N è equipotente a (0,1) osserviamo 
che possiamo associare ad ogni elemento c : N→{0,1} di {0,1} N 
il numero reale 0.c(1)c(2)... . Una tale corrispondenza è iniettiva 
(anche se non è suriettiva) e dimostra che la potenza di {0,1}N è 
minore della potenza di (0,1). Viceversa, consideriamo la corri-
spondenza che ad ogni numero reale 0.c(1)c(2)..., che supponia-
mo scritto in base due e senza il periodo 1, associa la successione 
c : N → {0,1} in cui c(n) è l’ennesima cifra binaria. Una tale cor-
rispondenza è iniettiva e ciò prova che la potenza di (0,1) è mi-
nore della potenza di {0,1}N.  In conclusione {0,1}N  è equipoten-
te a (0,1) e quindi ha la potenza del continuo.  
 Per provare che P(N) è equipotente a {0,1}N, è sufficiente 
considerare la funzione H : P(N) → {0,1} N  che associa ad ogni 
sottoinsieme X di N la sua funzione caratteristica cX : N →{0,1} 
definita dal porre: 
 

                       1   se x ∈X 
 cX(x) = 

        0   altrimenti.  � 
 
Proviamo ora a vedere se l’insieme delle funzioni di N in N è più 
grande di R. La seguente proposizione mostra che la risposta è 
negativa. 
 
Proposizione 9.2. L’insieme NN delle funzioni di N in N ha la 
potenza del continuo. 
 
Dim. Sappiamo che N×N è numerabile e quindi che P(N×N) ha 
la potenza del continuo. D’altra parte NN ⊆ P(N×N) in quanto 
ogni funzione di N in N, in quanto relazione binaria, è un sottoin-
sieme di N×N. Ciò prova che la potenza di NN è minore o uguale 
a quella del continuo. D’altra parte {0,1}N è un sottoinsieme di  
NN e quindi NN ha potenza maggiore o uguale al continuo.  � 
 
Tutti gli insiemi di cui abbiamo parlato fino ad ora sono del tipo 
"lineare" ed abbiamo visto che tutti hanno la potenza del conti-
nuo. Allora nella nostra ricerca di insiemi più grandi appare natu-
rale rivolgerci ad insiemi di dimensione maggiore, ad esempio ai 
quadrati oppure ai cubi. Ebbene si scoprì che anche l'insieme dei 
punti interni ad un quadrato ha la potenza del continuo !  
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Teorema 9.3. L'insieme dei punti interni ad un quadrato è equi-
potente all'insieme dei punti interni ad un suo lato. Pertanto tale 
insieme ha la potenza del continuo. 
 
Dim. In termini analitici dobbiamo provare che (0,1)2 è equipo-
tente a (0,1). Supponiamo di rappresentare i numeri reali nella 
forma dell'espansione decimale.  Inoltre, per ottenere che ad e-
spansioni decimali diverse corrispondano numeri reali diversi 
supponiamo di non rappresentare mai i numeri con periodo nove. 
Ad esempio scriveremo 0.40000... al posto di 0.3999... Conside-
riamo la corrispondenza che associa ad ogni coppia (x,y)∈(0,1)2 
il numero f(x,y)∈(0,1) ottenuto ponendo f(x,y)=0.x1y1x2y2x3y3...  
avendo supposto che x=0.x1x2x3. . . e y=0.y1y2y3 .  Tale corrispon-
denza è iniettiva e ciò prova che la potenza di un quadrato è mi-
nore di quella del suo lato.22 Per trovare una corrispondenza i-
niettiva da (0,1) a (0,1)2 possiamo ad esempio considerare la cor-
rispondenza che associa ad ogni x∈(0,1) la coppia (x,1/2). Per il 
teorema di Cantor-Bernstein possiamo concludere che (0,1) è 
equipotente a (0,1)2.  � 

Questo risultato ai tempi di Cantor appariva stupefacente perché 
stabiliva l'uguaglianza delle grandezze di due enti geometrici di 
differente dimensione.   
 Un modo diverso per convincersi della possibilità di mettere 
in corrispondenza i punti di una retta ed i punti interni ad un 
quadrato, è dato dalla considerazione di curve particolari. Una 
delle curve più famose che progressivamente “riempie” il qua-
drato è la curva di Peano che si ottiene come limite di una suc-
cessione di curve definita per ricorsione. La curva di Peano è una 
funzione continua di (0,1) in (0, 1)2. D’altra parte, stante il fatto  

                                                           
22 Si osservi che la funzione f non è suriettiva poiché, ad esem-
pio, il numero 0.19191919... dovrebbe avere come immagine in-
versa la coppia 0.11111.... e 0.9999... ma tale coppia non rappre-
senta un punto interno al quadrato. 
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 che la dimensione di (0,1) è diversa da quella di (0,1)2, non può 
esistere nessuna funzione bicontinua (continua, invertibile e tale 
che la sua inversa sia continua) tra (0,1) e (0,1)2.  
 
Problema. Dimostrare che ogni cubo ha la stessa potenza di un 
suo spigolo. 
 
Dalle proposizioni ora dimostrate segue facilmente il seguente 
teorema. 
 
Teorema 9.4. L'insieme dei punti del piano ha la potenza del 
continuo. L’insieme dei punti dello spazio ha la potenza del con-
tinuo. 
 
Dim. Poiché R è equipotente a (0,1), R×R è equipotente a 
(0,1)×(0,1). D'altra parte abbiamo già dimostrato che tale insieme 
è equipotente a (0,1). Quindi R×R ha la potenza del continuo.   
 In modo analogo si dimostra che l’insieme dei punti dello 
spazio ha la potenza del continuo.  � 
 
Problema. L’insieme dei triangoli del piano ha potenza maggio-
re o uguale al continuo ? 
Problema. L’insieme dei cerchi del piano ha potenza maggiore o 
uguale al continuo ? 
Problema. Uno spazio vettoriale di dimenzione finita sul campo 
dei reali quale cardinalità ha ? 
Problema. Il gruppo delle rotazioni intorno ad un dato punto è 
ciclico ? 
 
Esercizio. Dimostrare che due circonferenze sono equipotenti 
(Una dimostrazione analitica si ottiene col considerare le equa-
zioni parametriche. Una dimostrazione geometrica si ottiene 
provando l'equipotenza per circonferenze concentriche e poi uti-
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lizzando traslazioni per estendere il risultato ad una qualunque 
coppia di circonferenze). 
 
Proposizione 9.5. L’insieme dei numeri complessi ha la potenza 
del continuo. 
 
Dim. Basta ricordare che un numero complesso x+iy è caratteriz-
zato dalla sua parte reale x e dalla sua parte complessa y, cioè da 
una coppia (x,y) di numeri reali.  � 
 
Abbiamo mostrato fino ad ora l'esistenza di tre tipi di insiemi: 

- quelli finiti,  
- quelli numerabili  
- quelli aventi la potenza del continuo.  

Ancora una volta sembra difficile trovare qualche cosa di più 
grande del continuo. Tuttavia il seguente teorema, dovuto a Can-
tor, mostra che: 

dato un insieme S esiste sempre un insieme più grande di S. 
 
Teorema 9.6. (Teorema di Cantor) Dato un insieme S, l’insieme 
P(S) delle parti di S ha potenza strettamente maggiore di quella 
di S. In particolare, l’insieme P(R) e l’insieme RR delle funzioni 
di variabile reale hanno potenza maggiore del continuo. 
 
Dim. Supponiamo per assurdo che esista una funzione biettiva f 
di S in P(S) e consideriamo l'insieme T = {x∈S | x∉f(x)}. Sicco-
me f è suriettiva esisterà xo∈S tale che f(xo) = T. Allora: 
- se xo ∈ T avremo che xo verifica la proprietà caratteristica di T e 
quindi xo∉f(xo) e pertanto xo∉T 
- se xo∉T allora xo non verifica la proprietà caratteristica di T e 
quindi xo∈f(xo) e xo∈T.  
Si perviene pertanto all'equivalenza xo∈T ⇔ xo∉T che è assurda 
in quanto afferma che una asserzione coincide con la sua negata. 
 Per dimostrare la parte rimanente della proposizione osser-
viamo che RR ha ovviamente cardinalità maggiore di {0,1}R e 
che questo ultimo insieme ha cardinalità uguale a P(R). � 
 
In definitiva se indichiamo con n un insieme finito con un nume-
ro n di elementi, abbiamo visto che esiste una successione 
 1, 2, 3, 4, 5, ....N, P(N), P(P(N)), . . . 
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di insiemi che è crescente rispetto alla relazione di “avere poten-
za minore di”. 
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LETTURA 
Rudy Rucker – L'albergo di Hilbert, da La mente e l’infinito,  
Editore Muzzio, 85-86.   

Il famoso matematico David Hilbert, nelle sue conferenze a ca-
rattere divulgativo, raccontava spesso la storia di un albergo con 
infinite stanze: Questo mitico albergo, che chiameremo Albergo 
di Hilbert, ha omega camere: Camera 0, Camera 1, Camera 2, 
…., Camera n, e così via. Come nel paragrafo precedente inizie-
remo a contare da 0. Per fissare le idee, ho disegnato l’ Albergo 
nella figura 2.13. Per farlo stare su una pagina, ho supposto che 
ogni piano fosse dotato di un fantascientifico condensatore di 
spazio, uno strumento che fa si che ogni piano sia alto due terzi 
del precedente. Anche gli ospiti subiscono la stessa contrazione e 
quindi, sebbene i soffitti del terzo piano siano alti solo due o tre 
piedi, il condensatore di spazio rende gli ospiti alti uno o due 
piedi in modo che si trovino a loro agio. Lascio al lettore come 
esercizio di dimostrare che, se il primo piano ha soffitti di dieci 
piedi e ogni piano è alto i due terzi del precedente, allora 
l’albergo di ω piani è alto 30 piedi. 

 

Una delle caratteristiche più sconcertanti dell’Albergo di Hilbert 
è che, anche quando è al completo, è sempre possibile trovare 
posto per nuovi ospiti senza che nessuno debba condividere la 
sua stanza con un altro!  
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Supponiamo, per esempio, che ogni camera sia occupata collo-
cando l’ospite n nella Camera n. Supponiamo che a questo punto 
arrivi un nuovo ospite: l’Ospite a. Dove potrà alloggiare? E' faci-
le! basta chiedere ad ogni cliente di passare nella camera succes-
siva. In tale modo si libera la camera numero 0 e la si può utiliz-
zare per ospitare a. Ma se fosse arrivato un nuovo pulman conte-
nente una quantità numerabile di nuovi turisti. Come collocarli? 
Facile, basta dire a ciascun ospite della camera n di passare alla 
camera 2n. In tale modo tutte le camere di numero dispari ri-
mangono libere. Allora si dice ai turisti del pulmann di collocarsi 
in tali camere. Precisamente al prima turista che scende dal pul-
man si assegna la camera 2⋅1-1 = 1, al secondo turista la camera 
2⋅2-1 = 3 , ... al turista n la camera 2⋅n-1. 

NOTA. Naturalmente le stesse considerazioni le potremmo fare 
se l’albergo avesse stanze tutte uguali tra loro ma lungo una linea 
retta infinita (a me piace più immaginarla orizzontale e non ver-
ticale forse per questione di vertigini). In questo caso lo spostarsi 
alla camera successiva sarebbe una vera e propria traslazione. 
Ciò permetterebbe di interpretare quanto detto in questa lettura 
dicendo che  l’albergo è equiscomponibile con un albergo uguale  
più una stanza (in generale più n stanze). Il paradosso degli otto 
raggi esposto nel paragrafo 10 del primo capitolo è analogo salvo 
il fatto che i punti della successione A1, A2,... sono stati collocati 
su di una circonferenza e non su di una retta.  
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   CAPITOLO 5 
METODO ASSIOMATICO E STRUTTURALISMO 

 
 
1. Paradossi e crisi della teoria degli insiemi 

Non mi sarei mai iscritto ad 
una associazione che mi ac-
cettasse come mem-bro.  
(il comico Groucho Marx). 

 

Maria è destinata ad essere in-
felice, ama solo le persone che 
non l’amano.  
(da una conversazione tra stu-
dentesse) 

La scelta di considerare la teoria degli insiemi come base su cui 
fondare tutta la matematica mostrò ben presto alcune difficoltà di 
fondo. Dopo pochi anni che la teoria degli insiemi si andava dif-
fondendo cominciarono ad essere scoperti diversi paradossi che 
mostravano come la teoria degli insiemi fosse contraddittoria. 
Prima di esporre tali paradossi, esaminiamo un po’ più da vicino 
quelle che sono due caratteristiche principali della nozione di in-
sieme che permettono di distinguerla dalla analoga nozione di 
classe o da quella di proprietà. 
 
a) Principio di comprensione.   
Tale principio afferma che data una qualunque proprietà P, la 
collezione degli enti verificanti P, che indicheremo con 
l’espressione {x : x verifica P}, è un insieme. Ad esempio, alla 
proprietà "essere pari" corrisponde l'insieme dei numeri pari, al-
la proprietà "essere maggiore di 2" corrisponde l'insieme dei 
numeri maggiori di due e così via. 
 
b) Principio di sostanzialità.  
Tale principio, che è forse quello più importante, afferma che 
ogni insieme ha carattere di "sostanza" nel senso che, all'interno 
del discorso scientifico, gli insiemi possono essere trattati allo 
stesso modo di oggetti individuali come tavolo, atomo, punto.1 Il 
principio di sostanzialità comporta che i nomi degli insiemi pos-
sono figurare come soggetti all'interno delle frasi e quindi, in 
particolare, che ha senso dire che un insieme verifica o meno una 
data proprietà. Ad esempio  

"l'insieme dei numeri primi è infinito" 

                                                           
1 Si veda anche il paragrafo 2 del capitolo precedente. 
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è una frase in cui è l'intero insieme dei numeri primi a figurare 
come soggetto e tale insieme verifica la proprietà di essere infini-
to. Ciò non avviene, ad esempio, nella frase equivalente 

"per ogni primo p esiste un primo q maggiore di p". 
D’altra parte per il principio di comprensione ad ogni proprietà è 
possibile associare un insieme. Pertanto in termini insiemistici 
possiamo esprimere il principio di sostanzialità dicendo che un 
insieme può essere elemento di un altro dato insieme.  
Nell’esempio fatto l’insieme dei numeri primi appartiene 
all’insieme degli insiemi finiti. 
 Da osservare anche che il principio di sostanzialità compor-
ta che gli insiemi vengano considerati esistenti indipendentemen-
te dal processo conoscitivo o creativo dell'uomo (come appunto 
avviene per le "sostanze"). Ciò pone quella che è la più moderna 
delle teorie matematiche, la teoria degli insiemi, nell'ambito di 
una delle più antiche filosofie: il platonismo.  
 Possiamo ora elencare alcuni dei paradossi che nascono dal-
la teoria degli insiemi. Il primo paradosso si ottiene applicando il 
principio di comprensione alla proprietà “essere un insieme”  e 
quindi considerando l’insieme universale U = {X : X è un insie-
me} di tutti gli insiemi.  
 
Proposizione 1.1. (Paradosso della classe di tutti gli insiemi) 
Sia U l’insieme di tutti gli insiemi, allora la cardinalità di U è 
maggiore della cardinalità di ogni altro insieme. Ciò è in contra-
sto con il teorema di Cantor che afferma che la cardinalità di U è 
strettamente minore di quella di P(U). 
 
Dim. Sia Z un insieme. Allora la funzione h : Z → U che associa 
ad ogni elemento z∈Z il singoletto h(z) = {z} è una funzione i-
niettiva di Z in U.   � 
 
Un altro paradosso nasce dal considerare la proprietà X∉X di es-
sere normale, cioè di non appartenere a se stesso. 
  
Definizione 1.2. Chiamiamo normale un insieme che non appar-
tiene a se stesso.  
 
Gli insiemi che usualmente consideriamo sono normali. Ad e-
sempio l'insieme {1,{2,3},{4,5,6}} non appartiene a se stesso e 
quindi è normale. L’insieme {X : X è finito} degli insiemi finiti è 
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infinito (ad esempio tutti i singoletti {n} con n∈N sono finiti) e 
quindi non appartenendo a se stesso è normale. Invece il suo 
complemento {X : X è infinito} essendo infinito appartiene a se 
stesso e quindi non è normale. Ancora l'insieme di tutti gli in-
siemi appartiene a se stesso e quindi non è normale. Se tali in-
siemi sembrano troppo grossi, possiamo considerare l'insieme X 
degli insiemi che sono descrivibili nella lingua italiana. Tale in-
sieme non è molto grande in quanto, poiché con la lingua italiana 
posso formulare solo una quantità numerabile di descrizioni, X è 
numerabile. D'altra parte, avendo definito X tramite la lingua ita-
liana, X appartiene a se stesso.  
 
Problema: Dire se i due insiemi {x : x è un triangolo} e {x: x 
non è un triangolo} sono normali oppure no. 
 
 Data la proprietà di essere normale, per il principio di compren-
sione esisterà un insieme corrispondente, che chiamiamo insieme 
di Russell, cioè l’insieme Ru = {X | X normale} = {X | X∉X}. 
D'altra parte, in base al principio di sostanzialità ha senso chie-
dersi se Ru sia normale o meno. Da queste due osservazioni se-
gue il seguente paradosso dovuto a B. Russell. 
 
Proposizione 1.3. (Paradosso di Russell, 1901) Sia Ru = {X | X 
è normale} l'insieme di Russell, Allora risulta che 

Ru∈Ru  ⇔   Ru ∉ Ru. 
 
Dim. Se Ru∈Ru allora Ru verifica la proprietà definitoria di Ru e 
quindi Ru∉Ru. D’altra parte se Ru∉Ru allora Ru verificando la 
proprietà definitoria di Ru è normale e quindi Ru∈Ru.  � 
 
 Si potrebbe pensare che i paradossi possano nascere solo dal-
la considerazione di proprietà strane come quella di non apparte-
nere a se stesso o dalla considerazione di insiemi troppo grandi 
come l'insieme di tutti gli insiemi. In tale caso per evitare guai un 
matematico deve solo limitarsi a considerare proprietà ed insiemi 
più familiari e piccoli. Le cose non stanno così, esistono con-
traddizioni che nascono dalla considerazione di insiemi che ap-
paiono più naturali. Si consideri ad esempio proprietà semplicis-
sime come “avere un numero finito di elementi” oppure “avere 
un solo elemento”. Allora per il principio di comprensione è pos-
sibile considerare gli insiemi Fin = {X : X è finito} e Sing = {X : 
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X è un singoletto}. Se si analizza la dimostrazione della Proposi-
zione 1.1 ci si accorge che la stessa dimostrazione permette di 
provare anche i seguenti paradossi. 
 
Proposizione 1.4. (Paradosso della classe di tutti gli insiemi 
finiti )  Sia la classe Fin di tutti gli insiemi finiti che la classe 
Sing di tutti i singoletti hanno cardinalità maggiore di ogni altro 
insieme. In particolare Fin e Sing  hanno cardinalità maggiore di 
P(Fin) e P(Sing), rispettivamente. Ciò è in contraddizione con il 
teorema di Cantor.   
 
La situazione non è molto diversa se si considera la proprietà "a-
vere tre elementi". In base al principio di comprensione esisterà 
l'insieme corrispondente, cioè l'insieme T = {X | X ha tre elemen-
ti}, cioè il numero cardinale [{a,b,c}]. Per tale insieme è possibi-
le provare la stessa strana proprietà di cui gode l'insieme di tutti 
gli insiemi. 
 
Proposizione 1.5. (Paradosso della classe degli insiemi con tre 
elementi). L’insieme T = {X | X  ha tre elementi} ha più elementi 
di ogni altro insieme. In particolare T ha più elementi di P(T) e 
ciò è in contraddizione con il teorema di Cantor.  
 
Dim. Sia Z un qualunque insieme e consideriamo un qualunque 
insieme di tre elementi, ad esempio l'insieme {a, b, c}. Allora la 
corrispondenza f : Z →T che ad ogni elemento x∈Z associa l'in-
sieme f(x) ={(a,x), (b,x), (c,x)} è una funzione iniettiva di Z in T. 
Ciò prova che in T ci sono più elementi che in Z. �  
 
Forse è interessante riformulare il paradosso della classe degli 
insiemi con tre elementi anche per la classe dei gruppi (classe di 
cui gli algebristi parlano quotidianamente). 
 
Proposizione 1.6. (Paradosso della classe dei gruppi) 
L’insieme G dei gruppi ha più elementi di ogni altro insieme. In 
particolare G ha più elementi di P(G) (in contrasto con il teore-
ma di Cantor). 
 
Dim. Per prima cosa osserviamo che ogni singoletto {z} può es-
sere considerato un gruppo ({z},+,-,z) dove le operazioni sono 
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definite ponendo z+z = z e –z = z. E’ infatti un gruppo in cui 
l’elemento neutro è z e l’inverso di z è ancora z. Sia Z un qualun-
que insieme. Allora la corrispondenza f : Z →G che associa ad 
ogni z∈Z il gruppo f(z) = ({z},+,-,z) definito dal singoletto {z} è 
iniettiva. Pertanto G ha più elementi di Z.  � 
 
In realtà tale proposizione è molto più generale, infatti vale per la 
classe degli anelli, la classe degli spazi vettoriali e per tutte le 
classi di strutture definite da un sistema di assiomi.  
 
Proposizione 1.7. Sia T una teoria, allora la classe dei modelli di 
T conduce ad un paradosso. 
 
Problema: Chiamiamo club un insieme qualunque e conside-
riamo la classe C = {x : x è un club e io∈x} dei club che mi han-
no come membro. Provare che comunque si consideri un insieme 
Z, C ha cardinalità maggiore o uguale a quella di Z e che quindi 
C conduce ad un paradosso. 
 
 

2. Russell, il paradosso del barbiere, Marx e le studentesse 
E’ importante osservare che nel paradosso di Russell la sola im-
plicazione Ru∈Ru  ⇒   Ru ∉ Ru non risulta paradossale. Per ca-
pire tale questione riconsideriamo la battuta di Marx con cui si è 
iniziato il paragrafo precedente. Detto x l’insieme dei membri di 
una associazione allora Marx afferma che 
 ∀x(io∈x ⇒ io∉x).  
Questo non è paradossale ma è solo la prova che io∉x, in altri 
termini che Marx non può appartenere a nessuna associazione. 
Detto più in generale, il fatto che una implicazione A ⇒ ¬A ri-
sulti vera non è affatto paradossale e permette di dedurre solo 
che A è falsa. Infatti, A⇒¬A  è logicamente equivalente ad ¬A. 
Per convincersi di questo basta ricordare un po’ di logica e che 
una implicazione del tipo A⇒B risulta equivalente alla disgiun-
zione ¬A∨B. Pertanto, in particolare, A⇒¬A è equivalente a 
¬A∨¬A cioè a ¬A. D’altra parte le dimostrazioni per assurdo di 
cui abbiamo parlato nel primo capitolo si basano proprio su tale 
principio. Risulta invece paradossale una equivalenza del tipo A 
⇔ ¬A che afferma che una  asserzione A è sia vera che falsa.  
 Più vicina alla struttura logica del paradosso di Russell è 
l’osservazione su Maria che ama solo le persone che non 
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l’amano. Dal punto di vista logico viene affermata la validità 
dell’asserzione ∀X(ama(Maria,X) ⇔ ¬ama(X,Maria)). Ponendo 
Maria al posto di X  si ottiene in particolare che  

ama(Maria, Maria) ⇔ ¬ama(Maria, Maria) 
che è ovviamente una contraddizione. L’effetto di tale contraddi-
zione è meno catastrofico del paradosso di Russell in quanto 
prova solo che non può esistere una persona che ama solo le per-
sone che non l’amano.  
 Un paradosso simile era noto agli antichi greci sotto la forma 
del “paradosso del barbiere”.  In tale paradosso veniva data la 
seguente definizione di “barbiere”  
 
Definizione 2.1. “Il barbiere è una persona che taglia la barba a 
tutte e sole le persone che non se la tagliano da sole”  
 
Allora detto Carlo il barbiere davanti al problema di farsi la bar-
ba o meno risulta che 
- se Carlo non si fa la barba allora, poiché è uno che non si fa la 
barba da solo, deve farsela (e quindi sbaglia)  
- se Carlo si fa la barba allora fa la barba ad uno che se la fa da 
solo (e quindi sbaglia).  
In termini più logici si prova che 
 si_ fa_la_barba(Carlo)  ⇔ ¬(si_ fa_la_barba(Carlo)). 
Questa è una contraddizione e prova solo che non può esistere 
una persona che fa il mestiere indicato dalla Definizione 2.1 cioè 
che tale definizione non può soddisfatta allo stessso modo come 
non può essere soddisfatta una definizione del tipo “un barbanu-
mero è un numero che è sia pari che dispari”.  
 
 

3. Affrontare i paradossi: intuizionismo e metodo assiomatico 
Vi furono due modi diversi di reagire alla scoperta di tali para-
dossi. Quello della maggior parte dei matematici fu semplice-
mente di fingere di non accorgersene. La teoria degli insiemi ri-
sultava essere uno strumento tanto utile che nessuno sembrava 
disposto a rinunciarci per questioni di rigore scientifico. Quei 
pochi che invece si occupavano di fondamenti della matematica 
videro nei paradossi la crisi dell'intero apparato conoscitivo della 
matematica. Vediamo cosa scrive Frege nel 1903 nei suoi “Fon-
damenti dell'aritmetica”, un testo fondamentale dove per la pri-
ma volta si propone una definizione dei numeri interi su base in-
siemistica. 
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Nulla di più indesiderabile può capitare ad uno scienziato del 
fatto che una delle fondamenta del suo edificio si incrini dopo 
che l'opera è finita. E questa la situazione in cui mi trovo in se-
guito ad una lettera (contenente il paradosso) inviatami del 
sig. Bertrand Russell proprio mentre si stava ultimando la 
stampa di questo volume. . .  

 

"Solatium miseris, socios habuisse malorum". Anch'io ho que-
sto sollievo, se sollievo lo possiamo chiamare; infatti chiunque 
nelle sue dimostrazioni abbia fatto uso di estensioni di concetti, 
di classi, di insiemi (compresi i sistemi di Dedekind) si trova 
nella mia stessa posizione. Non è soltanto questione del mio 
particolare modo di gettare le fondamenta, ma è in questione 
la possibilità o meno di dare all'aritmetica un qualsiasi fonda-
mento logico. 

I  matematici che si occupavano dei fondamenti della matematica 
tentarono di risolvere la questione dei paradossi in teoria degli 
insiemi seguendo due vie totalmente diverse tra loro, quella 
dell'intuizionismo e quella dell'assiomatizzazione della teoria de-
gli insiemi ed in generale della matematica.  

L’intuizionismo. Gli intuizionisti rigettavano completamente la 
teoria di Cantor e quella parte della matematica che su essa si 
fondava. Esponenti di questa corrente filosofica, che si ispira a 
Kant, sono due matematici di rilievo, L.E.J. Brouwer  (1881-
1966) e H. Weyl (1885-1955). Gli intuizionisti sostengono che la 
matematica si fonda sull'intuizione a priori del tempo e che i 
suoi enti sono «costruzioni» della mente umana effettuate a parti-
re da questa intuizione. In particolare, l’intuizione del trascorrere 
del tempo porta all’idea di numero intero che essi ritengono, in 
comune con i pitagorici, base di tutta la matematica. Non ha sen-
so ricondurre la nozione di numero naturale a quella di insieme o 
ad un sistema di assiomi perché l’idea di numero naturale è insita 
in ogni uomo. A partire da tale intuizione, mediante metodi co-
struttivi di tipo mentale, si doveva poi procedere alla edificazio-
ne del rimanente corpo della matematica: 
 

MATEMATICA =  
   INTUIZIONE DEL NUMERO INTERO +  
   COSTRUZIONE DEGLI ENTI MATEMATICI 
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Per gli intuizionisti se una parte della matematica non è ottenibi-
le in tale modo, allora tale parte è da considerare inaffidabile e 
pertanto deve essere rigettata via.  
A partire da tali idee gli intuizionisti sviluppano una matematica 
ed una logica per molti aspetti diversa e più sottile di quella che 
usualmente siamo abituati a considerare. Ogni asserzione mate-
matica è giustificata dalla costruzione di una dimostrazione, ogni 
ente matematico esiste solo se è stato concretamente costruito. 
Da ciò segue un tipo di logica completamente differente definita  
grosso modo al modo seguente. 
- un asserzione atomica, cioè priva di connettivi logici, α è va-

lida solo se la costruzione da essa descritta è stata fatta.  
- una asserzione ¬α è valida solo se da α è stata derivata una 

contraddizione 
- una asserzione α∧β è valida solo se si è esibita sia una dimo-

strazione di α  che una dimostrazione di β. 
- una asserzione α∨β è valida solo se si è esibita o una dimo-

strazione di α oppure una dimostrazione di β. 
- una asserzione ∃x(α) è valida se e solo si è costruito un ente 

matematico verificante la proprietà espressa da α. 
Da questa interpretazione seguono leggi della logica notevol-
mente diverse da quelle classiche. Ad esempio la legge del terzo 
escluso per gli intuizionisti non è valida perché se valesse α∨¬α 
per ogni asserzione α, allora, qualunque sia l’asserzione sarem-
mo sempre in grado di provare α oppure provare ¬α. Ciò po-
trebbe accadere solo se tutte le questioni della matematica fosse-
ro state risolte.  
 Inoltre la legge di doppia negazione neanche è valida perché 
il significato dell’asserzione ¬(¬α) è diverso dal significato α. 
Ad esempio ¬¬∃x(α) significa che è assurdo supporre che non 
esista un elemento x per cui valga α. Invece ∃x(α) significa che 
si è in grado di esibire concretamente un elemento che verifica α. 
Le due cose sono totalmente differenti. Infatti, supponiamo ad 
esempio che ∃x(α) sia l’affermazione “esiste un numero trascen-
dente”. Utilizzando la teoria degli insiemi è possibile provare ta-
le affermazione  dimostrando che la cardinalità dell’insieme dei 
numeri algebrici è numerabile. Pertanto se non esistessero nume-
ri trascendenti l’insieme dei numeri reali sarebbe numerabile è 
ciò contraddice un teorema di teoria degli insiemi. Stante questa 
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dimostrazione un intuizionista direbbe che è stata dimostrata 
l’asserzione ¬¬∃x(α) e non l’asserzione ∃x(α). Invece quando, 
dopo avere definito π, viene dimostrato che π è trascendente (co-
sa enormemente più complicata), allora è possibile asserire 
∃x(α). In altre parole gli intuizionisti utilizzano la negazione in 
modo che sia possibile distinguere enunciati di teoremi dimostra-
ti per assurdo da enunciati di teoremi dimostrati in modo costrut-
tivo.  
 L’intuizionismo, per quanto interessante ed affascinante, non 
ebbe e non ha molti seguaci e normalmente viene ignorato dai 
matematici contemporanei. Il problema è che l’accettazione dei 
principi dell’intuizionismo comporta difficoltà enormi nella di-
mostrazioni dei teoremi. Per mancanza di spazio e per la difficol-
tà della materia, in questi appunti non ci occuperemo ulterior-
mente di affascinante modo di vedere la matematica.  
 
Il metodo assiomatico. La presentazione della matematica in 
forma assiomatica è, come abbiamo già osservato, il merito prin-
cipale dell'opera di Euclide. Il metodo assiomatico assume però, 
dalla fine dell'ottocento in poi, aspetti completamente nuovi. 
L'opera in cui il nuovo modo di considerare il metodo assiomati-
co si esprime in maniera più completa è "I fondamenti della ge-
ometria" di David Hilbert la cui prima edizione risale al 1899. 
Lo scopo che si propone Hilbert è quello di fornire una rigorosa 
assiomatizzazione degli Elementi di Euclide ma la filosofia che 
sta alla base di tale libro è totalmente diversa da quella degli E-
lementi. In Euclide gli assiomi, e quindi i teoremi erano visti 
come asserzioni vere riguardanti un mondo, quello degli enti ma-
tematici, avente una esistenza propria. La matematica si caratte-
rizzava come studio di tali enti (i numeri, i punti, le rette, ...) così 
come la zoologia si caratterizza per lo studio degli animali e la 
botanica per lo studio dei vegetali.  Totalmente diverso è invece 
l'atteggiamento che viene assunto dai fautori del moderno meto-
do assiomatico. La matematica si caratterizza non per avere un 
particolare oggetto di studio, ma per essere un particolare meto-
do di indagine quello, appunto, ipotetico-deduttivo. In altre paro-
le: 

 il metodo assiomatico da strumento di lavoro della matematica 
viene a coincidere con la matematica stessa.  

 L'essenza dell’approccio assiomatico consiste nell'esamina-
re tutte le conseguenze (interessanti) implicite in un particolare 
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gruppo di ipotesi (gli assiomi), conseguenze ottenute con il solo 
ausilio di deduzioni senza mai fare riferimento all'esperienza o 
alla intuizione. È significativo esaminare il diverso atteggiamen-
to rispetto alle definizioni degli enti primitivi. In Euclide gli as-
siomi sono preceduti dalle definizioni: come si può parlare dei 
punti e delle rette se non si è prima spiegato che cosa sono i pun-
ti e le rette? Le definizioni cercano pertanto, in qualche modo, di 
indicare ciò di cui si vuole parlare, di facilitare l'intuizione, di 
distinguere un ente matematico da un altro. Come vedremo nel 
paragrafo successivo, nell’approccio alla geometria proposto da 
Hilbert ciò non accade, in un certo senso le definizioni degli enti 
primitivi mancano del tutto. Semmai si può parlare di nomencla-
tura; si chiamano, per comodità espositiva, "punti" gli elementi 
di un dato insieme, "rette" gli elementi di un altro insieme e così 
via. 
 
 

4. Un approccio assiomatico alla geometria 
I “Fondamenti della Geometria” di Hilbert iniziano nel modo 
seguente. 
 

“Consideriamo tre diversi sistemi di oggetti: chiamiamo "pun-
ti" gli oggetti del primo sistema e li indichiamo con A, B, C, ...; 
chiamiamo "rette" gli oggetti del secondo sistema e li indi-
chiamo con a, b, c . . . ; chiamiamo "piani" gli oggetti del terzo 
sistema e li indichiamo con α, β, γ, . . . ; . . . 

 

. . . Noi consideriamo punti, rette e piani in certe relazioni re-
ciproche ed indichiamo queste relazioni con parole come "gia-
cere", "fra", "congruente";  la descrizione esatta e completa, ai 
fini matematici, di queste relazioni segue dagli assiomi della 
geometria.” 2 

                                                           

2 In realtà, già dieci anni prima di Hilbert il matematico e logico Giu-
seppe Peano aveva enunciato chiaramente il metodo assiomatico in ge-
ometria :  

“Si ha così una categoria S di enti, chiamati ”punti”. Questi enti non 
sono definiti. Inoltre, dati tre punti, si considera una relazione fra essi, 
indicata con la scrittura c Î ab, la quale relazione non è parimenti defi-
nita. Il lettore può intendere col segno S una categoria qualunque di 
enti, e con c Î ab una relazione qualunque fra enti di quella categoria; 
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Ciò comporta tra l'altro che non ha senso definire i punti o le ret-
te, ha piuttosto senso definire una intera classe di strutture geo-
metriche caratterizzata da un particolare sistema di assiomi. Dato 
poi un modello di un tale sistema di assiomi, saranno chiamati 
"punti" alcuni suoi elementi e "rette" altri elementi. In altre paro-
le l'attributo di essere punto per un dato oggetto non è definibile 
in termini di proprietà dell'oggetto stesso (ad esempio essere ciò 
che non ha parti) ma in termini della sua collocazione all'interno 
di una struttura verificante un particolare sistema di assiomi. 
Possiamo anche dire che le definizioni sono date implicitamente 
dallo stesso sistema di assiomi, ciò nel senso che "punto" è ogni 
elemento di una struttura verificante una lista di assiomi di carat-
tere geometrico; "numero reale" è ogni elemento di una struttura 
algebrica verificante un sistema di assiomi per i campi completi 
archimedei. 
 Per capire meglio lo spirito del libro di Hilbert e del metodo 
assiomatico, esponiamo i primi assiomi dei suoi Fondamenti che 
si riferiscono alla geometria piana ed alla relazione di giacenza. 3 
Se un punto P giace su di una retta r diremo anche che r passa 
per P.  
 
 A1  Per due punti A e B esiste almeno una retta r che passa 

per A e B. 
 A2  Per due punti A e B esiste al più una retta che passa per A 

e B. 
 A3 Su ogni retta giacciono almeno due punti, ci sono almeno 

tre punti che non giacciono su di una stessa retta. 
 
Dette poi parallele due rette che non hanno nessun punto in co-
mune, consideriamo anche il famoso assioma delle parallele. 

                                                                                                                              
avranno sempre valore tutte le definizioni che seguono, e sussisteranno 
tutte le proposizioni. In dipendenza dal significato attribuito ai segni 
non definiti S e c Î ab, potranno essere soddisfatti, oppure no, gli assio-
mi. Se un certo gruppo di assiomi è verificato, saranno pure vere tutte 
le proposizioni che si deducono.” (in “Principi di geometria logicamen-
te esposti”). 

3Da notare che una retta non è necessariamente un insieme di punti e 
che la relazione di "giacenza" non è necessariamente la relazione di ap-
partenenza. 
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 A4 Sia r una retta ed A un punto non giacente in r, allora c'è 

al massimo una retta passante per A e parallela ad r. 
 
Mostriamo un esempio di teorema geometrico che si può dedurre 
da tali assiomi. 
 
Teorema 4.1. Tutte le rette hanno lo stesso numero di punti. Un 
fascio proprio di rette contiene tanti punti quanti sono i punti di 
una retta più uno. 
 
Dim. Sia r una retta e sia P un punto che non passa per r. Allora 
ad ogni punto Q di r posso associare la letta per P e per Q. Que-
sta corrispondenza è iniettiva ma l’unica retta che non si può ot-
tenere in tale modo è la parallela ad r per Q. In definitiva nel fa-
scio ci sono tanti punti quanti sono quelli di r più 1.  �   
 
 Nel caso della usuale geometria euclidea tale proposizione 
mostra che tutte le rette sono equipotenti ed hanno la potenza del 
continuo e che l’insieme delle rette di un fascio ha la potenza del 
continuo più 1 (cioè ha la potenza del continuo).  
 Esistono diversi modelli del sistema A1-A4 di assiomi.  
 
Esempio: il piano della geometria analitica: L'esempio più no-
to di modello del sistema di assiomi proposto è ottenuto a partire 
dal campo dei  numeri reali. Chiamiamo  
- punto ogni coppia di numeri reali, cioè ogni elemento di R2,  
- retta ogni insieme di punti verificanti una equazione di primo 
grado del tipo ax+by = p con a, b e p non tutti nulli .  
La relazione di giacenza coincide (in questo caso) con quella u-
suale di appartenenza. Da notare che terne proporzionali di coef-
ficienti a, b e c determinano la stessa retta poiché determinano 
equazioni con le stesse soluzioni. Che per due punti diversi 
(x0,y0) e (x1,y1) passa una ed una sola una retta deriva dall’esame 
del sistema omogeneo 
 ax0 + by0 = p 
 ax1 + by1 = p 
nelle incognite a, b, p. Infatti  bastano alcuni nozioni di base di 
algebra lineare per provare che tale sistema ammette almeno una 
soluzione non nulla e che tutte le soluzioni sono proporzionali tra 
loro. Il primo fatto comporta l’esistenza di una retta. Il secondo 
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fatto che la retta è unica. Non è difficile verificare anche l'assio-
ma delle parallele. Infatti, come è noto, i punti di intersezione di 
due rette ax+by = p   e  a’x+b’y = p’  si ottengono risolvendo il 
sistema 
 

 ax + by = p 
 a’x + b’y = p’ 
 

Pertanto le due rette sono parallele se e solo se tale sistema non 
ammette soluzioni e questo avviene se e solo se i coefficienti a e 
b sono proporzionali ai coefficienti a’, b’. Allora, dato un punto 
(x0,y0) ed una retta r di equazione ax+by = p, trovare una retta 
passante per (x0,y0) e parallela ad r equivale a trovare tre numeri 
a’, b’, p’ tali che  
 

ab’ = a’b  
 a’x0 + b’y0 = p’ 
 

Anche in questo caso si tratta di un sistema omogeneo in tre in-
cognite ed anche in questo caso esiste una soluzione e tutte le so-
luzioni sono proporzionali tra loro. Ciò prova l’esistenza e 
l’unicità della retta per (x0,y0) e parallela ad r. 
 
Esempio: Le geometrie finite. Se al campo dei numeri reali so-
stituiamo un qualunque altro campo, ad esempio il campo degli 
interi modulo 3, il sistema di assiomi A1-A4 continua ad essere 
soddisfatto. In tale caso avremo che il modello di geometria è 
costituito dai nove punti  

(0,0), (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1), (2,2), 
mentre una retta sarà costituita dall'insieme dei punti verificanti 
una equazione di primo grado. Avremo che le rette passanti per 
(0,0) saranno le quattro rette di equazione x = 0, y = 0, e y = x e y 
= 2x, oppure, equivalentemente, y = -x. Le rette che non passano 
per l’origine avranno equazione ax+by = 1. Ad esempio una retta 
è data da  

{( x,y) | 2x+y = 1}= {(0,1), (1,2), (2,0)}. 
Procedendo in questo modo non è difficile trovare tutte le rette di 
questo modello. 
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La geometria delle carte. L’esempio di piano costruito sul 
campo degli interi modulo 3 può essere travestito in modo più 
divertente al modo seguente. Consideriamo nove carte di gioco 

che si ottengono 
prendendo i nu-
meri 1 2 e 3 e i 
semi di quadri, 
fiori e picche. In-
dicheremo tali 
carte con 1q, 2q, 
3q, 1f, 2f, 3f, 1p, 
2p, 3p. Diciamo 
che due carte 
hanno una pro-
prietà in comune 
se hanno lo stes-
so numero oppu-
re lo stesso seme. 
 Chiamiamo pun-

to ognuna di tali carte e chiamiamo retta un insieme di tre carte 
tale che  
 - le tre carte hanno lo stesso numero, oppure 
 - le tre carte hanno lo stesso seme, oppure 
 - le tre carte non hanno nessuna proprietà in comune. 
 
 
 

      
       ♣ 

 
    ♦ 

 
     ♥ 

  ♣ 
 
         ♣ 

♦ 
            
        ♦ 

♥ 
 
         ♥ 

♣ 
    ♣ 

             ♣ 

  ♦ 
      ♦ 
          ♦ 

♥ 
     ♥ 
         ♥ 

(0,0) 

(0,1) 

(1,0) (2,0) 

(1,1) 
(2,1) 

(0,2) (2,2) 
(1,2) 
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Allora ad esempio per i punti 1q, 2f passa la retta {1q,2f,3p}, per 
i punti 1q, 1f, la retta {1q,1f,1p}. È facile rendersi conto che tali 
rette sono uniche. Inoltre data ad esempio la retta r = {1q,2f,3p} 
ed il punto 2q, la parallela ad r passante per 2q è la retta {2q, 3f, 
1p}.  
 
 

5.  Un approccio assiomatico ai numeri reali 
In precedenza abbiamo ottenuto i numeri reali partendo 
dall’insieme dei numeri razionali e “costruendo” la struttura che 
ci serviva. Hilbert, coerentemente alla sua idea della matematica 
come sistema ipotetico-deduttivo, diede invece una impostazione 
assiomatica alla teoria dei numeri reali. In questo paragrafo e-
sponiamo un sistema di assiomi che anche se non coincide con 
quello proposto da Hilbert è ad esso equivalente e si riferisce alla 
teoria dei campi ordinati completi. Considereremo in particolare 
due assiomi: quello di Archimede e quello di completezza (o 
continuità) che abbiamo già visto nel primo capitolo quando ab-
biamo definito la nozione di classe di grandezze omogenee. La 
cosa non deve sorprendere perché la teoria delle grandezze omo-
genee costituiva per i greci un sostituto della teoria dei numeri 
reali. 

 
Definizione 5.1. Un elemento x di un campo ordinato si chiama 
infinito positivo se risulta che x ≥ p⋅1 qualunque sia l'intero p. 
Chiamiamo infinito negativo l’opposto di un infinito positivo. 
Chiamiamo finito un elemento che non sia infinito. 

 

L’idea è che x è infinito se, partendo da zero, per quanti passi u-
nitari in avanti si facciano non sia mai possibile raggiungere x. 
Da notare che x è finito se e solo se esistono p e q tali che q⋅1≤ 
x≤p⋅1, cioè se e solo se x appartiene ad un “intervallo limitato”. 

 

Definizione 5.2. Chiamiamo infinitesimo positivo (negativo) un 
elemento x che sia l'inverso di un elemento infinito positivo (ne-
gativo). 
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Pertanto un elemento δ è un infinitesimo positivo se δ >0 e risul-
ta che 1/δ ≥p⋅1 e quindi δ ≤1/(p⋅1) per ogni naturale p.  Possia-
mo ora definire la nozione di campo archimedeo. 

 
Definizione 5.3.  Un campo ordinato (D,+,⋅,0,1,≤) si dice archi-
medeo se in esso non esistono elementi infiniti positivi. 
 
In altre parole un campo ordinato si dice archimedeo se verifica 
il seguente assioma: 
 
Assioma di Archimede. ∀x∃p∈N(p⋅1 ≥ x). 
 

Problema. Dimostrare che il campo dei numeri razionali ed il 
campo dei numeri reali (costruito con le successioni di Cauchy) 
risultano essere archimedei.  

 
Un campo di razionali non standard è un esempio di campo ordi-
nato non archimedeo. I campi non archimedei sono molto affa-
scinanti perché in essi è possibile sviluppare una teoria degli in-
finiti e degli infinitesimi. Ad esempio possiamo dire che due e-
lementi x ed y di un campo ordinato sono infinitamente vicini se 
x-y è un infinitesimo. Ovviamente due numeri possono essere in-
finitamente vicini senza coincidere.  

 

Proposizione 5.4. Se x è un elemento finito allora anche x +1 è 
finito. Se x è un elemento infinito allora anche x-1 è infinito. Ne 
segue che l’insieme Fin degli elementi finiti non ammette un 
massimo. Inoltre l’insieme Inf degli elementi infiniti di un campo 
ordinato non ammette minimo. 

 

Dim. Se x è finito allora esiste p tale che x ≤ p⋅1.  Ciò comporta 
che x+1≤ (p+1)⋅1 e quindi che x+1 è finito. Da ciò segue anche 
che se x è infinito anche x-1 è infinito. La rimanente parte della 
proposizione è ovvia.  � 

 

 Infine arriviamo alla più importante proprietà dei campi ordi-
nati, la completezza. Nel seguito dati due sottoinsiemi A e B di 
un insieme ordinato scriveremo A ≤ B per indicare che ogni ele-
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mento di A è minore di ogni elemento di B. In tale caso si dice 
anche che A e B sono separati. Chiameremo “elemento separato-
re” della coppia A e B un elemento u tale A ≤ {u} ≤ B cioè un e-
lemento u maggiore di tutti gli elementi di A e minore di tutti gli 
elementi di B.  
  
Definizione 5.5. Un campo ordinato si dice completo se ogni 
coppia di insiemi separati ammette elemento separatore. 
 
In altre parole un campo ordinato si dice completo se verifica 
l’assioma: 
 
Assioma di completezza: ∀A∀B(A≤B ⇒∃u(A≤{ u} ≤B). 
 
Tutti i campi completi risultano essere archimedei. 
 
Teorema 5.6. Ogni campo completo è archimedeo ma esistono 
campi archimedei che non sono completi. 
 
Dim.  Supponiamo che (D,+,⋅,0,1,≤) sia un campo completo e 
consideriamo la coppia Fin ed Inf di sottoinsiemi di D. Se il 
campo fosse non archimedeo allora Inf sarebbe non vuoto e 
quindi essendo Fin ≤ Inf, esisterebbe un elemento separatore u di 
tale coppia di insiemi. Allora u in quanto maggiorante di Fin è 
un infinito e quindi appartiene a B. Inoltre u, che è anche mino-
rante di B, appartenendo a B è un minimo di B in contrasto con la 
Proposizione 5.5. 
 Il campo dei razionali è un esempio di campo archimedeo 
non completo.  � 
 
Una volta che abbiamo dato le definizioni necessarie possiamo 
passare alla definizione assiomatica dei numeri reali. 
 
Definizione 5.7. Chiamiamo campo dei numeri reali ogni campo 
completo (e quindi archimedeo). 
 
Ne segue che il campo Q* dei razionali non standard ed il campo 
R* dei reali non standard non essendo archimedei non sono  
nemmeno completi.  
 Da notare che, coerentemente con il punto di vista struttura-
lista, non cerchiamo di definire che cosa sia un numero reale. In-
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vece diciamo quando una struttura può essere chiamata “campo 
dei numeri reali” e chiamiamo “numero reale” ogni elemento di 
tale struttura. Usualmente si usa l’espressione “il campo dei nu-
meri reali” invece di “un campo dei numeri reali”. Questo modo 
di dire è giustificato dal seguente teorema, di cui omettiamo la 
dimostrazione, il quale afferma che, a meno di isomorfismi, esi-
ste un solo campo completo archimedeo. 
 
Teorema 5.8. La teoria dei campi completi è categorica cioè tutti 
i campi completi sono isomorfi tra loro. 
 
 

6. Assiomi per eliminare i paradossi dalla teoria degli insiemi  
Il metodo assiomatico può sia essere applicato “localmente” a 
singoli settori della matematica (come la geometria, gli insiemi 
numerici e così via) oppure può essere utilizzato per tentare di 
rimettere in piedi la teoria degli insiemi cercando di eliminarne i 
paradossi. Una volta che si sia trovata una opportuna assiomatiz-
zazione della teoria degli insiemi è possibile poi costruire tutta la 
matematica come abbiamo fatto nel terzo capitolo.  
 Naturalmente la questione fondamentale è trovare un siste-
ma di assiomi capace di eliminare i paradossi della teoria degli 
insiemi che abbiamo trattato nei paragrafi precedenti. Le assio-
matizzazioni della teoria degli insiemi che sono state proposte 
riescono in questo compito limitando opportunamente  
- o il principio di comprensione  
- oppure quello di sostanzialità.  
 
Limitazione del principio di sostanzialità (la teoria delle clas-
si). La limitazione del principio di sostanzialità si ottiene accet-
tando senza restrizioni il principio di comprensione nel senso 
che, data una proprietà P, la collezione degli enti verificanti P è 
sempre una classe.  Non sempre le classi hanno però carattere di 
sostanza e solo le classi per cui ciò avviene hanno il diritto di 
chiamarsi insiemi. Ora ricordiamo che il carattere di sostanza per 
una classe si esprime nel fatto che di essa si possa asserire qual-
che proprietà, e quindi, in termini insiemistici, che essa appar-
tenga ad una classe. Pertanto: 

vengono chiamati insiemi quelle classi che sono elementi di 
qualche altra classe.  

Detto in breve, x è un insieme se verifica la proprietà ∃y(x∈y). 
Le classi che non sono insiemi vengono chiamate classi proprie. 
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Delle classi proprie non ha senso dire che verificano o meno una 
proprietà e non ha senso parlare di cardinalità. Questo modo di 
procedere fu proposto per la prima volta da von Neumann nel 
1925 e poi migliorato da altri. Nella teoria delle classi il princi-
pio di comprensione viene riformulato al modo seguente:   

 ∃A∀X(X∈A ⇔ X è un insieme e verifica P 
dove P è una proprietà esprimibile nel linguaggio della teoria 
degli insiemi ed A è una variabile che non compare in P. 
 
Proposizione 6.1. Nella teoria delle classi il paradosso di Russell 
non è più valido ma diviene una dimostrazione del fatto che Ru = 
{ X : X è un insieme e X∉X} è una classe e non un insieme.  
 
Dim. Nella teoria delle classi l’equivalenza paradossale di Rus-
sell Ru∉Ru ⇔ Ru∈Ru diventa invece  
 Ru∉Ru ⇔ (Ru non è un insieme oppure Ru∈Ru). 
Tale equivalenza equivale a dire che Ru non è un insieme  � 
 
Similmente nella teoria delle classi gli altri paradossi citati di-
ventano dimostrazioni del fatto che la classe di tutti gli insiemi, 
la classe degli insiemi con tre elementi, la classe di tutti i gruppi 
sono tutte classi proprie.  
 
Una limitazione più forte del principio di comprensione si ottiene 
sostituendolo con il più debole assioma di isolamento.  
 

Assioma di isolamento: Dato un insieme S ed una proprietà 
P, { x∈S : x verifica P}  costituisce un insieme. 

 
In altri termini l'assioma di isolamento consente solo di "isolare" 
un opportuno sottoinsieme all'interno di una collezione che sia 
stata già riconosciuta essere un insieme.   
 
Proposizione 6.2. Se si sostituisce al principio di comprensione 
l'assioma di isolamento, il paradosso di Russell non è più ripro-
ducibile ma si trasforma nella dimostrazione del fatto che, fissato 
un qualunque insieme S, l’insieme Ru = {X∈S | X∉X} non appar-
tiene ad S. 
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Dim. Se si accetta il principio di isolamente al posto di quello di 
comprensione allora l’equivalenza paradossale provata da Rus-
sell diventa 
   Ru∉Ru ⇔ Ru∉S oppure Ru∈Ru. 
che a sua volta è equivalente a Ru∉S. �  
 
Proposizione 6.3. Se si sostituisce al principio di comprensione 
l’assioma di isolamento, il paradosso dell’insieme di tutti gli in-
siemi non è più riproducibile.  
 
Dim. Data la proprietà “essere un insieme” il principio di isola-
mento permette di definire solo la classe US = { X∈S : X è un in-
sieme} degli insiemi che appartengono ad un dato insieme S.  Al-
lora, dato un insieme Z, e z∈Z non è detto che il singoletto {z} 
appartenga a US poiché non è detto che {z} appartenga ad S.   
 
Proposizione 6.4. Se si sostituisce al principio di comprensione 
l’assioma di isolamento, il paradosso dell'insieme degli insiemi 
con tre elementi non è più riproducibile. 
 
Dim. Anche in questo caso il principio di isolamento permette di 
asserire solo che, dato un insieme S, la proprietà “avere tre ele-
menti” definisce un insieme T = {X∈S | X ha tre elementi}. Dato 
allora un insieme Z qualsiasi ed z∈Z, non è detto che 
{( a,z),(b,z),(c,z)} appartenga ad S e quindi a T. � 
 
Proposizione 6.5. Tutti i paradossi della teoria degli insiemi che 
abbiamo esposto si traducono in una dimostrazione che la classe 
U di tutti gli insiemi non è un insieme. 
 
Dim. Sia U la classe di tutti gli insiemi, se U fosse un insieme 
allora l'assioma di isolamento coinciderebbe con l'assioma di 
comprensione (basterebbe riferirsi sempre ad S come all'insieme 
in cui isolare l'insieme voluto). Ma dall'assioma di comprensione 
genera paradossi, e ciò prova che U non è un insieme. � 
 
 
7. La teoria di Zermelo-Fraenkel 
La limitazione al principio di comprensione è presente nella più 
diffusa teoria degli insiemi che prende il nome di teoria Zermelo-
Fraenkel. In tale teoria assumiamo come unici concetti primitivi 
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la nozione di insieme e la relazione di appartenenza che indi-
chiamo. Pertanto un modello della teoria di Zermelo-Fraenkel 
sarà costituito da un insieme con una relazione binaria ∈.  
 Nel seguito elenchiamo alcuni degli assiomi di tale teoria 
senza nessuna pretesa di rigore. 
 
A1. Assioma dell’estensionalità: due insiemi che hanno gli stes-
si elementi sono uguali. In breve 

[∀z(z∈x ⇔ z∈y)] ⇒ x = y  
 
Naturalmente è evidente che x = y ⇒ ∀z(z∈x ⇔ z∈y), pertanto 
l’assioma di estensionalità può essere riformulato al modo se-
guente: 

x = y ⇔ [∀z(z∈x ⇔ z∈y)]. 
Tale principio afferma che due insiemi che hanno gli stessi ele-
menti sono uguali, in altre parole due insiemi che hanno la stessa 
"estensione" coincidono. Ciò differenzia un insieme dal proce-
dimento usato per descriverlo (cioè dalle proprietà che lo defini-
scono). Per fare un esempio, anche se le proprietà "essere pari" e 
"terminare per 0, 2, 4, 6 o 8" sono diverse (pur essendo equiva-
lenti) i due insiemi {x∈N | x è pari} e {x∈N | l'ultima cifra di x è 
0, 2 4 6 o 8} sono uguali. La portata del fatto che in teoria degli 
insiemi si assume il punto di vista estensionale è più evidente se 
si considera il concetto di funzione. Come è noto in teoria degli 
insiemi si accetta le seguente definizione di funzione: 

- chiamiamo funzione di N in N una relazione binaria R in N 

tale che per ogni x∈N esiste uno ed un solo y tale che (x,y)∈  

R.  
Un modo diverso di procedere, che a volte si trova nei libri di 
scuola, potrebbe essere il seguente: 

- chiamiamo funzione una legge o un processo che permette di 
ottenere un numero y una volta che si sia fissato un numero x.  

Una tale definizione appare più intuitiva ma meno rigorosa. In-
fatti è poco chiaro che cosa si debba intendere per “legge” o 
"processo". Inoltre in generale noi accettiamo che, ad esempio, 
equazioni come  
 y = (x-1)2 +2x       e y = x2+1  
rappresentano la stessa funzione pur rappresentando processi di 
calcolo diversi. Il fatto che le due funzioni siano la stessa signifi-
ca che quello che interessa è il fatto che se si fissa x in entrambi i 



5. Metodo assiomatico e strutturalismo  178 
 

 

casi si ottiene lo stesso y. In altre parole quello che interessa è 
l’estensione {(x,y)∈R×R : y = (x-1)2 – x2 } della proprietà y = (x-
1)2 – x2 che, di fatto, coincide con l’estensione {(x,y)∈R×R : y = 
x2+1} della proprietà y = x2+1. Pertanto l'idea di funzione è "e-
stensionale"; quello che interessa e solo la "tabella" (l'insieme 
delle coppie) non il modo di calcolare tale tabella.  
 Un tale punto di vista, tipico dei matematici, potrebbe non es-
sere accettato da un informatico che tiene anche conto dei tempi 
di calcolo di una funzione. In tale caso è evidente che il punto di 
vista estensionale non è più valido e che   y = (x-1)2 – x2  e y = 
x2+1 denotano cose diverse (cioè algoritmi diversi). 

 
A2. Assioma dell’insieme vuoto: esiste un insieme che non ha 
elementi e che chiameremo insieme vuoto: 

∃x(∀z(¬z∈x)). 

Dall’assioma di estensionalità segue che esiste un solo insieme 
vuoto che indicheremo con ∅.4  
 
A3. Assioma del singoletto. Dato un insieme x esiste un insieme 
z che ha x come unico elemento: 

∀x∃y∀z(z∈y ⇔ x=x) 
 
Per l’assioma di estensionalità l’insieme z è unico e lo denotere-
mo con {x}. Questi primi assiomi permettono di asserire 
l’esistenza di un buon numero di insiemi. Infatti siamo sicuri 
dell’esistenza degli insiemi ∅, {∅},{{ ∅}}, ....  
 

                                                           

4 Da A1 e A2 segue che la teoria parla solo di insiemi e non di “elemen-
ti”. Infatti se accettassimo la presenza di un “elemento” a che non con-
tiene a sua volta elementi, allora a dovrebbe coincidere con l’insieme 
vuoto. Ciò significa che non ha senso considerare come insieme un in-
sieme di oggetti che non siano a loro volta insiemi. Ad esempio 
l’insieme delle monete che ho in tasca non rientra in tale teoria. Questo 
rende il tutto poco naturale ma evita molte complicazioni. Un modo di-
verso di procedere sarebbe accettare che esistano due tipi di oggetti ma-
tematici: gli insiemi e gli elementi che non sono insiemi. Per gli elemen-
ti che non siano insiemi non vengono imposti i due assiomi A1 e A2. 
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Un modello dei primi tre assiomi. Nello spirito del metodo as-
siomatico non dobbiamo necessariamente interpretare gli oggetti 
che abbiamo chiamato “insiemi” e la relazione che abbiamo 
chiamato di “appartenenza” nel modo usuale. In effetti per avere 
una interpretazione si deve avere una collezione di elementi più 
una relazione binaria. Ad esempio se chiamiamo insieme un nu-
mero naturale e poniamo n∈m se m è il successivo di n allora 
abbiamo che gli assiomi A1, A2 ed A3 sono soddisfatti. Infatti A1 
segue dal fatto che la funzione successore è iniettiva. A2 è vera 
perché 0 non è successore di nessun elemento. A3 è verificata 
perché ogni numero naturale ha uno ed un solo successore. Non 
è invece verificato il seguente assioma.  
 
A4. Assioma dell’unione di due insiemi. Dati due insiemi x ed 
y esiste un insieme z che ha come elementi o gli elementi di x 
oppure gli elementi di y. 

∀x∀y∃z(∀z’(z’∈z ⇔ z’∈x∨z’∈y)) 
 
L’insieme z per l’assioma di estensionalità è unico e viene indi-
cato con x∪y. Da tale assioma e da A3 segue che dati due insie-
mi x1 e x2 esiste l’insieme {x1, x2} = { x1} ∪{ x2} caratterizzato dal 
contenere solo gli elementi x1, x2. Più in generale, dati gli insiemi 
x1,...,xn esiste l’insieme {x1,...,xn} = { x1} ∪...∪{ xn} che ha x1,...,xn 
come unici elementi. Da notare che i numeri naturali non verifi-
cano A4 in quanto dati x ed y, con x≠y, non è vero che esiste un 
z che è successore sia di x che di y.  
 L’assioma dell’unione di due insiemi può essere esteso in 
modo da ottenere l’unione di una classe qualunque di insiemi. 
 
A5. Assioma dell’unione degli elementi di una classe. Di ogni 
classe di insiemi è possibile fare l’unione:  

∀x∃y∀z(z∈y ⇔ ∃z’(z’∈x∧z∈z’)). 
 
Per l’assioma di estensionalità l’insieme y di cui si dichiara 
l’esistenza è unico. Nel seguito lo denoteremo con ∪x oppure 
∪{ x’ : x’∈x} e parleremo di unione degli elementi di  x.  
 Dati due insiemi x ed y diremo che x è una parte di y e scrive-
remo x ⊆y se ogni elemento di x è anche un elemento di y, cioè 
se vale l’implicazione 

z∈x ⇒ z∈y. 
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A6. Assioma dell’insieme delle parti: per ogni insieme x esiste 
un insieme y costituito da tutte e sole le parti di z: 

∀x∃y∀z(z∈y ⇔ z⊆x). 
 
Per l’assioma di estensionalità l’insieme y è unico. Denoteremo 
tale insieme con P(x). 
 Il prossimo assioma postula l’esistenza di un insieme infinito. 
Per fare questo dobbiamo definire la nozione di funzione e poi 
quella di equipotenza.  
 
Definizione 7.1. Dati due insiemi x ed y chiamiamo coppia di 
elementi x ed y l’insieme {x,{x,y}}.  
 
Che tali insieme esista segue dal fatto che è l’unione degli insie-
mi {x} ed {{ x,y}}. Segue la solita definizione di prodotto carte-
siano, di relazione e di funzione. Ciò permette di definire la no-
zione di equipotenza tra due insiemi. 
 
Definizione 7.2. Chiameremo infinito un insieme che sia equipo-
tente ad una sua parte propria.  
 
A7. Assioma dell’infinito: esiste un insieme infinito. 
 
A questo punto possiamo introdurre l’assioma di isolamento. Ta-
le assioma coinvolge la nozione di proprietà. Dobbiamo allora 
dare una definizione rigorosa di tale concetto. Tale definizione è 
possibile solo nell’ambito della logica matematica e quindi per 
poterla dare ci vorrebbe troppo tempo. Qui ci limitiamo a dire 
che intendiamo riferirci a tutte le proprietà che possono essere 
descritte nel linguaggio della teoria degli insiemi, cioè utilizzan-
do solo il simbolo di appartenenza ∈ ed eventualmente i connet-
tivi logici “non”, “esiste”, “per ogni”, “oppure”, “e”. 
 
A8. Assioma di isolamento: sia p una proprietà nel linguaggio 
della teoria degli insiemi, allora per ogni insieme z esiste un in-
sieme z’ tale che  

x ∈z’ ⇔ x∈z ed x verifica p. 
 
L’insieme z’ viene indicato anche con {x∈z : x verifica p}.  
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 Per completezza enunciamo anche l’ultimo assioma della teo-
ria ZF che non è molto intuitivo ma molto utile per motivi tecni-
ci. Nel seguito chiamiamo funzionale una proprietà p(x,y) scritta 
nel linguaggio della teoria degli insiemi tale che per ogni x esiste 
un unico y per cui p(x,y) sia vera. In altre parole una proprietà 
funzionale è una proprietà a due posti che quando venga inter-
pretata definisce una funzione. Data una proprietà funzionale 
p(x,y) ed un insieme z chiamiamo immagine di z tramite p(x,y) un 
insieme z’ tale che per ogni x∈z esiste x∈z’ tale che p(x,y) sia ve-
ra. Il prossimo assioma assicura che l’immagine di un insieme 
tramite una proprietà funzionale è ancora un insieme. 
 
A9. Assioma di sostituzione: Sia p(x,y) una proprietà funziona-
le. Allora per ogni insieme z esiste un insieme z’ che è immagine 
di z tramite p(x,y). 
 
 

8. Assioma della scelta 
L’elenco dei possibili assiomi per la teoria degli insiemi non si 
esaurisce con quelli che abbiamo dato. Ad esempio è di partico-
lare importanza l’assioma della scelta senza il quale molti teore-
mi della matematica non possono essere provati. Per poterlo e-
nunciare diamo la seguente definizione: 
  
Definizione 8.1. Se Σ è un insieme non vuoto costituito da in-
siemi non vuoti, si chiama funzione di scelta su Σ ogni applica-

zione f : Σ→ ∪X∈Σ X  tale che f(X)∈X  per ogni X∈Σ. 
   
La funzione di scelta in un certo senso “sceglie”  in ogni insieme  
X ∈Σ un suo elemento f(X). Ad esempio se Σ è un insieme di sot-
toinsiemi di N, allora una funzione di scelta potrebbe consistere 
nell’associare ad ogni insieme X in Σ il minimo elemento di X.  
 
A10. (Assioma della scelta). Ogni classe Σ di insiemi non vuoti 
ammette una funzione di scelta. 
 
Un modo ovviamente equivalente di formulare tale assioma è di 
utilizzare la nozione di famiglia invece che quella di classe. In-
fatti, data una famiglia (Ai)i∈I  di insiemi non vuoti possiamo 

chiamare funzione di scelta ogni funzione f : I →∪i∈IAi tale che 
f(i)∈Ai. 
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A10’.  Per ogni famiglia (Ai)i∈I di insiemi non vuoti esiste una 
funzione di scelta. 
 
La teoria che si ottiene aggiungendo a ZF tale assioma viene de-
notata con ZFC.  E’ difficile capire perché si debba assumere 
come assioma una cosa tanto evidente ed intuitiva. Il fatto è che 
la nostra intuizione si basa su classi finite di insiemi ed in tale 
caso l’assioma della scelta è conseguenza degli altri assiomi. 
 
Proposizione 8.2. Se si considera una classe Σ che sia finita, al-
lora l’assioma della scelta può essere dedotto dagli assiomi di 
ZF.  
 
Dim. Infatti se Σ = {X1, X2,...,Xn} è un insieme finito di insiemi 
non vuoti, allora esistono x1∈X1, x2∈X2,…,xn∈Xn. Pertanto esi-
stono le coppie (X1, x1), (X2, x2),..., (Xn, xn). Per l’assioma della 
coppia possiamo asserire che esiste anche l’insieme {(X1, x1), 
(X2, x2),..., (Xn, xn)} che è la funzione di scelta cercata.  � 
 
Proviamo a fare un passo in avanti e supponiamo di avere una 
classe infinita Σ di insiemi non vuoti. In tale caso, è ancora pos-
sibile “scegliere” un elemento x in ciascun X in Σ. Tuttavia que-
sta volta nulla ci assicura che esista un insieme costituito da tutte 
le coppie (X,x) che si sono ottenute con queste infinite scelte. In 
altre parole niente ci assicura che la totalità di tali coppie costi-
tuisca una funzione. Infatti quando fu proposto per la prima volta 
esso ha suscitato molte perplessità e reazioni negative. Infatti si 
aveva la tendenza a credere che un insieme esiste solo se si rie-
scono a descrivere i suoi elementi tramite una proprietà comune. 
Similmente si era portati a pensare che una funzione esiste solo 
se è possibile definire in modo preciso quale è la legge che asso-
cia l’input all’output. Allora chi ci assicura che esiste sempre un 
criterio generale che permetta di scegliere all’interno di ogni in-
sieme in Σ  un suo elemento ?  
 
Scarpe e calzini. Per ben chiarire questo fatto è utile e divertente 
illustrare l’esempio di Bertrand Russel. Supponiamo preliminar-
mente di avere una famiglia infinita (Si)i∈I di paia di scarpe (pos-
siamo visualizzare Si come una scatola su cui è attaccata una eti-
chetta i per distinguerla dalle altre) e di voler individuare una 
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“funzione di scelta” che permetta di scegliere in ogni Si una scar-
pa f(i) ∈ Si particolare. In questo caso non ci sono difficoltà, pos-
siamo scegliere in ogni paio, ad esempio, la scarpa destra. Sup-
poniamo invece di disporre una famiglia infinita (Ci)i∈I di paia di 
calzini. Allora poiché i due calzini di un dato paio non sono di-
stinguibili, non sarà semplice definire una funzione di scelta che 
consenta di scegliere in ogni paio Ci un particolare calzino. Il 
procedere “scegliendo a caso” non sembra fare parte 
dell’universo matematico. L’assioma della scelta afferma che 
una tale funzione di scelta esiste e questo indipendentemente dal 
fatto che si sia capaci di descriverla. 
 
Il seguente teorema mostra come, a volte, facciamo uso di questo 
postulato senza rendercene conto.  
 
Teorema 8.3. L’assioma della scelta è equivalente a dire che il 
prodotto cartesiano di insiemi non vuoti è non vuoto. In altri 
termini è equivalente a dire che, data una qualunque famiglia di 
insiemi (Ai)i∈I : 
                                   Ai ≠ ∅ ∀i∈I ⇒  ×i∈IAi ≠∅. 
 
Dim. Basta osservare che la definizione di prodotto cartesiano di 
una famiglia di insiemi (si veda l’appendice) è proprio che ×i∈IAi 
coincide con l’insieme di tutte le funzioni di scelta per la fami-
glia (Ai)i∈I.  
 
 Naturalmente, stante la Proposizione 8.2, per poter dimo-
strare che il prodotto cartesiano di un numero finito di insiemi 
non vuoti è non vuoto non è necessario l’assioma della scelta.  
 Va sottolineato che molti altri teoremi, di fondamentale im-
portanza nella teoria degli insiemi, sono equivalenti all’assioma 
della scelta. Tra i più famosi ricordiamo: 
 
● Lemma di Zorn. Se (S,≤) è un insieme parzialmente ordi-
nato tale che ogni catena ha maggiorante, allora (S,≤) ha un e-
lemento massimale. 
 
● Principio del buon ordinamento. In ogni insieme X può 
essere definito un buon ordinamento. 
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9. Dimostrare o confutare l’assioma della scelta 
Si pone il problema se l’assioma della scelta sia in realtà un teo-
rema della teoria degli insiemi. Ad esempio, König riteneva di a-
vere dimostrato che l’assioma della scelta non può essere vero.  
 
Teorema 9.1. (König) L’assioma della scelta è falso. 
 
Dim. Supponiamo per assurdo che tale assioma sia vero e che 
quindi risulti che ogni insieme ammette un buon ordinamento. 
Allora in particolare il campo R dei numeri reali ammette un 
buon ordinamento (che naturalmente non coincide con 
l’ordinamento usuale tra numeri reali). Riprendendo il discorso 
fatto quando abbiamo esposto il paradosso di Berry, chiamiamo 
“definibile” un numero reale r se battendo sulla tastiera del mio 
computer un certo numero di caratteri ottengo una descrizione in 
lingua italiana di tale numero. Ad esempio la radice positiva di 2 
è definibile poiché è l’unico numero reale che soddisfi la condi-
zione (x2=2)∧(x>0). Consideriamo ora l’insieme dei numeri reali 
che sono definibili. Per quanto osservato nel capitolo 6 nel para-
grafo sulla definibilià e la numerabilità, tale insieme è numerabi-
le. Pertanto, non essendo R numerabile, l’insieme dei numeri non 
definibili ha la potenza del continuo e quindi non è vuoto.  Con-
sideriamo ora la frase “ il più piccolo numero non definibile”  in 
cui ci si riferisce al buon ordinamento che abbiamo supposto esi-
stente. Tale frase è ovviamente una definizione in italiano di un 
numero r che risulta quindi definibile. D’altra parte, poiché il mi-
nimo di un insieme appartiene all’insieme, r non è descrivibile e 
ciò è un assurdo. � 
 
 Non è chiaro dove sia l’errore di tale dimostrazione tuttavia è 
certo che essa non è accettabile. Infatti lo schema adottato è lo 
stesso del paradosso di Berry e quindi se accettassimo la sua va-
lidità dovremmo accettare anche che l’ordinamento usuale in N 
non sia di buon ordinamento. Questa cosa sarebbe difficile da 
digerire perché equivarrebbe ad ammettere l’esistenza di una 
successione infinita di numeri interi positivi sempre più piccoli.  
 In realtà l’assioma della scelta è indipendente dagli altri as-
siomi della teoria degli insiemi, cioè non può essere né provato 
né confutato. Infatti vale il seguente teorema la cui dimostrazio-
ne, che richiede nozioni avanzate di logica matematica, omettia-
mo. 
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Teorema 9.2. L’assioma della scelta è indipendente dai rimanen-
ti assiomi. 
 
10. Ipotesi del continuo 
Un altro assioma particolarmente importante è l’ipotesi del con-
tinuo che abbiamo già incontrato nel capitolo precedente. Ab-
biamo visto che la potenza di P(N) è strettamente maggiore di 
quella di N. Appare allora naturale chiedersi se esistono insiemi 
che hanno potenza maggiore del numerabile e minore di quella 
di P(N). Cantor formulò l’ipotesi per cui non esiste un tale in-
sieme. Trasformiamo questa ipotesi in un assioma. 
 
A11. Ipotesi del continuo. Non esiste un insieme che abbia po-
tenza strettamente maggiore del numerabile e strettamente mino-
re del continuo.  
 
Detto in altri termini l'ipotesi del continuo afferma che nel piano 
euclideo esistono solo insiemi finiti, numerabili o aventi la po-
tenza del continuo. Per molti anni nessun matematico ha saputo 
confutare o provare l'ipotesi del continuo. Nel 1963 il logico ma-
tematico Cohen ha dato una risposta a tale ipotesi mostrando che 
è indipendente dai rimanenti assiomi della teoria degli insiemi. 
 
Teorema 10.1. (Teorema di Cohen). L'ipotesi del continuo è 
indipendente dai rimanenti assiomi.  
 
In altre parole l’ipotesi del continuo non può ne' essere provata 
ne' essere confutata a partire dai sistemi di assiomi che usual-
mente vengono accettati per la teoria degli insiemi. Più in gene-
rale è stata provata anche l’indipendenza della seguente asser-
zione. 
 
Ipotesi generalizzata del continuo. Dato un insieme infinito S 
non esiste un insieme che abbia potenza strettamente maggiore di 
S  e strettamente minore di P(S). 
 
L’ipotesi generalizzata del continuo può essere espressa anche 
utilizzando la teoria dei numeri cardinali. 
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Ipotesi generalizzata del continuo. Per ogni cardinale x non e-
siste nessun cardinale tra x e 2x.  
 
Se si accetta tale ipotesi i cardinali possono essere ordinati nella 
seguente successione crescente: 
    1< 2 < 3 < ….< ℵ0 < 2 < 2 …  
ed tra due elementi della successione non è possibile trovare nes-
sun altro cardinale. 
 
In definitiva: 

risultano indipendenti dal sistema-base degli assiomi per la 
teoria degli insiemi sia l’ipotesi del continuo che l’assioma 
della scelta.  

Si ripresenta allora per la teoria degli insiemi la stessa situazione 
dell'assioma delle parallele in geometria. Così come coesistono 
geometrie euclidee e geometrie non euclidee, è possibile svilup-
pare sia teorie degli insiemi in cui vale l'ipotesi del continuo che 
teorie in cui vale l'ipotesi opposta.  
 Da notare che, oltre che dai paradossi, che si spera possano 
essere eliminati da una opportuna assiomatizzazione, il ruolo del-
la teoria degli insiemi viene messo in crisi ancora di più dalle 
dimostrazioni di indipendenza. Abbiamo già visto che l'indipen-
denza dell'assioma delle parallele in geometria con il mostrare la 
possibilità di più geometrie aveva tolto il ruolo centrale che la 
geometria euclidee aveva sempre assunto. Allo stesso modo, 
l'indipendenza dell'ipotesi del continuo con il mostrare la possi-
bilità di più teorie degli insiemi diverse tra loro poneva il pro-
blema di quale fosse quella giusta e toglieva quindi il carattere 
assoluto che si pensava avesse l'intuizione della nozione di in-
sieme. 
 
Problema. Sia X un insieme numerabile di punti di un foglio di 
carta e supponiamo che una macchia di inchiostro cada sul foglio 
in modo da coprire X. Dire quale è la cardinalità della macchia di 
inchiostro. 
 

 

11. Categoricità, completezza, consistenza, indipendenza 
In questo paragrafo vogliamo elencare alcune possibili proprietà 
per teorie. Le definizioni che daremo non saranno rigorose poi-
chè solo nell’ambito di un approccio formale alla logica matema-
tica lo potrebbero essere. Nel seguito indicheremo con T un si-

0ℵ 02ℵ
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stema di assiomi per una teoria, indicheremo con α una asserzio-
ne e con l’espressione T ├α il fatto che α sia un teorema di T. 
Elenchiamo alcune caratteristiche che può avere una teoria. La 
prima è la categoricità che abbiamo già visto per le terne di Pea-
no e per la teoria dei campi completi. 
 
Definizione 11.1. Una teoria T viene detta categorica se tutti i 
suoi modelli sono isomorfi tra loro.  
 
Quando una teoria è categorica i matematici a volte dicono anche 
che “esiste un unico modello a meno di isomorfismi”. 
 
Esempi: La teoria dei gruppi non è categorica (ammette per e-
sempio sia modelli finiti che modelli infiniti). La teoria degli a-
nelli non è categorica (basti pensare all'anello Z degli interi ed 
all'anello Q dei numeri razionali. La teoria degli insiemi ordinati 
non è categorica (l'intervallo [0,1] e l'intervallo aperto (0,1) non 
sono isomorfi perché il primo contiene un minimo ed il secondo 
no). 
Esempi: La teoria dei gruppi con cinque elementi è categorica. Il 
sistema di assiomi della geometria euclidea è categorico.  
 
Definizione 11.2. Una teoria T viene detta consistente se non e-
siste nessuna asserzione α tale che T├ α e T├ ¬α. T viene detta 
soddisfacibile se ammette un modello, cioè una struttura 
matematica che verifica tutti gli assiomi in T. 
 
Il modo più semplice per provare che una teoria è consistente è 
mostrare che è soddisfacibile. Infatti se la teoria ammette un mo-
dello M e se esistesse per assurdo α  tale che T ├ α e T ├ ¬α, al-
lora in tale modello l'asserzione α dovrebbe essere sia vera che 
falsa.  
 
Esempi: La teoria dei gruppi è consistente. Infatti se la teoria dei 
gruppi fosse inconsistente allora, preso ad esempio il gruppo ad-
ditivo degli interi relativi (Z,+), in tale gruppo dovrebbe valere 
sia α che ¬α. Un esempio di teoria inconsistente è dato dalla 
teoria degli insiemi, come mostrano le antinomie. D'altra parte 
tutte le teorie studiate in algebra sono consistenti (altrimenti non 
avrebbe senso studiarle). 
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Esempi: Un esempio di teoria inconsistente è la teoria T degli 
insiemi ordinati finiti che non hanno elementi minimali. Infatti se 
un insieme ordinato (S,≤) non ha elementi minimali, allora preso 
un elemento x∈S esiste un x1<x. Poiché x1 non può essere mini-
male allora esiste x2<x1, … procedendo in questo modo si prova 
l'esistenza di una successione infinita di elementi xn di S tutti di-
versi tra loro. Ciò prova che esistono infiniti elementi in S.  Per-
tanto in T può essere dimostrata sia l'asserzione "esistono infiniti 
elementi" che l' asserzione "non esistono infiniti elementi". 
 
Definizione 11.3. Una teoria viene detta indipendente se non ca-
pita mai che un assioma α∈T possa essere provato dai rimanenti 
assiomi T-{ α}. 
 
In generale le teorie che si studiano sono, oltre che consistenti, 
anche indipendenti. Infatti se un assioma fosse dimostrabile a 
partire da altri, allora lo si potrebbe semplicemente cancellare 
senza alterare la teoria stessa. 
 
Definizione 11.4. Data una teoria T diciamo che una asserzione 
α è indipendente da T se non accade né che T ├ α né che T ├ ¬α 
cioè α non può essere né provata né confutata a partire dagli as-
siomi di T.  
 
Definizione 11.5. Una teoria T  è detta completa se ogni asser-
zione si può o provare o confutare in T.  
 
Equivalente mente possiamo chiamare completa una teoria tale 
che non esistono asserzioni che non dipendano da T. Da notare 
che tale nozione di completezza, che si riferisce ad un sistema di 
assiomi, è completamente diversa dalla nozione di completezza 
per un campo ordinato che si riferisce alla relazione d’ordine in 
una particolare struttura. Da notare ancora che in logica matema-
tica si dimostra che ogni teoria categorica T è anche completa ma 
che il viceversa non vale. 
 
Esempio: Sia T  l'insieme degli assiomi della geometria euclidea 
tranne l'assioma delle parallele e sia α l'assioma delle parallele. 
Allora abbiamo visto che α è indipendente da T. 
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Esempio: Ad esempio sia T  la teoria dei gruppi ed α la proprie-
tà commutativa, allora α non può essere dimostrata (perché in 
tale caso tutti i gruppi sarebbero commutativi). D'altra parte 
nemmeno ¬α può essere dimostrata (perché in tale caso tutti i 
gruppi sarebbero commutativi). Pertanto α è indipendente da T. 
Questo mostra anche che la teoria dei gruppi non è completa. 
 
 

12.  Tre diverse ideologie per il metodo assiomatico 
Fino ad ora abbiamo esposto esempi di applicazione del metodo 
assiomatico che sono stati proposti allo scopo di trovare un fon-
damento sicuro alla geometria, all’analisi (tramite la teoria dei 
numeri reali) ed alla teoria degli insiemi. Chiameremo fondazio-
nale un tale modo di utilizzare il metodo assiomatico. È necessa-
rio però specificare che tale metodo attualmente viene utilizzato 
con uno spirito completamente diverso ed in chiave che viene 
detta strutturalista per il ruolo importante che gioca la nozione di 
struttura matematica.5 Nel seguito esporremo man mano le idee 
dello strutturalismo evidenziandone le differenze con l’approccio 
fondazionale di Hilbert e con il metodo presente negli Elementi di  
Euclide. Ci riferiamo a tale scopo ad alcuni aspetti fondamentali 
della matematica. 
 

Creazione o sistemazione 
Hilbert e Euclide. Il punto di vista fondazionale di Hilbert e 
l’approccio assiomatico di Euclide non hanno lo scopo di “crea-
re” nuova matematica, di trovare nuovi risultati. Piuttosto si con-
centrano solo sulla organizzazione logica (Euclide) e sulla giusti-
ficazione (fondazione) della matematica già esistente. Infatti i 
Fondamenti della Geometria di Hilbert rappresentano un rifaci-
mento, senza imperfezioni dal punto di vista assiomatico, della 
geometria di Euclide, rifacimento che si mantiene abbastanza vi-
cino all'originale. Gli  Elementi di Euclide sono essenzialmente 
una esposizione logicamente ordinata dell’insieme dei teoremi 
conosciuti all’epoca.   
Strutturalisti. Per la scuola strutturalista il metodo assiomatico 
viene invece utilizzato per cogliere la struttura comune a diversi 

                                                           
5 Tra i fautori più radicali dello strutturalismo, ricordiamo il gruppo di 
matematici francesi che si autodefiniscono Bourbakisti e che hanno 
scritto una notevole serie di libri tutti firmati con il nome di un matema-
tico inesistente che hanno chiamato Bourbaki.  
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rami della matematica allo scopo di unificare trattazioni diverse. 
È una scelta dettata da questioni che potremmo dire di organizza-
zione del lavoro scientifico e non da esigenze di fondazione o di 
analisi critica. Ad esempio gli assiomi della teoria dei gruppi col-
gono proprietà comuni a strutture matematiche disparate come il 
gruppo additivo dei reali, il gruppo degli interi modulo un intero 
m, il gruppo delle isometrie del piano, il gruppo delle permuta-
zioni di un insieme in sé, e così via. Spesso i teoremi sono esten-
sioni e generalizzazioni di teoremi già noti ma che si riferivano 
casi particolari. In tale senso si produce nuova matematica e nuo-
vi e più generali teoremi. 
  
   Intuizione. 
Euclide. In Euclide l'intuizione è lo strumento mediante il quale 
si perviene alla conoscenza degli enti matematici e delle loro 
proprietà fondamentali. Che gli assiomi, per meglio dire i postu-
lati, siano fortemente intuitivi è cosa essenziale perché solo que-
sta loro immediatezza assicura la bontà di tutta la teoria che si 
vuole costruire (e rende possibile “postulare” per una loro accet-
tazione). In definitiva la scelta del sistema di assiomi poggia di-
rettamente sulla intuizione ed è, in un certo senso, ad essa suc-
cessiva. Naturalmente l'intuizione non deve invece essere uno 
strumento di dimostrazione anche se essa conserva un ruolo euri-
stico (in ciò Euclide non differisce dai moderni matematici). 
 Comunque l'intuizione di un buon matematico non conduce 
ad errori ed è solo per motivi di "purezza intellettuale" che non 
può servirsene in una trattazione scientifica di un argomento. 
 
Hilbert.  In Hilbert, poiché il metodo assiomatico ha lo scopo di 
fondare un settore della matematica preesistente alla assiomatiz-
zazione, un adeguato sistema di assiomi per la geometria deve 
solo essere abbastanza potente da permettere di ottenere tutti i 
teoremi della geometria euclidea. Non è detto perciò che i singoli 
assiomi debbano essere "intuitivi". Naturalmente, nel caso in 
questione, gli assiomi di Hilbert ereditano il carattere intuitivo 
degli assiomi di Euclide ma, se ne avesse avuto bisogno, Hilbert 
non avrebbe esitato ad introdurre un sistema di assiomi comple-
tamente diverso il cui requisito avrebbe dovuto essere solo di es-
sere capace di dimostrare in maniera elegante e rapida l'insieme 
delle proposizioni della geometria euclidea. L'intuizione comun-



5. Metodo assiomatico e strutturalismo  191 
 

 

que può essere forviante perché può portare a dare per scontato 
qualche cosa che invece deve essere dimostrato. 
 
Strutturalisti . In maniera ancora più radicale per la scuola strut-
turalista l'intuizione è cosa più da combattere che da utilizzare ed 
essa non ha assolutamente valore euristico. Ad esempio se ogni 
volta che si parla dei gruppi ci si immagina il gruppo additivo dei 
reali, allora si è portati ad attribuire ai gruppi più proprietà di 
quante siano deducibili dal dato sistema di assiomi (ad esempio 
la commutatività). In altri termini, poiché per gli strutturalisti una 
teoria deve descrivere una intera classe di strutture diverse tra 
loro, è forviante nelle dimostrazioni guardare troppo ad una par-
ticolare struttura. 
 

Categoricità. 
Euclide. In Euclide la categoricità del sistema di assiomi è una 
questione che, in un certo senso, non si pone. Infatti il suo siste-
ma di assiomi aveva l'unico scopo di descrivere in modo adegua-
to il modello fornito dall'idea platonica di punto, retta, circonfe-
renza. Tale modello è il punto di partenza ed era considerato 
l’unico possibile. Pertanto non poteva mai porsi il problema della 
esistenza di un modello degli assiomi di Euclide diverso da quel-
lo naturale (non esistevano due mondi delle idee !).  
 
Hilbert.  Hilbert invece si pone esplicitamente la questione della 
categoricità, anzi la considera un requisito essenziale per il suo 
sistema in quanto la bontà del sistema di assiomi proposto consi-
ste proprio nella capacità di individuare esattamente l’oggetto 
matematico a cui si vuole dare una base solida, ad esempio per 
quanto riguarda la geometria individuare il piano euclideo. Era 
anche importante provare la categoricità per il sistema di assiomi 
dei numeri interi, dei numeri reali ed altro.  
 
Strutturalisti . In questo caso la bontà di tale teoria si misura 
nella sua capacità ad abbracciare quanti più "oggetti matematici". 
Un teorema della teoria dei gruppi è importante poiché fornice 
informazioni su una vasta classe di strutturee. Per gli strutturali-
sti se una teoria è categorica  non è molto utile. Infatti se si vuole 
appurare se una asserzione α è conseguenza o meno degli assio-
mi della teoria allora tanto vale di andare a vedere direttamente 
se α vale su tale modello. Consideriamo ad esempio l'intero si-
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stema di assiomi della geometria di Hilbert; si sa che tale sistema 
è categorico e che quindi tutti i modelli sono isomorfi tra loro ed 
in particolare sono equivalenti al modello analitico (cioè ad R2).  
Allora dovendo verificare se una proposizione è vera oppure no, 
non conviene cercare di dedurla dal sistema di assiomi; è più 
semplice verificarne direttamente la validità su R2 mediante al-
cuni semplici calcoli.  
 

Completezza 
Euclide. Anche se non esplicitamente menzionata è evidente che 
nella tradizione Euclidea la completezza di una teoria matemati-
ca era considerata un requisito importante. Un sistema di assiomi 
per la geometria per cui esista una asserzione non dimostrabile e 
non confutabile è evidentemente inadeguato a rappresentare 
l’intuizione geometrica. D’altra parte da Euclide fino agli inizi 
dell’ottocento si era convinti che questo assioma fosse in realtà 
dimostrabile e gli sforzi per dimostrarlo mostravano che si aveva 
il convincimento della completezza della teoria ottenuta cancel-
landolo.  
 
Hilbert.  In Hilbert la completezza è essenziale in quanto è es-
senziale la categoricità che, appunto, comporta la completezza. 
Se una teoria non è completa non può certo sperare di fondare 
qualche struttura matematica. 
 
Strutturalisti. Anche per gli strutturalisti può essere ripetuto 
quanto detto per la questione della categoricità. Una buona teoria 
non deve essere completa in quanto deve essere la parte comune 
di più teorie diverse tra loro.  
 

Consistenza. 
Euclide. Anche il problema della consistenza non poteva essere 
problema riguardante Euclide. Infatti il sistema di postulati pro-
posto era un elenco di proprietà di un modello preesistente di cui 
l'uomo ha diretta ed innata conoscenza. Ma se un sistema di as-
siomi viene costruito isolando alcune proprietà di un dato model-
lo allora esso è necessariamente consistente. Se infatti fossero 
deducibili sia una formula α che una sua negata ¬α, allora per il 
modello di partenza esisterebbe una proposizione che è sia vera 
che falsa, il che non può accadere. 
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Hilbert.  Per Hilbert il problema della consistenza è essenziale, 
non esiste un mondo geometrico da descrivere, esiste solo un si-
stema di assiomi e niente assicura che tale sistema sia stato scelto 
male e che ci si accorga che esso permette di dimostrare sia che 
valga una cosa che valga il contrario. Facciamo un esempio, e 
supponiamo che Hilbert avesse messo tra gli assiomi della sua 
teoria anche l'assioma  

α  = "l'insieme dei punti nel piano è numerabile". 
La teoria risultante T sarebbe apparsa degna di interesse e si sa-
rebbero prodotti molti teoremi di tale teoria. Purtroppo, Hilbert 
ad un certo punto sarebbe giunto a dimostrare (cosa che fa nel 
suo libro) che T permette di introdurre un sistema di coordinate 
che utilizza il campo dei numeri reali. Ciò avrebbe comportato la 
validità di 

¬α = "l'insieme dei punti nel piano non è numerabile" 
È ovvio allora che la teoria T, non potendo ammettere modelli, 
sarebbe risultata priva di ogni interesse. 
D'altra parte non si può provare la consistenza di un sistema di 
assiomi facendo ricorso ad un modello perché non si può utiliz-
zare la cosa da fondare (il modello) per giustificare un sistema di 
assiomi (la teoria) che ha come scopo proprio quello di fare a 
meno del modello. 
 
Strutturalisti.  Molto meno importante è la questione della con-
sistenza per gli strutturalisti. È vero che tale questione in linea di 
principio si pone, ma, di fatto, una teoria viene proposta solo allo 
scopo di unificare lo studio di una serie di modelli matematici 
preesistenti. Pertanto tale teoria sarà, come per Euclide, automa-
ticamente consistente. Ad esempio, il problema della consistenza 
della teoria dei gruppi non si pone in quanto tale teoria nasce 
successivamente alla considerazione di alcuni gruppi concreti.  

 
Il problema dei fondamenti. 

Sia in Euclide che in Hilbert l'assiomatizzazione risponde al pro-
blema di dare un fondamento sicuro all'intero edificio della ma-
tematica. Negli strutturalisti l'atteggiamento è più pragmatico e 
"locale". Essi non pretendono di dare una volta per tutti un si-
stema di assiomi su cui fondare tutta la matematica. Piuttosto es-
si pensano che la matematica si possa smembrare in diversi set-
tori i quali si possono esaminare indipendentemente uno dall'al-
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tro. Ad esempio J. Dieudonnè, uno dei fondatori dello strutturali-
smo in matematica, afferma 
 

Il matematico moderno si sente così perfettamente in pace con 
la sua coscienza e non si preoccupa affatto di tutti gli pseudo-
problemi che hanno preoccupato i suoi predecessori. 

 

Gli pseudo-problemi di cui si parla sono i paradossi che non 
sembrano interessare più di tanto gli strutturalisti. Se anche una 
singola teoria risultasse essere contraddittoria, ciò non comporte-
rebbe il crollo di tutto l'edificio matematico, ma semplicemente 
un piccolo cambio di indirizzo (un indebolimento di qualche as-
sioma). Inoltre mentre la dimostrazione della coerenza dei siste-
mi di assiomi per l'aritmetica e la geometria presentano difficoltà 
insormontabili, lo stesso non avviene per molte "piccole" teorie 
esaminate dagli strutturalisti. La loro coerenza si può mostrare 
spesso semplicemente esibendo dei modelli finiti (come avviene 
per la teoria dei gruppi, dei campi, degli anelli ed altro). E poi le 
questioni relative ai fondamenti della matematica non devono 
infastidire i matematici di professione. Si provvederà ad adde-
strare appositamente del personale "paramatematico" (i logici) 
che se ne occupino. 
 

 Tutte le questioni come la non contraddizione delle teorie . . . 
ed in generale tutto ciò che concerne la teoria della dimostra-
zione fanno parte ora di una scienza completamente separata 
dalla matematica, la metamatematica; questa nuova discipli-
na non cessa di svilupparsi ed ha già fornito numerosi risulta-
ti nuovi e pieni di interesse; ma è perfettamente lecito al ma-
tematico ignorarla completamente senza essere per nulla pre-
occupato nelle sue ricerche (è sempre Dieudonnè che parla). 

 
Nota. La distinzione tra approccio fondazionale ed approccio 
strutturalista al metodo assiomatico è di un certo interesse da un 
punto di vista didattico. Infatti il metodo assiomatico nelle scuole 
può essere introdotto o tramite un sistema di assiomi per la geo-
metria euclidea (Hilbert) oppure tramite la nozione di gruppo o 
di insieme ordinato (Bourbakismo). Nel primo caso la scelta 
fondazionale presenta difficoltà se gli studenti non sono stati 
stimolati verso interessi epistemologici. Infatti per essi sembrerà 
strano che si debba perdere tanto tempo per dimostrare cose che 
appaiono ovvie. Inoltre l'esistenza di un unico modello renderà 
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difficile far capire questioni di indipendenza. Infine il carattere 
estremamente intuitivo di tale modello farà scomparire in modo 
completo la questione dell'indipendenza. Nel secondo caso l'ap-
proccio unificante del metodo assiomatico in chiave strutturalista 
può essere compreso dagli alunni solo se prima sono stati esibiti 
molti esempi di strutture diverse che però sono suscettibili di una 
trattazione unificata. Ad esempio dovrebbero essere prima intro-
dotti alcuni gruppi particolari come quello delle simmetrie di una 
figura, quello delle permutazioni di un insieme, quello dei mo-
vimenti del piano e così  via. 
 

 
 



 

 

CAPITOLO 6 
LA MATEMATICA COME  CALCOLO CON  PAROLE 1 

 
“se si lodano gli uomini che hanno determinato il nu-
mero di corpi regolari, che non ha utilità alcuna se non 
in quanto è piacevole a contemplarsi, quanto sarà più 
meritorio ridurre a leggi matematiche il ragionamento 
umano, che è ciò che di più eccellente e di più utile pos-
sediamo.”  W. G. Leibniz. 

 
1. Hilbert contro l'infinito 
Abbiamo visto che il problema della non contradditorietà di un 
dato sistema di assiomi T è centrale per la concezione ipotetico-
deduttiva di Hilbert. Ora i problemi di non cotradditorietà di una 
teoria si risolvono usualmente mostrando un modello di tale teo-
ria, mostrando cioè che essa è soddisfacibile.2 Ad esempio la 
consistenza della geometria non euclidea viene provata dal mo-
dello di Klein o da uno dei tanti modelli di cui abbiamo già parla-
to.3 D’altra parte tali modelli vengono costruiti a partire dal mo-
dello euclideo e quindi la dimostrazione di non contraddittorietà 
delle geometrie non euclidee è valida a patto che la geometria eu-
clidea sia affidabile. In altre parole:  

riusciamo a provare che la teoria delle geometrie non euclidee 
è consistente solo provando che il sistema di assiomi per la 
geometria euclidea è consistente.  

A questo punto si potrebbe dire che è facile provare tale consi-
stenza, basta costruire il modello analitico basato sui numeri reali. 
Ma come giustificare i numeri reali ? Coerentemente con il meto-
do assiomatico, possiamo fornire un sistema di assiomi per i nu-

                                                           
1 Questo capitolo riguarda la logica matematica, un argomento i cui con-
tenuti non possono essere certamente concentrati in poche pagine. Per-
tanto ci si limiterà solo a fornire alcune delle idee-base e ciò comporta 
che si scriveranno solo definizioni e gli enunciati dei principali teoremi. 
Per chi sia interessato si suggerisce uno dei tanti libri in commercio.  
2Come abbiamo già detto nel capitolo precedente, una teoria si dice 
soddisfacibile se ammette un modello, si dice consistente se da tale teo-
ria non è possibile ricavare una contraddizione. Ovviamente se una teo-
ria è soddisfacibile è anche consistente e pertanto per provare la consi-
stenza di una teoria è sufficiente esibirne un modello. 
3 Cioè del sistema di assiomi che contiene la negazione del quinto po-
stulato da non confondere con il sistema di assiomi che non contiene 
tale postulato.  
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meri reali (ad esempio tramite la  nozione di campo completo). 
Ovviamente ciò conduce al seguente fatto: 
 

riusciamo a provare che il sistema di assiomi della geometria 
euclidea è consistente solo provando che la teoria dei campi 
completi è consistente.  

 

Ancora una volta sembra che non ci siano difficoltà: infatti ab-
biamo mostrato come, ad esempio con il metodo delle sezioni, sia 
possibile il campo dei reali e quindi  un modello della teoria dei 
campi completi. Purtroppo però sia per dimostrare l’esistenza di 
una terna di Peano sia per effettuare una delle tante costruzioni 
dei numeri reali dobbiamo servirci della teoria degli insiemi. In 
definitiva, se ci potessimo fidare della teoria degli insiemi, a-
vremmo risolto tutti i problemi e ci potremmo fermare: 
 

riusciamo a provare la consistenza delle varie teorie utilizzate 
in matematica solo se la teoria degli insiemi è consistente.  

 

Sfortunatamente la scoperta dei paradossi mostra che la nozione 
di insieme è alquanto inaffidabile e che quindi si deve procedere 
ad una sua buona assiomatizzazione. Ora è vero che esistono di-
verse teorie assiomatiche degli insiemi che permettono di evitare 
tutti i paradossi fino ad ora noti, ma chi ci assicura che un giorno 
non vengano scoperti paradossi anche per tali nuove teorie ?  Il 
problema appare senza soluzioni. 
 Ora Hilbert pensò che tutte le difficoltà nascessero dalla con-
siderazione dell'infinito attuale che già tanta diffidenza aveva su-
scitato da Pitagora in poi. Infatti, come abbiamo già osservato, 
nessuno dubita della consistenza della teoria dei gruppi perché 
non è difficile fornire "concretamente" esempi di gruppi finiti. 
Esaminiamo in proposito un passo dall'articolo di Hilbert Sull'in-
finito apparso nel 1925.4  
 

                                                           
4 In questo passo viene fatto riferimento alla “operazioni 
sull’infinitamente piccolo” tipiche dell’analisi matematica. Si deve pen-
sare che prima dell’attuale definizione di limite (in termini di quantifica-
tori universali ed esistenziali) le nozioni di limite e di derivata venivano 
viste come il risultato di operazioni fatte su infiniti o infinitesimi, i qua-
li, come poi sarà fatto in modo rigoroso dall’analisi non standard, veni-
vano visti come particolari tipi di quantità.  
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“Proprio come le operazioni sull'infinitamente piccolo sono 
state sostituite da operazioni sul finito che danno luogo esat-
tamente agli stessi risultati e alle stesse eleganti relazioni 
formali, così in generale i metodi deduttivi basati sull'infini-
to devono essere sostituiti con procedimenti finiti che diano 
gli stessi risultati, che cioè rendano possibili le stesse catene 
di dimostrazioni e gli stessi metodi per ottenere formule e 
teoremi. 
Questo è lo scopo della mia teoria, essa si propone di dare 
definitivamente sicurezza al metodo matematico . . .” 

 
Hilbert vede nella chiarificazione del concetto di infinito una 
questione fondamentale il cui interesse non è solo matematico. 
 

“Le considerazioni precedenti intendono solo affermare che 
la chiarificazione definitiva della natura dell'infinito non ri-
guarda esclusivamente l'ambito degli interessi scientifici 
specializzati ma è necessaria per la dignità stessa dell'intel-
letto umano.” 
 
“D'altra parte l’esistenza dei paradossi della teoria degli 
insiemi sembra spingere al rifiuto dell'infinito attuale. C'è 
tuttavia un modo soddisfacente per evitare i paradossi senza 
tradire la nostra scienza. Il punto di vista utile per la sco-
perta di tale modo ed il desiderio che ci mostra la via da 
prendere sono: 
 
1.  Se c'è la più piccola speranza, esamineremo accurata-
mente tutte le definizioni e i metodi deduttivi fecondi, li cure-
remo, li potenzieremo e li renderemo utili. Nessuno potrà 
cacciarci dal paradiso che Cantor ha creato per noi.5 
 
2. Dobbiamo estendere a tutta la matematica quella sicurez-
za dei metodi dimostrativi che è propria della teoria elemen-
tare dei numeri, di cui nessuno dubita e in cui contraddizioni 
e paradossi sorgono solo per negligenza.” 

                                                           
5 Ho sottolineato io questa frase poiché evidenzia che il punto di vista di 
Hilbert è completamente differente da quello degli intuizionisti che in-
vece pensavano si dovesse cancellare dalla matematica tutto ciò che va 
oltre il numerabile ed il costruttivo. 



Cap. 6:  La matematica come calcolo con parole 199 
 

 

 
Il punto di vista di Hilbert è chiaro. Per prima cosa il rigore in 
matematica non si deve ottenere semplicemente eliminando quel-
la parte della matematica e quei metodi che, pur essendosi rivelati 
fecondi, non risultano avere basi sicure. Pertanto, nonostante i pa-
radossi, “Nessuno potrà cacciarci dal paradiso che Cantor ha 
creato per noi”. L'atteggiamento di Hilbert è pragmatico, se certi 
metodi si sono rivelati utili allora devono essere accettati. 
 

“In effetti il successo è essenziale perché, in matematica 
come altrove, esso costituisce la corte suprema di fronte a 
cui tutti si inchinano.” 

 

D'altro lato è indiscutibile che il rigore e la sicurezza si possono 
ottenere solo facendo riferimento ai metodi finitari propri dei 
numeri interi. Come fare per conciliare le due cose apparente-
mente contraddittorie?  
 
 

2. L’infinito è solo una parola 
Abbiamo già visto una citazione di Hilbert che si riferisce alla 
nozione di limite dichiarando che in tale nozione il coinvolgimen-
to dell’infinito è solo aparente. Infatti se si scrive limn→∞ 1/n = 0 
non si deve intendere che quando n raggiunge l’infinito allora il 
valore di 1/n raggiunge 0. Piuttosto tale uguaglianza è solo un 
modo breve per indicare che: 
 per ogni ε >0 esiste m tale che 1/n ≤ ε per ogni n≥m.  
E’ evidente allora che in tale caso il simbolo ∞ non denota niente 
ma è solo un aiuto linguistico per rappresentare una situazione in 
cui l’infinito non compare in nessun modo.  
Un discorso simile, come osserva ancora Hilbert, può essere fatto 
in relazione alla nozione di "punto all'infinito" elaborata dalla ge-
ometria proiettiva. Come è noto, il piano proiettivo viene definito 
aggiungendo all'insieme dei punti del piano euclideo dei punti i-
deali, detti “punti all'infinito”. In tale modo invece di dire che  
due rette sono parallele diciamo che hanno in comune un punto 
all'infinito. Tecnicamente ciò si ottiene al modo seguente. 
 
Definizione 2.1. Chiamiamo punto all'infinito del piano euclideo 
ogni fascio completo di rette parallele. Diciamo che un punto 
all'infinito P appartiene ad una retta r se r appartiene al fascio P.  
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L’introduzione dei punti all’infinito permette di semplificare e 
rendere simmetrici gli assiomi della geometria. Ad esempio due 
rette si incontrano sempre in un punto (che è finito se le rette non 
sono parallele ed infinito se le rette sono parallele).6 Anche in 
questo caso non si pretende che i punti all'infinito siano realmente 
esistenti, essi sono strumenti linguistici, enti ideali la cui introdu-
zione è utile per ottenere risultati e per avere una trattazione più 
efficace della geometria.7  
 La proposta di Hilbert è pertanto di considerare l'infinito un 
ente ideale, per meglio dire un oggetto linguistico da manipolare 
seconde certe regole. In altre parole si tratta di spostare il ruolo 
del linguaggio il quale, da strumento di indagine del mondo degli 
enti matematici, deve diventare esso stesso oggetto di investiga-
zione. Oggetto di studio dovranno essere i "segni concreti" che 
rimangono comunque oggetti finiti da maneggiare con un numero 
finito di regole. 
 

“Questa è la filosofia che ritengo necessaria non solo per la 
matematica ma per ogni pensiero, per ogni comprensione e 
per ogni comunicazione che rientrano nell'ambito della scien-
za. In base ad essa, in particolare, oggetto della nostra consi-
derazione matematica sono gli stessi segni concreti la cui 
forma, in virtù del nostro approccio, è immediatamente chiara 
e riconoscibile.” 

 

Fino a qui non esistono, come lo stesso Hilbert sottolinea, grandi 
differenze con la tradizione algebrica. Anche la semplice risolu-
zione di una equazione di primo grado consiste in una manipola-
zione di equazioni (oggetti linguistici) secondo certe regole che 
permettono di passare da una equazione ad un altra. Lo stesso si 
può dire anche di un semplice calcolo. La grossa novità nasce dal 
fatto che per "segni concreti" Hilbert intendeva non solo equazio-
ni ma anche espressioni linguistiche molto più complicate che 
coinvolgevano i quantificatori, i connettivi logici (ad esempio la 
negazione, la congiunzione, la disgiunzione). Inoltre tra le regole 
di manipolazione linguistica non considerava solo quelle di carat-
tere algebrico (quali ad esempio la proprietà associativa, la pro-
prietà distributiva ...) ma anche quelle di natura logica quali le re-

                                                           
6 Inoltre in tale modo si ottiene un potente ed elegante strumento per la 
trattazione delle curve algebriche. 
7 Discorso analogo vale per l'introduzione dell' unità immaginaria. 
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gole di inferenza. Arriviamo pertanto al punto fondamentale: il 
calcolo logico. 
 

“Certo questo fu sviluppato in origine per motivi del tutto 
differenti.  I suoi segni furono introdotti originariamente so-
lo per scopi di comunicazione. Tuttavia è coerente col no-
stro punto di vista non attribuire alcun significato ai segni 
logici, così come non se ne è attribuito alcuno ai segni ma-
tematici, e dichiarare che anche le formula del calcolo logi-
co sono elementi ideali che di per sé non significano niente. 
Col calcolo logico abbiamo un linguaggio simbolico che 
permette di tradurre in formule le asserzioni matematiche e 
di esprimere le deduzioni logiche mediante processi forma-
li.” 

 

In definitiva non bastava ridurre la matematica a linguaggio, ma 
era anche necessario formalizzare i processi deduttivi che permet-
tevano la manipolazione di tale linguaggio. Più precisamente una 
particolare teoria matematica veniva vista come: 
- un insieme finito di espressioni linguistiche (gli assiomi propri 
della teoria)  
- un insieme fissato di espressioni (gli assiomi logici)  
- il tutto da manipolare tramite determinate regole (le regole di 
inferenza). 
Tale apparato permette di produrre altre espressioni (i teoremi). 
In tale modo qualunque teoria (anche quelle che parlano di ogget-
ti infiniti) diviene un oggetto finito e quindi passibile di essere 
esaminato nella sua interezza. Il problema della consistenza di-
viene allora quello di esaminare tale oggetto finito e vedere se tra 
le sue proprietà vi è anche quella della consistenza. Un program-
ma questo che sembra abbastanza ragionevole. 
 
 

 3. Nuovi oggetti matematici: parole e linguaggi 
Abbiamo visto che per Hilbert la matematica, in particolare la 
dimostrazione matematica, può essere vista come un particolare 
sistema che agisce sulle parole di un linguaggio. Ora la nozione 
di “parola” e di “linguaggio” non sembrano appartenere 
all’universo matematico e quindi si pone il problema di come 
possa essere reso rigoroso il discorso di Hilbert. E’ necessario a 
tale scopo elaborare una teoria matematica dei linguaggi e la cosa 
può essere fatta al modo seguente. Si parte da un “alfabeto”, cioè 



Cap. 6:  La matematica come calcolo con parole 202 
 

 

un insieme finito di simboli. Ad esempio nella lingua italiana un 
alfabeto è costituito dalle lettere a, b, c, ... . In lingua greca è co-
stituito dalle lettere α, β, γ, ... . Un esempio di alfabeto “piccolo” 
è l’alfabeto Morse A = { ⋅,-} costituito da un punto e da una linea 
che una volta veniva usato per il telegrafo. In definitiva possiamo 
chiamare alfabeto un qualunque insieme finito. Dato un alfabeto 
possiamo poi costruire parole. Ad esempio con quello della lin-
gua italiana possiamo scrivere parole come  “cane”, “ canne”, 
“cena”, “ acne”, “ acccanne”.. (quest’ultima è una parola senza 
significato). Dovendo definire la nozione di parola in termini in-
siemistici osserviamo che due parole come “cane” e “cena”, che 
pur avendo le stesse lettere le hanno in posizione diversa, devono 
essere considerate diverse. Sono pure da considerare diverse due 
parole come “cane” e “canne” in cui le lettere coincidono anche 
nell’ ordine ma appaiono un numero diverso di volte. Ciò mostra 
che non è certamente possibile chiamare parola un insieme finito 
di elementi dell’alfabeto. Infatti, poichè due insiemi con gli stessi 
elementi sono uguali, tutti gli insiemi {c,a,n,e}, { c,a,n,n,e}, 
{ c,e,n,a}, { a,c,n,e}, { a,c,c,a,n,n,e} coincidono. Allora, per potere 
rappresentare la nozione di parola conviene usare la nozione di n-
pla che permette appunto di tenere conto sia dell’ordine che 
dell’eventuali ripetizioni. Si arriva quindi alla seguente definizio-
ne. 
 
Definizione 3.1. Sia A un insieme finito (che chiamiamo alfabe-
to). Allora gli elementi di An vengono detti parole di lunghezza n 

nell’alfabeto A. Indichiamo con A+ l’insieme ∪n∈NAn di tutte le 
possibile parole.  
 
Una volta che abbiamo soddisfatto la mania dei matematici di ri-
durre tutto alla teoria degli insiemi, continueremo a rappresentare 
le parole al modo solito, scrivendo una parola come (a1,a2,...,an) 
con a1,a2,...,an.

8 Ad esempio per indicare la parola (c,a,n,e) scri-
veremo semplicemente cane.  

                                                           
8 Il fatto che “rendere rigoroso” significhi ridurre alla teoria degli insie-
mi è una credenza, un po’ ridicola, dei matematici. Assumere come 
primitiva direttamente la nozione di parola sarebbe altrettanto o forse 
maggiormente rigoroso viste le basi incerte della teoria degli insiemi. E’ 
quello che usualmente viene fatto nei linguaggi di programmazione do-
ve viene assunta come primitiva la nozione di “parola” (equivalente-
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 Possiamo immaginare l’alfabeto A come l’insieme dei caratte-
ri che sono sulla tastiera di un computer ed una parola come la 
sequenza di lettere che compaiono sullo schermo quando si batte 
sulla tastiera. In particolare è possibile anche considerare il “sim-
bolo spazio-vuoto” che corrisponde al lasciare uno spazio vuoto 
tra due lettere. In questo caso si chiama parola anche quella che è 
per noi una frase, cioè una sequenza di parole separate da spazi 
vuoti. Allora possiamo far rientrare nel termine “parola” anche 
frasi del tipo 
  “il cane corre”, “enac corre il” , ... 
Ad esempio il contenuto di questo libro può essere visto come 
una unica parola nell’alfabeto che si ottiene usando i soliti carat-
teri della tastiera più un “carattere” per denotare lo spazio vuoto. 
 Un linguaggio non si caratterizza solo da un alfabeto ma an-
che da un criterio con cui si stabilisce se una parola o frase è da 
considerare accettabile. Stabilito tale criterio, allora un linguaggio 
si definisce come l’insieme delle parole (se si vuole di frasi) che 
sono considerate accettabili. 
 
Definizione 3.2. Dato un alfabeto A chiamiamo linguaggio for-
male su A un sottoinsieme L di A+. 
 
Se L contiene solo un numero finito di parole, allora un criterio di 
accettabilità si può ottenere direttamente tramite una lista delle 
parole che sono in L. Ad esempio nel caso della lingua italiana 
l’insieme corretto delle parole coincide con l’insieme delle parole 
presenti in un buon vocabolario. Nel caso il linguaggio contiene 
un insieme infinito di parole (come in generale avviene quando si 
considerano frasi), allora è un po’ più complicato stabilire un cri-
terio di accettabilità ed in generale ci si riferisce alla nozione di 
grammatica che però non considereremo in questo libro. Esami-
niamo ora una ovvia proprietà dei linguaggi formali. 
 
Proposizione 3.3. L’insieme A+ delle parole nell’alfabeto A è 
numerabile. Pertanto ogni linguaggio formale è finito o numera-
bile. 

                                                                                                                              
mente, il tipo “stringa”, “lista”, ...). Dovendo poi introdurre il tipo “in-
sieme” lo si fa derivare da quello di “parola” introducendo una opportu-
na relazione di equivalenza tra parole (o, equivalentemente, di riduzione 
a forma normale).  
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Dim. Sia a ∈A, allora la corrispondenza f che associa ad ogni 
n∈N la parola aaaa..a  che si ottiene ripetendo n volte la lettera a 
è una funzione iniettiva di N in A+. Quindi A+ ha potenza maggio-
re o uguale del numerabile. Vogliamo provare che A+ ha anche 
potenza minore o uguale al numerabile, cioè che esiste una fun-
zione iniettiva di A+ in N.  Esistono diversi modi per fare questo 
che spesso prendono il nome di codifiche. Un modo vicino allo 
stile dei matematici è considerare la successione p1, p2, ... dei 
numeri primi scritta in ordine crescente. Associamo poi in modo 
iniettivo ad ogni lettera in A un numero intero, cioè consideriamo 
una funzione iniettiva c : A →N. Essendo A finito non ci sono dif-
ficoltà a trovare una tale funzione. Successivamente associamo  
ad ogni parola a1...an il numero ��

���� )⋅ . . .⋅ ��
���	
. Tale corri-

spondenza è iniettiva (anche se non suriettiva). Ad esempio se 
poniamo c(a) = 1, c(b) = 2, c(c) = 3, ... allora alla parola “bacca” 
viene associato il numero 22⋅31⋅53⋅73⋅111. 
 Un modo più “informatico” ed intuitivo di procedere è il se-
guente. Definiamo una funzione iniettiva c : A →{0,1} + che asso-
ci ad ogni elemento a ∈A una parola nell’alfabeto {0,1} e suppo-
niamo che tutte le parole c(a) abbiano la stessa lunghezza e che 
inizino con 1. Consideriamo la funzione che associa ad ogni paro-
la a1a2...an in A+ la parola c(a1)c(a2)...c(an) in {0,1}+. Infine inter-
pretiamo tale parola come un numero scritto in base 2 (ma il di-
scorso funziona anche se la si interpreta in base 10). In tale modo 
abbiamo definito una funzione iniettiva di A+ in N.9 Ad esempio 
supponiamo, sempre riferendoci all’alfabeto della lingua italiana 
che  
 c(a) = 111111, c(b) = 111011, c(c) = 100011, . . . .  

                                                           
9La tecnica che ora abbiamo utilizzato per dimostrare la proposizione 
corrisponde al modo concreto di funzionamento  dei computer. Infatti 
quando si preme un tasto della tastiera l’impulso inviato al computer è 
proprio una sequenza di 0 ed 1. Dopo avere scritto un documento (un 
romanzo una poesia od altro), nella memoria del computer è immagaz-
zinata una serie lunghissima di 0 e di 1 corrispondente alla sequenza di 
lettere scritte (ma anche agli spazi vuoti). Più precisamente nei sistemi 
di scrittura (come il Word) esistono anche caratteri che vengono chia-
mati “di controllo” e che servono a modificare i caratteri che compaiono 
sullo schermo. Ad esempio esistono caratteri che creano il corsivo, il 
grassetto e così via.  
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In questo modo associamo alla parola “bacca” il numero, scritto 
in base 2, 
  111011111111100011100011111111. � 
 
Si osservi che il procedimento con cui abbiamo associato ad ogni 
parola un numero naturale è “effettivo”, nel senso che corrispon-
de ad un preciso algoritmo che un qualunque calcolatore sarebbe 
capace di eseguire. In questo caso si usa parlare di “codifica” di 
un linguaggio. Si usa anche considerare una “decodifica” che as-
socia ad ogni numero intero m l’elemento del linguaggio formale 
L ottenuto al modo seguente (ci riferiamo al primo tipo di codifi-
ca sopra esposto) 
- si fissa una parola p in L 
- si effettua una scomposizione m = p(1)i(l)⋅...⋅p(n)i(n) di m in pro-
dotto di successivi numeri primi 
- se i(1),...,i(n) sono codici di lettere in A (cioè se esistono a1,...,an 
in A tali che g(a(1)) = i(1), . . . ,i(a(n)) = i(n)) e se la parola a1...an 
è una parola in L, allora si assume tale parola come decodifica di 
m 
- altrimenti assumiamo per convenzione che la decodifica di m 
sia p. 
Da notare che una tale decodifica è un processo effettivo solo se 
esiste un metodo per decidere se una parola appartiene ad L o 
meno (L è decidibile).  
 
Corollario 3.4. L’insieme dei possibili romanzi è numerabile. 
L’insieme delle possibili poesie è numerabile. L’insieme dei pos-
sibili programmi di un linguaggio di programmazione è numera-
bile. 
 
 

4. Rappresentabilità, definibilità e numerabilità  
Possiamo utilizzare la proposizione 3.3 per provare in modo im-
mediato che alcuni insiemi sono numerabili. A tale scopo ci ser-
viamo della nozione di “rappresentabile” o quella analoga di “de-
finibile” in un alfabeto A. Lasciamo il significato di tali nozioni a 
livello intuitivo. Quello che interessa è che, dato un insieme X ed 
un alfabeto A, una rappresentazione (o definizione) di un elemen-
to di X in A sia una parola su A. Inoltre supponiamo che elementi 
diversi di X abbiano rappresentazioni (definizioni) diverse. Per 
fare un esempio, riferendoci alla rappresentazione decimale dei 



Cap. 6:  La matematica come calcolo con parole 206 
 

 

numeri, se si accetta un alfabeto A con i simboli 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
7, 8, 9 allora ogni naturale e rappresentabile in A. Se aggiungia-
mo ad A i simboli + e -, allora otteniamo un alfabeto in cui ogni 
numero intero relativo è rappresentabile. Se all’alfabeto aggiun-
giamo anche il simbolo /, allora anche i razionali sono rappresen-
tabili. Esempi di definizioni sono i seguenti. Il numero 3 può es-
sere definito come “quel numero positivo il cui quadrato è nove”. 
Il numero �√2  può essere definito come “quel numero positivo il 
cui quadrato è 2”. 
 
Teorema 4.1. Sia X un insieme i cui elementi siano rappresenta-
bili (definibili)  in un linguaggio formale. Allora X è enumerabile 
(cioè finito o numerabile). 
 
Dim. E’ possibile considerare una funzione che associa ad ogni 
elemento in X  una delle sue rappresentazioni (definizioni) in A+. 
Si ottiene una funzione iniettiva di X in A+ . Poiché A+  è un in-
sieme numerabile, questo prova che X è finito o numerabile. � 
 
 Applicando tale criterio possiamo dimostrare la seguente pro-
posizione. 
 
Proposizione 4.2. L'insieme Pf(N) delle parti finite di N è nume-
rabile. 
 
Dim. Ogni insieme finito di numeri interi può essere rappresenta-
to  tramite una parola del tipo {n1,...,np} con n1<n2<...<np cioè 
tramite una parola nell’alfabeto costituito dalle due parentesi {, }, 
dalla virgola e dalle cifre 0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Pertanto Pf(N) è 
enumerabile. Poiché è ovvio che Pf(N) non è finito, Pf(N) è nume-
rabile.10  � 
 
E’ possibile anche ridimostrare in modo più semplice alcune delle 
proposizioni provate nel paragrafo precedente. 
 

                                                           
10 Concretamente, dato un insieme finito lo “descrivo” al computer con 
una parola del tipo {n1,...,np} con n1<n2<...<np. Tale parola viene imma-
gazzinata nei registri di memoria sotto forma di una sequenza di 0 ed 1, 
sequenza che possiamo interpretare come un numero. Ciò fornisce una 
corrispondenza di Pf(N) in N. 
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Proposizione 4.3. L’insieme Z dei numeri relativi è numerabile. 
L’insieme Q dei razionali è numerabile. L’insieme delle n-ple di 
numeri razionali è numerabile. 
 
Dim. Gia abbiamo osservato che gli elementi di Z e quelli di Q 
sono rappresentabili in un opportuno alfabeto. Per rappresentare 
l’insieme di tutte le possibili n-ple di numeri razionali è sufficien-
te aggiungere all’alfabeto le parentesi (, ) e la virgola.  
  
Ricordiamo che un numero reale si dice algebrico se è radice di 
un polinomio a coefficienti razionali. Un numero è trascendente 
se non è algebrico. Poiché ogni polinomio a coefficienti razionali 
si può ridurre ad un polinomio equivalente a coefficienti interi, 
possiamo definire un numero algebrico anche come un numero 
che sia radice di un polinomio a coefficienti interi. Ad esempio 

5  è un numero algebrico perché è soluzione dell’equazione x2-
5 = 0. E’ algebrico anche un numero razionale p/q qualunque 
perché è soluzione dell’equazione q⋅x-p = 0. 
 
Proposizione 4.4. L’insieme Al dei numeri reali algebrici è nu-
merabile. Pertanto l’insieme dei numeri trascendenti ha la poten-
za del continuo. 
 
Dim. Ogni numero algebrico può essere definito da una proprietà 
del tipo “la terza radice del polinomio p(x)”. L’insieme di tali de-
finizioni è un insieme di parole in un opportuno alfabeto. Ciò 
prova che Al è enumerabile. Poiché Al contiene tutti i razionali 
siamo sicuri che Al è numerabile.  � 
 
Possiamo provare anche le seguenti sorprendenti conseguenze, in 
ambito informatico, dei teoremi ora dimostrati. Dato un linguag-
gio di programmazione, chiamiamo decidibile un sottoinsieme X 
di N per il quale esista un programma in grado di dirci se n appar-
tiene ad X oppure no. Possiamo vedere un insieme non decidibile 
come un insieme X talmente complicato che non potrà mai essere 
scritto un programma capace di dirci se un dato elemento appar-
tiene ad X oppure no. Si pone allora il problema se tali insiemi 
“patologici” esistano oppure no. Il seguente teorema fornisce una 
risposta. 
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Teorema 4.5. Il numero di insiemi non decidibili è maggiore di 
quello degli insiemi decidibili.  
 
Dim.  Un programma non è altro che una parola in un alfabeto 
finito e quindi ogni insieme decidibile può essere rappresentato 
da una parola su tale alfabeto (ovviamente insieme decidibili di-
versi hanno programmi diversi). Da ciò segue che la classe dei 
sottoinsiemi decidibili è enumerabile. Il complemento di tale 
classe non può essere numerabile poiché altrimenti P(N) sarebbe 
numerabile in contrasto con il teorema di Cantor. In definitiva la 
classe degli insiemi non decidibili ha potenza maggiore di quella 
degli insiemi decidibili.   � 
 
Chiamiamo computabile una funzione di N in N per la quale esi-
sta un programma capace di computarla. Procedendo come per il 
teorema ora dimostrato, possiamo dimostrare anche il seguente 
teorema. 
 
Teorema 4.6. Il numero delle funzioni non computabili è mag-
giore del numero delle funzioni computabili. 
 
 

5. Linguaggio ed apparato deduttivo per la logica formale 
Riferendoci alla matematica, un linguaggio formale che vada be-
ne dovrà contenere 
- nomi per oggetti matematici (come 3, 13, p , ∅, e),  
- nomi per funzioni ed operazioni (come log, +, ⋅, sen, x2)

11  
- nomi per relazioni (come =, ≤, ≥, ⊇).  
Sembra infatti ragionevole poter scrivere asserzioni come 
"log(2+3) ≥ 0” oppure "log(2+3) = 2⋅3” che si avvalgono del no-
me di funzione log, dei nomi di numeri 2, 3 e 0, di un simbolo + 
per un operazione binaria e dei simboli ≥ e = per  relazioni bina-
rie. Ancora, in matematica sono di uso frequente le variabili ed i 
quantificatori (esiste, per ogni) che permettono ad esempio di 
scrivere proposizioni del tipo "esiste una soluzione dell'equazione 
x2-1=0", in breve "∃x(x2-1=0)". Infine sono usati connettivi logici 
come “non”, “e”, “oppure”, “implica” che consentono di costruire 
                                                           
11 Non abbiamo escluso che in un alfabeto ci possano essere, come ele-
menti, parole di un altro linguaggio come ad esempio, log, sen,.. Infatti 
l’unica cosa che abbiamo richiesto è che un alfabeto sia un insieme fini-
to. 
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asserzioni (composte) a partire da altre asserzioni. Ciò suggerisce 
le seguenti definizioni.  
 
Definizione 5.1. Chiamiamo alfabeto di un linguaggio del primo 
ordine un alfabeto A costituito da: 

 - un insieme di simboli per denotare variabili, ad esempio x, y, 
z, . . .  

 - i connettivi proposizionali {∧,∨,→ ,~ }  
 - il quantificatore esistenziale ∃   
 - la parentesi aperta ( e la parentesi chiusa )  
In più 
 - un  insieme finito C di elementi detti costanti  
 - un insieme finito O di nomi di operazione  
 - un insieme finito P di nomi di predicati 
 - una funzione arità ar: O∪P→N 
 

Se l’arità di un nome di funzione è 2 allora è inteso che tale nome 
denota una funzione binaria e si preferisce parlare di operazione 
binaria. Se l’arità di un nome di predicato è 1 allora si dice che 
denota un predicato monadico o una proprietà. Se invece l’arità è 
2 si parla di relazione binaria. Da notare che esistono tanti alfa-
beti, e quindi tanti linguaggi del primo ordine, quanti sono i modi 
di specificare le costanti, i nomi delle relazioni e delle operazioni. 
Avremo ad esempio un linguaggio adeguato alla teoria dei grup-
pi, uno per la teoria degli anelli, uno per le strutture ordinate, e 
così via. Per poter definire il linguaggio del primo ordine corri-
spondente ad un dato alfabeto dobbiamo prima definire il lin-
guaggio dei termini. Possiamo vedere un termine come descrizio-
ne di un algoritmo per il calcolo di una funzione (se il termine 
contiene variabili) o di un elemento (se il termine non contiene 
variabili). 
 
Definizione 5.2. Dato un alfabeto del primo ordine chiamiamo 
linguaggio dei termini l’insieme delle parole che si ottengono ap-
plicando più volte le seguenti regole: 
 a) ogni variabile o costante è un termine 
 b) se f è il nome di una funzione  n-aria e t1,...,tn sono termini 
allora  f(t1,...,tn) è un termine (notazione prefissa) 
 c) se ⊗  è il nome di una funzione  binaria e t1, t2 sono termini 
allora (t1)⊗(t2) è un termine (notazione infissa). 
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In matematica usualmente si usano solo nomi di funzioni di arità 
1 (dette funzioni o operazioni unarie) o 2 (dette operazioni bina-
rie). In questo ultimo caso si preferisce la notazione infissa. Ad 
esempio l'espressione (x)-(log((y)+(x))) è un termine. Infatti 
 - poiché y è un termine ed x è un termine allora (y)+(x) è un 

termine 
 - poiché (y)+(x) è un termine allora log((y)+(x)) è un termine 
 - essendo x un termine e log((y)+(x)) un termine, (x)-(log(y+x)) 

è un termine.12  
 Utilizzando i termini, possiamo ora definire la nozione di lin-
guaggio del primo ordine. 
 
Definizione 5.3. Un linguaggio del primo ordine13 è l'insieme L 
delle parole su di un alfabeto del primo ordine definito dalle se-
guenti regole di formazione: 
 a) se r è un predicato n-ario e t1,...,tn sono termini allora 

r(t1,...,tn) è una formula (formula atomica in notazione prefissa)  

                                                           
12 Naturalmente la realtà dei linguaggi matematici è più flessibile e di-
versificata. Ad esempio il termine che abbiamo costruito si indica più 
semplicemente con x-log(y+x) in quanto esistono semplici regole e con-
venzioni per l’eliminazione di parentesi inutili. Ad esempio scriviamo 
3⋅5+2 al posto di ((3)⋅(5))+(2) come invece richiederebbe la definizione 
4. Inoltre esistono anche notazioni "post-fisse" per le operazioni unarie, 
ad esempio per la funzione fattoriale x! e notazioni "esponenziali" come 
la funzione inverso x-1. Tuttavia ai fini del nostro discorso ci atterremo 
alla Definizione 2 anche se non l’applicheremo in modo rigoroso. 
13 Prende il nome di linguaggio del secondo ordine un linguaggio in cui 
sia possibile quantificare sui sottoinsiemi del dominio e non solo sugli 
elementi del dominio. Ciò comporta l’uso di diversi tipi di simbolo per 
le variabili che si riferiscono a sottoinsiemi e variabili che si riferiscono 
agli elementi. Ad esempio se utilizzo lettere maiuscole nel primo caso e 
minuscole nel secondo caso, la nozione di buon ordinamento potrà esse-
re espressa dalla formula  

∀X∃m(m∈X∧∀z(z∈X → m≤z))). 
Anche l’assioma di completezza, che si esprime dicendo che ogni sotto-
insieme inferiormente limitato ammette estremo inferiore si esprime 
quantificando sui sottoinsiemi. Un altro importante esempio è l’assioma 
per le terne di Peano che riguarda il principio di induzione. Come ab-
biamo già accennato, la logica che si riferisce ad un linguaggio del se-
condo ordine prende il nome di logica del secondo ordine. In questo vo-
lume non si parla di questo tipo di logica e ci si limita alla logica del 
primo ordine cioè la logica che tratta dei linguaggi del primo ordine. 
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 b) se r è il nome di un predicato binario e t1,t2 sono termini allo-
ra t1r t2 ∈ L (formula atomica in notazione infissa);  

  c) se α e β ∈ L  allora (α)∧(β), (α)∨(β), (α)→(β)  e ¬(α) appar-
tengono ad L ;  

 d) se x è una variabile ed α∈ L allora ∃x(α)∈L. 
  Gli elementi di L vengono chiamati formule ben formate o, più 
semplicemente, formule.  
 
I seguenti sono alcuni esempi di linguaggi del primo ordine uti-
lizzati in matematica.  
 
Esempi. Linguaggio usato per le strutture ordinate.  È un lin-
guaggio che contiene i soli simboli ≤ e = di relazioni binarie.  A 
volte si aggiunge anche una costante 0 (da interpretare come mi-
nimo elemento) e una costante 1 (da interpretare come massimo 
elemento) e pertanto C = {0,1}.  Poiché non ci sono nomi di ope-
razioni, gli unici termini sono le variabili e le costanti. Sono e-
sempi di formule  

∀x∃y(x≥y)  ; ∀x(x ≤ x)  ; ∀x(∀y((x≤y)∧(y≤z) ⇒ x≤z)). 
Linguaggio usato per la teoria dei gruppi.  È costituito da "⋅" 
per rappresentare l'operazione binaria, da "inv" per rappresentare 
l'operazione che associa ad ogni x il suo inverso e la costante 1 
per rappresentare l'elemento neutro. L'unica relazione è l'identità. 
In generale si preferisce la notazione esponenziale x-1 al posto di 
inv(x). I termini sono pertanto espressioni del tipo 1+1, (x⋅y)⋅x-1, 
((1⋅x)-1⋅y)-1.  Sono esempi di formule: 

∀x(x⋅y = y⋅x)    ;   x⋅1 = x   ;  ∀x(x = 1 ⇒ x⋅x = 1). 
 Ma naturalmente è possibile utilizzare anche linguaggi diversi 
per trattare lo stesso tipo di strutture matematiche. Ad esempio 
per la teoria dei gruppi si usa spesso la notazione additiva invece 
di quella moltiplicativa che abbiamo indicato. In questo caso si 
utilizza la costante 0, il nome di operazione binaria + , di opera-
zione unaria -, ed il solito simbolo di uguaglianza =. 
 
Supponiamo di avere un linguaggio del primo ordine L. In accor-
do con il punto di vista di Hilbert, dobbiamo vedere le dimostra-
zioni che usualmente si effettuano in matematica come un proce-
dimento meccanico con cui produrre, a partire da un dato sistema 
di elementi di L (gli assiomi), nuovi elementi di L (i teoremi). E-
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sistono diverse possibili regole per "produrre teoremi", noi ci sof-
fermiamo sulle seguenti due regole più note in logica. 
 
Il regola del Modus Ponens. Tale regola afferma che se ho di-
mostrato la formula α→β ed ho dimostrato α allora posso affer-
mare anche β. In breve: 
 

  α, α → β         (Modus Ponens) 
       β                                    

 
La regola di Generalizzazione. Tale regola afferma che se ho 
dimostrato la formula α(x), allora posso affermare anche ∀x(α).  
In breve 

 

        α                 (Generalizzazione) 
   ∀x(α) 

 
La generalizzazione si giustifica col fatto che se ho dimostrato 
α(x) allora, essendo x una variabile, non ho mai utilizzato nessu-
na particolare proprietà dell'oggetto denotato da x. In altri termi-
ni, durante la dimostrazione x ha sempre denotato un generico e-
lemento del dominio. Pertanto, di fatto, si è dimostrato ∀x(α).  
 Vi sono poi delle formule di cui ci si può servire durante la 
dimostrazione perché sono vere sempre, qualunque siano le cose 
di cui si parla. In altre parole si possono utilizzare delle formule 
logicamente vere del tipo α→α  oppure α∧β→α oppure 
α(t)→∃xα. Chiamiamo assiomi logici un opportuno insieme Al di 
tali formule. Usualmente in Al si mettono anche formule del tipo  

p→p, ¬(¬(α))→α, (∀xα (x))→α(t),  ∃x(α)→¬∀x(¬(α)). 
Inoltre si aggiungono assiomi relativi all'uguaglianza 
 U1     ∀x(x=x)                              (riflessività)    
 U2     ∀x∀y((x=y)→(y=x))                   (simmetria)     
 U3     ∀x∀y ∀z((x=y) ∧ (y=z))→(x=z))   (transitività)  
 U4    x = y → z⊗x  = z⊗y    ;    (sostituzione)  
                x = y → x⊗z  = y⊗z    ;    
                x = y → f(x) = f(y) 
 U5    x = y → (r(z,x) ⇔ r(z,y)) ;  (sostituzione)  
                 x = y → (r(x,z) ⇔ r(y,z)) ;   
                 x = y → (s(x) ⇔ s(y)). 
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dove U4 e U5 devono essere intesi come schemi di assiomi cioè 
devono essere asseriti per tutti i nomi di operazioni binarie ⊗, di 
operazioni unarie f, di relazioni binarie r e di relazioni ad un po-
sto s.  
 
Definizione 5.4. Dato un insieme T di formule, che chiameremo 
sistema di assiomi, chiameremo dimostrazione di α sotto ipotesi 
T  ogni successione di formule α1,...,αn con αn=α  e tale che per 
ogni formula αi si verifichi almeno uno dei seguenti casi:  
- αi è un assioma logico 
- αi è una ipotesi, cioè αi ∈ X 
- αi è stata ottenuta da formule precedenti per modus ponens o 
per generalizzazione. 
Scriveremo T ├ α per dire che esiste una dimostrazione di α sotto 
ipotesi T. 
 
Possiamo visualizzare il sistema deduttivo di una logica del pri-
mo ordine come una macchina che produce teoremi. Tale mac-
china, dopo che sono stati inseriti gli assiomi di una teoria T (ad 
esempio la teoria dei gruppi) comincia a stampare i teoremi uno 
dopo l’altro. La macchina stampa tali teoremi utilizzando le rego-
le di inferenza e formule che sono in Al, oppure in T oppure che 
sono state già prodotte. 
 
 

6. Ma si deve pur parlare di qualche cosa: l’interpretazione 
Se ci si attiene strettamente al punto di vista formalista di Hilbert 
secondo cui la matematica è solo un calcolo di parole, nozioni 
come essere vero ed essere falso non hanno importanza. 
L’importante e stabilire regole precise in questa sorta di gioco 
linguistico, attenersi a tali regole. Tuttavia se ci stacchiamo dal 
riferimento alle “cose di cui si parla” e dalle nozioni di vero e fal-
so non è chiaro come si debbano stabilire tali regole e quale senso 
abbiano i teoremi trovati. 
 In definitiva dobbiamo trovare una definizione matematica di 
interpretazione e di verità. Cominciamo con il problema 
dell’interpretazione che è alquanto problematico. Ad esempio 
non è affatto detto che due persone interpretano allo stesso modo 
una determinata frase. Se si riferisce ad un testo teatrale o un te-
sto musicale è scontato che ogni attore o musicista possa dare una 
interpretazione personale di tale testo. Ovviamente interpretazio-
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ne e verità sono nozioni collegate in quanto una asserzione può 
essere vera o falsa a seconda del modo come vengono interpretate 
le parole che la costituiscono. Ad esempio se dico “Maria è più 
grande di Luisa”  la verità o falsità di tale asserzione dipende da 
chi intendo indicare con i nomi “Maria” e “Luisa” e che cosa in-
tendo per “più grande” (più anziana ?, più alta ?). Anche se scrivo 
una cosa di carattere matematico come “2+2 = 0” scrivo una cosa 
falsa se interpreto tale asserzione sui numeri naturali, scrivo una 
cosa vera se la interpreto sugli interi modulo 4. Allora prima di 
parlare di vero e di falso è necessario fornire una definizione di 
interpretazione. Ora se L è un linguaggio del primo ordine, una 
sua interpretazione si ottiene specificando di quali oggetti si parla 
e quindi fissando un insieme D. Inoltre, come è ovvio, si deve as-
sociare  
- ad ogni nome di operazione una operazione in D,  
- ad ogni costante un elemento di D, 
- ad ogni nome di relazione binaria o unaria una relazione binaria 
o unaria in D.  
 
Definizione 6.1. Una interpretazione di un linguaggio del primo 
ordine L è costituita da un insieme D, detto dominio dell'interpre-
tazione e da una funzione I che associa: 
- ad ogni nome di operazione n-aria f una funzione  I(f) : Dn→D 
- ad ogni costante c un elemento I(c) di D 
 - ad ogni nome di relazione n-aria r un sottoinsieme I(r) ⊆ Dn.14 
    
Esempio. Consideriamo un linguaggio L in cui vi sia solo il no-
me di una relazione binaria "ama". Allora una interpretazione di 
tale linguaggio si ottiene fissando un insieme D di persone (ad 
esempio quelle presenti in una certa stanza) ed una relazione bi-
naria I(ama), cioè un sottoinsieme di D×D. Ad esempio potrem-
mo supporre che D sia l' insieme di persone,   
 {mario, maria, carlo, luigi}  

                                                           
14 Da notare che la nozione di interpretazione è legata strettamente alla 
nozione di struttura matematica che abbiamo considerato quando ab-
biamo parlato dello strutturalismo. Infatti sia dato un linguaggio L i cui 
nomi di operazione siano o1,...,os, i cui nomi di relazioni siano r1,...,rt e 
con costanti c1,...,cp. Allora la struttura matematica associata ad una 
interpretazione I è la struttura (D,I(o1),...,I(os),I(r1),...,I(rt),I(c1),...,I(cp)). 
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e che l’interpretazione sia definita ponendo I(ama) uguale 
all’insieme   
 {(maria, mario), (mario, carlo), (maria, carlo), (carlo, luigi)}. 
Naturalmente vi possono essere più interpretazioni dello stesso 
linguaggio, ad esempio se si cambia il gruppo di persone cui ci si 
riferisce. 
 
Esempio. Riferiamoci al linguaggio che si usa per le strutture or-
dinate. Poiché è costituito da un solo simbolo di relazione binaria, 
≤, una interpretazione di tale linguaggio è costituita da un insieme 
D e da una relazione binaria I(≤). Ad esempio possiamo supporre 
che  
-D sia l'insieme dei numeri interi e I(≤) l'usuale relazione di ordi-
ne tra interi,  
- D sia l'insieme delle parti di un insieme S e I(≤) sia la relazione 
di inclusione.  
Si noti che l’unica cosa che si richiede in una interpretazione è 
che I(≤) sia una relazione binaria e non necessariamente una rela-
zione d'ordine. Ad esempio otteniamo una interpretazione ponen-
do D uguale all'insieme dei numeri interi e I(≤) = {(n,m) | n = 
m+1}. Naturalmente una tale interpretazione non è un insieme 
ordinato. Di fatto, almeno che non si impongano opportuni as-
siomi (cosa che faremo nel seguito) le interpretazioni di questo 
linguaggio possono essere accettate anche come interpretazioni 
del linguaggio dell'esempio precedente, e viceversa.   
 
 Abbiamo già detto che un termine in cui compaiano delle va-
riabili libere è la descrizione di un algoritmo per calcolare una 
funzione (se il termine contiene variabili) o un elemento (se il 
termine non contiene variabili). Ad esempio al termine 3⋅(5+7)+1 
corrisponde l'algoritmo: 

1. prendi i numeri 5 e 7 
2. sommali 
3. moltiplica il risultato per 3 
4. aggiungi 1 

Chiamiamo interpretazione del termine il numero che si ottiene 
tramite tale algoritmo. Se nel termine abbiamo la presenza di una 
o più variabili, allora il corrispondente algoritmo calcola una fun-
zione che chiamiamo interpretazione di tale termine. Naturalmen-
te tali interpretazioni dipendono dalla struttura algebrica di cui si 
sta parlando, cioè dalla interpretazione fissata. Un modo più rigo-
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roso di definire l’interpretazione di un termine è il seguente in cui 
utilizziamo come variabili i simboli x1, x2, … Per semplicità sup-
poniamo di utilizzare la notazione prefissa anche per i nomi di 
operazioni binarie. 
 
Definizione 6.2. Sia (D,I) una interpretazione, e t un termine. Al-
lora per ogni intero n che sia maggiore o uguale agli indici delle 
variabili che compaiono in t definiamo una funzione n-aria I(t) : 
Dn→D per ricorsione sulla complessità di t al modo seguente: 
 a) se t  è  la costante c allora I(t)  è  la funzione costantemente 

uguale a I(c) ; 
 b) se t è la variabile xi allora I(t) è la proiezione i-esima15 cioè la 

funzione definita da  
I(t)(d1,...,dn) = di 

c) se  t = f(t1,...,tp) allora I(t) è  la funzione tale che 
I(t)(d1,...,dn) = I(f)(I(t1)(d1,...,dn),..., I(tp)(d1,...,dn)). 

 
Ad esempio sia t il termine log(x1)+sen(x2),  allora  

I(t)(d1,d2) = I(+)(I(log(x1))(d1,d2), I(sen(x2)(d1,d2)). 
D’altra parte  

I(log(x1))(d1,d2) =I(log)(I(x1)(d1,d2)) = I(log)(d1) 
I(sen(x2))(d1,d2) =I(sen)(I(x2)(d1,d2)) = I(sen)(d2) 

e quindi 
I(t)(d1,d2) = (I(log)(d1) I(+) I(sen)(d2)). 

Questo significa che il temine log(x1)+sen(x2) viene interpretato 
come la funzione che, data la coppia (d1, d2) di elementi di D, 
 1. applica la funzione I(log) a d1, 
 2. applica la funzione I(sen) a d2, 
 3. compone i risultati ottenuti nei passi 1. e 2. tramite I(+). 
  
Da notare che se in un termine compaiono le variabili x1 e x3 allo-
ra la sua interpretazione è comunque una funzione di (almeno) tre 
variabili anche se poi i valori che assume non dipendono effetti-
vamente dai valori di x2. Ad esempio il termine 2⋅x1+sen(x3) è in-

                                                           
15 Prende il nome di proiezione i-esima in un prodotto cartesiano 
X1×...×Xn con i≤n la funzione Pri definita dal porre Pri(x1,...,xn) = xi. In 
altri termini la proiezione i-esima è la funzione che associa ad ogni vet-
tore la sua componente di posto i. La terminologia geometrica è dovuta 
al fatto che, ad esempio, in un piano euclideo le due possibili proiezioni 
corrispondono alle proiezioni sugli assi cartesiani. 
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terpretato come una funzione di tre variabili in quanto viene con-
siderato equivalente al termine 2⋅x1+0⋅x2 + sen(x3). In tale caso si 
dice che la variabile x2 è muta. Lo stesso termine può essere in-
terpretato anche come funzione di quattro variabili in quanto può 
essere considerato equivalente al termine 2⋅x1+0⋅x2 + 
sen(x3)+0⋅x4. Un termine che si riduca ad una costante può essere 
interpretato come funzione di n variabili per ogni intero n. Ad e-
sempio se l’interpretazione è il campo dei numeri reali allora la 
costante 3 può essere interpretata come funzione definita in R in 
R2 in R3 e così via. La cosa non è tanto strana in quanto se, ad e-
sempio, si accetta che la costante 3 sia un termine equivalente al 
termine 0⋅x1+0⋅x2+0⋅x3+3 (oppure al termine 0⋅x1+0⋅x2+3 oppure 
al termine 0⋅x1+3) allora tale costante deve poter essere interpre-
tata come funzione di tre variabili (di due variabili e di una varia-
bile, rispettivamente).  
 
 

7. Cosa è la verità 
Allora Pilato gli disse: «Ma dunque, sei tu re?» Gesù 
rispose: «Tu lo dici; sono re; io sono nato per questo, 
e per questo sono venuto nel mondo: per testimoniare 
della verità. Chiunque è dalla parte della verità ascol-
ta la mia voce».  Pilato gli disse: «Che cos’è la veri-
tà?» E detto questo, uscì di nuovo verso i Giudei ...”   
(Giovanni 18:33-38 NRV) 

 
Anche il problema della verità non è tanto semplice tanto che Pi-
lato sembra dubitare perfino che esista la verità. In ogni caso il 
primo a proporre una definizione di interpretazione e di verità fu 
il logico matematico Tarski, definizione a cui noi ci atterremo in 
seguito. Si consideri ora una formula α di un dato linguaggio e 
proponiamoci di definire in maniera rigorosa che cosa significa 
l'espressione "α  è  vera".  Ora naturalmente la verità o falsità di 
una formula dipende dalla interpretazione del linguaggio. Ad e-
sempio la formula ∀x1(∀x2(x1⋅x2 = x2⋅x1)) sarà vera se il dominio 
D dell'interpretazione  è  l'insieme degli interi relativi ed il simbo-
lo "⋅"  è  interpretato con l'usuale moltiplicazione di numeri. Tale 
formula sarà invece falsa se invece D  è  l'insieme delle funzioni 
di R in R e l'interpretazione di "⋅"  è  di essere la composizione di 
due funzioni (siccome, ad esempio log(sen(x)) ≠ sen(log(x)), la 
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composizione non  è una operazione commutativa).  Allora  è  più 
corretto definire che cosa si debba intendere per  

"α è vera rispetto ad una interpretazione I". 
Anche ciò crea qualche difficoltà, infatti se in α vi è una variabile 
libera x1, allora α può essere vera o falsa a seconda dell'elemento 
rappresentato da x1. Ad esempio la formula ∀x2(x2⋅x1=x2) sarà ve-
ra negli interi relativi se x1 rappresenta l'unità, sarà falsa se x1 
rappresenta il numero 2. Ciò significa che ha senso dire se α è ve-
ra o falsa non solo dopo aver fissato una interpretazione I del lin-
guaggio ma anche dopo aver assegnato ad ogni variabile libera di 
α un particolare elemento nel relativo dominio. Per evitare com-
plicazioni formali nel seguito supponiamo che anche le variabili 
vincolate siano interpretate da elementi del dominio. Pertanto se 
le variabili libere o vincolate di α sono tra x1,...,xm, dati d1,...,dm 
elementi di D vogliamo dare una definizione precisa del concetto: 
"α è vera rispetto alla interpretazione I quando le sue eventuali 
variabili libere sono interpretate con d1,...,dm ".   
Indicheremo in breve con I ╞ α [d1,...,dm] una tale asserzione e ne 
daremo la seguente definizione formale. Per semplicità utilizzia-
mo la notazione prefissa anche per i predicati binari. 
  
Definizione 7.1. Sia I una interpretazione, sia α una formula le 
cui variabili libere o vincolate siano tra x1,...,xm e siano d1,...,dm 
elementi del dominio D. Allora la relazione  I ╞ α [d1,...,dm] 
è definita per induzione sulla complessità di α tramite: 
a)  I ╞ r(t1,...,tp) [d1,...,dm]  se  
                                   (I(t1)(d1,...,dm),..., I(t2)(d1,...,dm))∈I(r) 
b) I ╞ α∧β  [d1,...,dm]     se I╞ α  [d1,...,dm]  e  I╞ β  [d1,...,dm] 
c)  I ╞ α∨β  [d1, ... ,dm]   se I╞ α  [d1,...,dm] oppure I╞ β  [d1,...,dm] 
d)  I ╞ ¬α    [d1,...,dm]   se non è vero che I╞α   [d1,...,dm]      
e)  I ╞ ∃xi(α) [d1,...,dm]   se esiste d∈D  tale che  
     I ╞ α [d1,...,di-1,d,di+ 1...,dm]. 
 
Si noti che  
  I ╞ ∀xi(α) [d1,...,dm]  ⇔  I╞ α [d1,...,di,...,dm] per ogni di∈D. 
Infatti, poiché ∀xi(α) è una abbreviazione di ¬(∃xi(¬α)), avremo 
che  
I ╞ ∀xi(α) [d1,...,dm]   
   ⇔  non è vero che I ╞  ∃xi(¬α) [d1, ... ,dm]   
   ⇔  non è vero che esiste di∈D tale che I ╞ ¬α  [d1,...,di,...,dm] 



Cap. 6:  La matematica come calcolo con parole 219 
 

 

   ⇔  per ogni di∈D   I ╞ α  [d1,...,di,...,dm].  
 
Definizione 7.2. Se  I ╞ α [d1,...,dm] diciamo che la formula α è 
vera rispetto ad I negli elementi d1,...,dm. Diciamo che α è vera in 
I  o che I è un modello di α e scriviamo I ╞ α, se risulta  I ╞ α  
[d1,...,dm] per  ogni d1,...,dm in D.  
 
In altre parole dire che una formula con eventuali variabili libere 
è vera in una interpretazione I equivale a dire che la sua chiusura 
universale è vera. Ad esempio diciamo che x1⋅x2 = x2⋅x1 è vera in 
una interpretazione I se I ╞ x1⋅x2=x2⋅x1 [d1,d2]  comunque si scel-
gano d1 e d2 nel dominio di interpretazione, cioè se I ╞ 
∀x1∀x2(x1⋅x2=x2⋅x1).  
 
 

8. Teorema di completezza e teoremi limitativi 
Siamo ora pronti ad enunciare tre teoremi fondamentali della lo-
gica. Il primo parla in positivo sottolineando una cosa (formidabi-
le) che la logica formale riesce a fare. Gli altri due, come vedre-
mo, parlano in negativo mostrando due cose che la logica formale 
non potrà mai fare. 
 Abbiamo definito la relazione ╞ che è di carattere semantico e 
la relazione ├  che è di carattere sintattico, cioè relativa ai proces-
si di manipolazione di parole. Il seguente teorema mostra che le 
due nozioni sono ben collegate. 
 
Teorema 8.1. (Teorema di Completezza16) Per ogni teoria T ed 
ogni formula chiusa α risulta: 

T ╞ α   ⇔   T ├ α . 
 
Per rendersi conto dell’importanza di tale teorema,  osserviamo 
che la verifica della relazione T ╞ α   richiede l’andare a guardare 
tutti i possibili modelli di T e nel controllare per ciascun modello 
se verifica l’asserzione α. Ad esempio se T è la teoria dei gruppi 
si tratta di verificare che α vale in tutti i possibili gruppi. E’ que-
sta una impresa che è impossibile in quanto la classe dei gruppi è 
tanto grande da condurre, come abbiamo visto, a paradossi. Il teo-

                                                           
16 Tale teorema, che è uno dei primi, più importanti ed affascinanti teo-
remi di logica matematica, è stato dimostrato nel 1929 da Kurt Gödel 
nella sua tesi di dottorato.  
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rema di completezza ci dice che verificare T ╞ α  è una impresa 
meno disperata in quanto sembri. Infatti equivale a verificare T ├ 
α �cioè che la macchina finita che produce passo dopo passo i teo-
remi di T riesce a produrre anche α. D’altra parte se non valesse 
il teorema di completezza saremmo nella situazione per cui, ad 
esempio, esistono asserzioni vere in tutti i gruppi ma che non ab-
biamo nessuna speranza di poter dimostrare. 
 Ed ecco gli altri due (famosi) teoremi provati da Gödel nel 
1930. Per una loro dimostrazione, come d’altra parte per il teo-
rema di completezza, si rimanda ad un buon testo di logica. Qui 
ci limitiamo ad enunciarli ed ad esporre le linee generali della 
dimostrazione del primo teorema per evidenziare come tale di-
mostrazione dipenda dalla possibilità di autoriferimento di una 
teoria capace di parlare degli interi. Per semplicità consideriamo 
una teoria che è formulazione nell’ambito della logica del primo 
ordine della teoria delle terne di Peano. 
 
Definizione 8.2.  Concideriamo un linguaggio con un nome di 
funzione s ed una costante z0. Chiamiamo teoria del primo ordine 
per le terne di Peano il seguente sistema di assiomi: 

A1   s(x) = s(y) → x = y 
A2  ∀x z0 ≠s(x)  
A3  (A(z0)∧∀x(A(x)→A(s(x))))→∀xA(x).  

 
Da notare che A3 è uno “schema di assioma” nel senso che deve 
essere inteso come rappresentante degli infiniti assiomi che si ot-
tengono fissando in tutti i modi possibili una formula A(x) con 
una variabile libera x. Si noti che i primi due assiomi coincidono 
con gli assiomi P1 e P2 che abbiamo già visto quando abbiamo 
fornito la nozione di terna di Peano. Invece A3 non coincide con 
P3, infatti asserisce il principio di induzione solo per gli insiemi 
che sono “descrivibili” tramite una formula A(x) del linguaggio 
fissato. D’altra parte, poiché esiste solo una quantità numerabile 
di formule, i sottoinsiemi descrivibili sono in quantità numerabile 
mentre la classe dei sottoinsiemi di un insieme infinito ha sicu-
ramente potenza maggiore del numerabile. Quindi nella formula-
zione del primo ordine degli assiomi di Peano il principio di in-
duzione viene richiesto per molti meno insiemi.17 

                                                           
17 Naturalmente il fatto che quanto affermato da P3 sembra essere più 
potente da quanto affermato dall’insieme A3 di formule non escludereb-
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Teorema 8.3. (Primo Teorema di Gödel) Sia T la teoria del 
primo ordine delle terne di Peano e supponiamo che sia consi-
stente. Allora esiste una formula φ  tale che φ non può essere né 
provata né confutata da T.   
 
L’idea per dimostrare tale teorema è ispirata al famoso paradosso 
che si ottiene considerando l'asserzione 

γ  ≡ "io sono una proposizione falsa". 
Allora risulta che  

γ  vera ⇒ γ falsa  ;  γ falsa ⇒  γ vera 
e pertanto γ  non può essere né vera né falsa. Alla base di tale an-
tinomia è il fatto che γ è una proposizione che parla di se stessa, 
cioè il fenomeno dell’ "autoriferimento". Ora una prima "rozza" 
dimostrazione del primo teorema di Gödel si ottiene partendo 
dall'asserzione simile  

γ  = "io sono una formula che non è un teorema di T". 
Allora, se si ammette che una tale asserzione sia esprimibile tra-
mite una formula γ del linguaggio L,  
 - se T ├ γ  allora γ non è un teorema di T;    
 - se T ├ ¬γ  allora γ è un teorema di T  
Pertanto, come volevamo dimostrare, né γ  né la sua negata ¬γ  
possono essere teoremi di T. 

                                                                                                                              
be in linea di principio che si possa dimostrare l’equivalenza delle due 
formulazioni. In altre parole non escluderebbe che il principio di indu-
zione per la classe dei sottoinsiemi descrivibili possa implicare il princi-
pio di induzione per tutti i sottoinsiemi. Per potere convincersi che non 
sussiste l’equivalenza dovremmo infatti mostrare che esiste un modello 
di A1, A2, A3 che non verifica P1, P2, P3. Il materiale per trovare un 
tale modello lo possiamo trovare nel campo di razionali non-standard 
che abbiamo ottenuto come ultra-potenza di Q. Infatti chiamiamo nume-
ro naturale non-standard un elemento [(rn)n∈N ] di Q* con (rn)n∈N suc-
cessione di numeri naturali. Detto N0

* l’insieme di tali numeri, definia-
mo la funzione s : N0

*→ N0
* ponendo s([(rn)n∈N ]) = [(rn+1)n∈N ]. Allora 

(N0
*, s, 0) verifica A1, A2, A3 ma non verifica P3. Infatti per un teorema 

fondamentale della teoria delle ultrapotenze, (N0
*, s, 0) verifica tutte le 

proprietà dell’insieme dei naturali che siano esprimibili al primo ordine. 
In particolare (N0

*, s, 0) verifica A1, A2, A3. D’altra parte l’insieme de-
gli interi che non sono infiniti, pur contenendo 0 e pur essendo chiuso 
per successore, non coincide con N0

*. Quindi non verifica P3.  
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 Per potere formalizzare quanto sopra detto, è necessario che 
sia possibile il fenomeno dell' autoriferimento, abbiamo cioè bi-
sogno di far vedere come T possa "parlare di se stesso". In parti-
colare, perché quel termine "io" abbia senso deve essere dato un 
nome all'interno del linguaggio L a ciascuna delle formule di L.  
Inoltre deve essere definita una formula in L che significhi "esse-
re teorema". Per fare ciò cominciamo con il mettere in rilievo 
che: 
 

   ogni numero naturale ha un "nome" corrispondente in L.   
 

Infatti nel linguaggio delle terne di Peano, che contiene il simbolo 
s di successivo, possiamo dare un nome ad ogni numero denotan-
do con il termine chiuso  s(0) il numero uno, con s(s(0)) il nume-
ro due e così via. Inoltre 
 

   è possibile codificare le formule di L.  
 

Cioè è possibile associare ad ogni formula φ un numero intero 
detto numero di codice di φ.  Infatti l’insieme delle formule di 
una logica del primo ordine è un insieme di parole ed abbiamo 
già affrontato il problema della codifica di un insieme di parole.  
Da ciò segue che: 
 
Ad ogni formula φ di L può essere assegnato un "nome" c(φ) in L 
considerando il termine chiuso c(φ) che rappresenta il numero di 
codice di φ.   
 
Similmente si vede che 
 
 Si può dare un numero di codice ad ogni dimostrazione p in T.   
 
La cosa non è difficile poiché una dimostrazione può essere vista 
come una sequenza di formule α1, α2, . . . ,αn e tale sequenza è 
una parola nell'alfabeto che si ottiene aggiungendo all’alfabeto  A 
il simbolo ","18. Si può pertanto procedere allo stesso modo di 
quanto si è fatto per la codifica delle formule.  

                                                           
18 Per motivi tecnici che qui sarebbe troppo lungo spiegare la codifica 
delle dimostrazioni deve essere un processo effettivo e questa effettività 
richiede che l’insieme degli assiomi della teoria sia decidibile, cioè che 
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Ad ogni dimostrazione p  può essere assegnato un "nome" c(p), 
 
Come nel caso delle formule basta considerare il termine chiuso 
che rappresenta il numero di codice di π.  
Detto questo si dimostra (ma noi non lo dimostriamo) che in L 
esiste una formula Pr(x,y) il cui significato è che x è (il numero di 
codice di) una dimostrazione di y (della formula codificata da y). 
Più precisamente Pr verifica la seguente proprietà 
 "T ├ φ  se e solo se esiste un termine chiuso t tale che  
                                       T ├ Pr(t,c(φ))". 
Infine si prova l'esistenza di una formula γ  tale che  

T ├ γ ↔ (¬∃xPr(x,c(γ))). 
La formula γ  asserisce proprio quello che volevamo, cioè che "io 
sono una formula che non è un teorema di T". Supponiamo ora 
che γ sia dimostrabile, allora sarebbe dimostrabile anche 
¬∃xPr(x,c(γ)) e quindi non potrebbe esistere una dimostrazione 
di γ in T. Supponiamo invece che ¬γ sia dimostrabile, allora sarà 
dimostrabile in T anche ∃xPr(x,c(γ)). Ciò comporta che esiste un 
termine chiuso t per cui Pr(t,c(γ)) e pertanto che esiste una dimo-
strazione di γ.  Ciò è in contrasto con l'ipotesi di consistenza per 
T.  
 
Corollario 8.4. Se T è consistente, allora esiste una asserzione 
dell'aritmetica che pur essendo vera non può essere dimostrata. In 
altre parole T non è abbastanza potente da permettere di provare 
tutte le proposizioni vere dell'aritmetica.  
 
Dim. Detta φ la formula indecidibile, se si ammette il modello na-
turale dell'aritmetica, allora in tale modello sarà vera φ oppure 
¬φ. Nel primo caso φ è una proposizione vera che non può essere 
dimostrata, nel secondo caso la stessa cosa si può dire per ¬φ.  
 
Teorema 8.5. (Secondo Teorema di Gödel). Se T è consistente, 
allora la formula ¬∃xPr(x, γ∧¬γ) che asserisce la consistenza di 
T non si può provare in T. 
 

                                                                                                                              
esista un procedimento effettivo per capire se una formula è un assioma 
oppure no. 
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Da notare che anche per tale teorema la possibilità di autoriferi-
mento è essenziale. 
 Quanto ora dimostrato non vale solo per la teoria del primo 
ordine delle terne di Peano ma per ogni teoria che sia abbastanza 
potente da permettere di definire i numeri naturali e quindi per 
ogni teoria che pretenda di fondare la matematica. Ad esempio 
vale anche per tutte le teorie che vogliano assiomatizzare la no-
zione di insieme. In particolare, il secondo teorema di Gödel mo-
stra che qualunque sia tentativo di fornire un adeguato sistema di 
assiomi T per la matematica, la consistenza di T non può essere 
provata all'interno della stessa teoria T. In altri termini per prova-
re la consistenza di T dobbiamo necessariamente utilizzare stru-
menti più potenti di T stesso.  
Non è quindi possibile, come sperava Hilbert, provare la consi-
stenza di teorie "forti" che coinvolgono l'infinito attuale tramite 
metodi finitisti. 
 
 

 



 

 

 
 

APPENDICE 
NOZIONI BASE E VARIE 

 
 

1. Coppie, prodotti cartesiani e relazioni  
Questo libro è rivolto a persone che abbiano già una conoscenza 
elementare della matematica. Tuttavia, per permetterne una lettu-
ra ad una platea la più ampia possibile, in questa appendice ri-
cordo alcune semplici nozioni utilizzate nel libro. Nel seguito in-
dicherò: 

- con  ∅ l’insieme vuoto,  
- con {d1,…,dn} l'insieme i cui elementi sono d1,…,dn.  
- con {x : x verifica la proprietà P} l’insieme i cui elementi 

sono tutti e soli quelli verificanti la proprietà P.  
Il primo passo per la definizione dei concetti fondamentali della 
teoria degli insiemi è quello di definire la nozione di coppia or-
dinata e di prodotto cartesiano. 
 
Definizione 1.1. Dati due elementi x ed y chiamiamo coppia di 
primo elemento x e secondo elemento y l'insieme {{x},{ x,y}} che 
indichiamo con (x,y). Dati due insiemi X ed Y chiamiamo prodot-
to cartesiano l'insieme X×Y = {(x,y) : x∈X, y∈Y} delle coppie 
costituite da un elemento di X ed un elemento di Y.   
 
Da notare che gli insiemi {{x},{ x,y}}, {{ x,y},{ x}} {{ y,x},{ x}} e 
{{ x},  { x,y}} coincidono tra loro e rappresentano tutti la stessa 
coppia (x,y). Inoltre la coppia (x,x) è rappresentata dall’insieme 
{{ x}}.   
 
Definizione 1.2. Chiamiamo relazione binaria tra un insieme X 
ed un insieme Y ogni sottoinsieme R 

 di X×Y. L’ inversa di R è la 
relazione R-1 = {(x,y) : (y,x)∈R }. Date due relazioni R 1⊆X×Y e 
R 2⊆Y×Z, la loro composizione è la relazione R 1°R 2 definita 
ponendo  
 R 1°R 2 ={(x,z)∈X×Z : esiste y∈Y , (x,y)∈R 1,(y,z)∈R 2}. 
 
Definizione 1.3. Data una relazione R il suo dominio viene defi-
nito ponendo 
 Dom(R) = {x∈X : esiste y∈Y per cui (x,y)∈R}, 
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il suo codominio ponendo 
 Cod(R) = {y∈Y  :  x∈X per cui (x,y)∈R}.  
 
Usualmente per le relazioni binarie si utilizza la notazione infissa 
che consiste nello scrivere xRy per indicare che (x,y)∈R.  
 
Definizione 1.4. Una relazione binaria f ⊆ X×Y è chiamata fun-
zione di X in Y se è univoca, cioè se, per ogni x∈X esiste al più 
un elemento y tale che (x,y)∈f. Se per ogni x∈X esiste uno ed un 
solo elemento y tale che (x,y)∈f, cioè se Dom(f) = X allora di-
ciamo che f è totale, altrimenti che è parziale.  
 
In analisi matematica Dom(f) viene chiamato anche campo di esistenza 
di f. Nel seguito denoteremo una funzione con una lettera minu-
scola, ad esempio la lettera f e scriveremo f : X →Y per indicare 
che f è una funzione di X in Y. Per ogni x∈X indichiamo con f(x) 
l’unico elemento y tale che (x,y)∈f. In alcuni testi l’insieme X 
viene detto dominio, l’insieme Y  viene detto codominio di f. In 
altri testi per dominio e codominio si intendono i due insiemi 
Dom(f)  e Cod(f).  
 
Definizione 1.5. Una funzione f : X →Y è iniettiva se  
   f(x) = f(y) ⇒ x = y,  
è suriettiva se per ogni y∈Y esiste almeno un x∈X tale che f(x) = 
y cioè se Cod(f) = Y, è biettiva se è sia suriettiva che iniettiva. 
 
 

2. Definizione (brutta) di n-pla  
Anche se in tutti i libri viene proposta la definizione di coppia 
che abbiamo dato nel paragrafo precedente, ci si pone il proble-
ma di perché si sia optato per una definizione così strana, arbitra-
ria e comunque poco intuitiva. Ancora meno intuitiva è la nozio-
ne di n-pla che viene fatta per induzione su n≥2 al modo seguen-
te. 
 
Definizione 2.1. Dato n≥2 e gli insiemi X1,...,Xn definiamo il 
prodotto cartesiano di tali n insiemi per ricorsione su n tramite l’ 
equazione 
 X1×...×Xn = (X1×...×Xn-1)×Xn 
e chiamando n-pla un elemento di tale prodotto cartesiano.  
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Pertanto una terna (x,y,z) = ((x,y),z) viene a coincidere con 
l’insieme 
   {{{ x},{ x,y}},{{{ x},{ x,y}}, z}}.   
In particolare la terna (x,x,x) coincide con l’insieme 
{{{ x}},{{{ x}}, x}}.  Lascio a chi legge il divertimento di dire che 
cosa è una quadrupla (x,x,x,x). Solo i matematici sono capaci di 
rappresentare una cosa tanto semplice in modo tanto tortuoso !  
La questione è che i matematici hanno introdotto la teoria degli 
insiemi per il desiderio di trovare uno strumento unico per co-
struire tutta la matematica. Quindi sono costretti a rappresentare 
quella che è inuitivamente una coppia come (2,5) usando solo 
strumenti insiemistici e quindi solo le parentesi {,} ed i simboli 
2,5. La rappresentazione deve essere tale da rendere possibile la  
“estrazione” l’informazione di quale si intenda come primo ele-
mento e quale come il secondo. La Definizione 1.1 permette ap-
punto di ottenere questo. La nozione di n-pla per n>2 può essere 
invece semplificata ricorrendo a quella di funzione. Ad esempio 
una terna potrebbe essere definita come una funzione definita in 
{1,2,3} dopo avere indicato con 1, 2, 3 gli insiemi  {∅}, {{ ∅}}, 
{{{ ∅}}}. D’altra parte quando pensiamo ad una n-pla (x1,...,xn) 
pensiamo appunto ad una corrispondenza che associa ad ogni 
“posto” in {1,...,n} un elemento. Se X1,...,Xn sono insiemi allora 
il prodotto cartesiano verrebbe definito ponendo  
 X1×...×Xn = { f : {1,...,n} →X1∪...∪Xn tali che f(i)∈Xi}.   
Una tale definizione si presta bene ad essere generalizzata al ca-
so infinito al modo seguente. 
 
Definizione 2.2. Sia (Si)i∈I una famiglia di insiemi. L’insieme 

delle applicazioni f : I→ ∪i∈ISi tali che f(i)∈Si, per ogni i∈I, vie-
ne detto prodotto cartesiano della famiglia (Si)i∈I e lo si indica 
con ×i∈ISi. 
 
 Fortunatamente i matematici dopo avere imparato la defini-
zione insiemistica di n-pla la dimenticano rapidamente per torna-
re a basarsi, nei propri ragionamenti, sulla nozione intuitiva che 
tutti abbiamo. 
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3. Relazioni di equivalenza e quozienti 
Esistono proprietà particolarmente importanti per le relazioni bi-
narie su di un dato insieme. Ne elenchiamo alcune: 
 
Definizione 3.1. Dato un insieme S ed una relazione binaria R in 
S diremo che  
- R è riflessiva  se xRx per ogni x∈S       

- R è transitiva   se per ogni x,y,z∈S 
      xRy  e  yRz   ⇒  xRz 
- R è simmetrica se per ogni x,y∈S 
     xRy ⇒  yRx 
- R è asimmetrica se per ogni x,y∈S 
     xRy e  yRx  ⇒ x = y 
- R è totale o lineare se per ogni x, y∈S 
    xRy oppure yRx. 
 
Definizione 3.2. Una relazione binaria R in un insieme S  è una 
relazione di equivalenza se è riflessiva, transitiva e simmetrica.  
 
In generale indicheremo con ≡ una relazione di equivalenza.  
 
Esercizio. Dato un insieme non vuoto S, dimostrare che l'identi-
tà, cioè la relazione  

D(S) = {(x,y) : x ed y sono lo stesso elemento di S} 
è una relazione di equivalenza (la più piccola su S).  
Esercizio. Dimostrare che la relazione totale, cioè la relazione R 
= S×S secondo cui tutti gli elementi sono equivalenti tra loro è 
una relazione di equivalenza (la più grande su S).  
 
 Le relazioni di equivalenza sono alla base delle definizioni per 
astrazione in cui si considerano come un unico oggetto oggetti 
che, pur essendo diversi, differiscono per aspetti che si conside-
rano non essenziali. Ad esempio consideriamo il seguente enun-
ciato di un problema: 

calcolare l’area di un triangolo di lati 3, 4, 5. 
Spesso lo stesso problema viene enunciato al modo seguente: 

calcolare l’area del triangolo di lati 3, 4, 5.  
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Questa seconda formulazione del problema è corretta ? Il fatto 
che esistono infiniti triangoli con lati 3,4,5 sembra mostrare che 
non lo sia. Tuttavia l’uso del singolare significa che si è deciso di 
considerare un nuovo oggetto “astratto” il  triangolo di lati 3, 4, 5 
che in un certo senso rappresenta tutti i possibili triangoli di lati 
3, 4, 5. Ciò è possibile poiché, per quanto riguarda il problema 
da affrontare, non è interessante sapere la posizione di un trian-
golo sul piano ma solo le sue dimensioni. Alla base di tale pro-
cesso è la relazione di equivalenza per cui due triangoli sono u-
guali se hanno lati uguali. Per le strutture algebriche si procede 
in modo analogo. E possibile dire un gruppo di ordine 5 ma è 
possibile dire anche il gruppo di ordine 5. Infatti tutti i gruppi di 
ordine 5 sono isomorfi tra loro e l’isomorfismo è una relazione di 
equivalenza.  
 Un modo per formalizzare un tale modo di procedere è identi-
ficare un oggetto astratto definito in questo modo con l’insieme 
degli oggetti concreti da esso rappresentato. 
  
Definizione 3.3. Data una relazione di equivalenza (S, ≡) ed 
x∈S, la classe completa di equivalenza determinata da x è defini-
ta ponendo 

[x] = {x∈S : x’ ≡ x}. 
Il quoziente di S modulo ≡ è l’insieme S/≡ delle classi complete 
di equivalenza, cioè 

S/≡ = {[x] : x ∈ S}.  
 
In altre parole se parto da un universo di oggetti S ed introduco 
una relazione di equivalenza ≡ tra oggetti di tale insieme, allora 
vengo a creare per astrazione un nuovo insieme di oggetti S/≡. 
Tornando all’esempio dei triangoli, l’espressione “calcolare 
l’area del triangolo di lati 3, 4, 5” diventa corretta se col termine 
“triangolo di lati 3, 4, 5” si intende un unico oggetto: la classe 
completa di equivalenza costituita da tutti i triangoli i cui lati 
hanno tali lunghezze. 
 
Proposizione 3.4. Siano S ed S’ due insiemi ed f : S →S’ una 
funzione. Allora la relazione ≡ definita ponendo 

x ≡ y  ⇔ f(x) = f(y) 
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è una relazione di equivalenza che viene detta il nucleo di f. Inol-
tre ogni relazione di equivalenza si ottiene in questo modo, cioè 
ogni relazione di equivalenza è il nucleo di qualche funzione. 
 
Dim. La prima parte della dimostrazione si lascia per esercizio. 
Sia ≡ una qualunque relazione di equivalenza in un insieme S e 
sia S’ = S/≡ . Allora la funzione f : S→S’ ottenuta ponendo f(x) = 
[x] è tale che  
   f(x) = f(y) ⇔ [x] = [y]  ⇔ x ≡ y. � 
 
Nell’esempio dei triangoli la relazione di eguaglianza è determi-
nata dalla funzione che associa ad ogni triangolo la terna costi-
tuita dalla lunghezza dei suoi lati.  
 
Esempio: Sia S l’insieme i cui elementi sono mucchietti di mo-
nete e sia f  la funzione che associa ad ogni mucchietto x la 
somma totale rappresentata da x. Allora due mucchietti sono da 
considerare equivalenti se corrispondono allo stesso valore.  
 
 

4. Relazioni d’ordine e reticoli 
Una classe importante di relazioni binarie in un insieme sono le 
relazioni d’ordine. 
 
Definizione 4.1. Diciamo che una relazione binaria R in un in-
sieme S è una relazione di pre-ordine se è riflessiva e transitiva. 
Diciamo che R è una relazione d’ordine se è riflessiva, transitiva 
ed asimmetrica. 
 
Le relazioni di pre-ordine e di ordine usualmente vengono deno-
tate con il simbolo ≤. Se S è un insieme ed R ⊆S×S una relazio-
ne binaria su S allora a volte si usa dire che la coppia (S,R) è una 
struttura relazionale.  
 
Definizione 4.2. Date due strutture relazionali (S1,R 1) e (S2,R2) 
chiamiamo isomorfismo di (S1,R1) in (S2,R2) ogni funzione biet-
tiva f : S1→S2 tale che 

(x,y)∈R 1 ⇔ (f(x),f(y))∈R 2. 
 



APPENDICE: Nozioni base e varie 231 

   

 

Definizioni 4.3. Data una struttura di preordine (S,≤) ed un sotto-
insieme X di S prende il nome di maggiorante (minorante) di X  
un elemento m ∈S tale che x≤ m (m≤x) per ogni x∈X. Prende il 
nome di massimo (minimo) elemento di X un elemento m∈X tale 
che m≥x (x ≥ m) per ogni x∈X. Si chiama estremo superiore un 
elemento sup(X) che sia il minimo dell’insieme dei maggioranti 
di X. Si chiama estremo inferiore un elemento inf(X) che sia il 
massimo dell’insieme dei minoranti di X.  
 
Non è detto che gli estremi superiori o inferiori esistano sempre. 
Ad esempio l’insieme dei numeri primi non ammette estremo 
superiore.1 Se m è il minimo di X è anche l’estremo inferiore ma 
il viceversa non vale. La stessa cosa si può dire per il massimo. 
Ad esempio se X è l’intervallo aperto (0,1) allora 0 è l’estremo 
inferiore ma non è il minimo in quanto non appartiene ad X. 1 è 
l’estremo superiore ma non è il massimo. 
 
Definizione 4.4. Si chiama reticolo un insieme ordinato (S,≤) ta-
le che per ogni coppia x ed y di elementi di S esistono sup{ x,y} e 
inf{x,y}. Si dice che (S,≤) è un reticolo completo se per ogni in-
sieme X di elementi di S esistono sup(X) e inf(X).  
 
Dato un reticolo completo esiste l’estremo superiore della fami-
glia di tutti gli elementi di S. Tale estremo superiore è ovviamen-
te il massimo di S ed usualmente viene denotato con 1. Simil-
mente esiste l’estremo inferiore della famiglia di tutti gli elemen-
ti di S. Tale estremo inferiore è il minimo di S e viene usualmen-
te denotato con 0.  
 In un reticolo possiamo definire due operazioni ∧ e ∨ po-
nendo  

x∧y = inf{ x,y} e x∨y = sup{x,y}. 
In tale modo si ottiene una struttura algebrica (S, ∨, ∧) verifican-
te le seguenti proprietà.  

(i)    x∨y = y∨x  ;  x∧y = y∧x                        (commutativa) 
(ii )   x∨(y∨z) = (x∨y)∨z ; x∧(y∧z)=(x∧y)∧z   (associativa) 
(iii )  x∨x = x   ;   x∧x = x                             (idempotenza) 
(iv)  x≤y ⇔ x∧y = x. 

                                                           
1 Ricordiamo che gli antichi greci provarono che per ogni numero primo 
p esiste un numero primo q maggiore di p (in termini attuali diremmo 
che l’insieme dei numeri primi è infinito). 
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Viceversa è possibile provare che se si considera una struttura 
algebrica (S, ∨, ∧) verificante (i), ii) e iii ), allora posto per defi-
nizione x≤y se  x∧y = x,  la struttura (S,≤) è un reticolo. In altre 
parole è possibile introdurre i reticoli sia come strutture d’ordine 
che come strutture algebriche. 
 
Definizione 4.5 (Definizione algebrica). Chiamiamo reticolo 
una struttura algebrica (S,∨,∧) che verifica i), ii ) e iii ). 
 
 

5. Relazioni di buon ordine 
Tra le relazioni d’ordine sono di particolare importanza le rela-
zioni di “buon ordine”. 
 
Definizione 5.1. Una relazione di ordine (S,≤) è detta di buon 
ordinamento se ogni sottoinsieme non vuoto di S ammette mini-
mo. 
 
Nel terzo capitolo abbiamo visto che l’ordinamento che si defini-
sce in una terna di Peano (cioè nell’insieme dei numeri naturali) 
è un esempio di insieme infinito con un buon ordinamento. 
 {0, 1, 2, 3, 4, . . .} 
Poiché è evidente che ogni sottoinsieme di un insieme con un 
buon ordinamento è un insieme con un buon ordinamento, ogni 
insieme finito di numeri naturali è un insieme ben ordinato. In 
particolare sono esempi di insiemi ben ordinati gli insiemi finiti 
 {0}, {0,1},{0,1,2}, {0,1,2,3},…  
Naturalmente ci stiamo riferendo all’ordinamento usuale in tali 
insiemi. Se si considerano le lettere {a, b, c, d} con l’usuale or-
dinamento delle lettere dell’alfabeto abbiamo un esempio di in-
sieme finito con un buon ordinamento.  
 
Definizione 5.2. Dato un insieme ben ordinato (S,≤) chiamiamo 
successivo di un elemento x un elemento s(x) tale che x<s(x) e 
non esiste z per cui x<z<s(x). Un elemento, diverso da 0, che non 
è successivo di nessun elemento viene chiamato elemento limite. 
 
Negli ordinali finiti ed in una terna di Peano non esistono ele-
menti limite.  
 
Esercizio. Dimostrare che se 
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S = {1-1/n : n∈N} ∪{2-1/n : n∈N} ∪{{3-1/ n : n∈N}} 
e ≤ è l’ordine usuale tra numeri reali, allora (S,≤) è un insieme 
ben ordinato in cui i numeri 1 e 2 sono elementi limite.  
 
Problema. Provare che una struttura del tipo (P(S),⊆) non è di 
buon ordine. Provare inoltre che l’anello Z degli interi, il campo 
Q dei razionali o il campo dei reali non sono di buon ordine. 
 
La seguente immagine, presa da Wikipedia, rappresenta un ordi-
nale in cui esistono infiniti elementi limite. Si lascia al lettore il 
compito di interpretare la figura e di individuare gli elementi li-
mite: 

 
 
Un insieme con un buon ordine assomiglia per molti aspetti ad 
una terna di Peano. 
 
Proposizione 5.3. Ogni relazione di buon ordine (S,≤) è una re-
lazione d’ordine totale con elemento minimo. Inoltre ogni ele-
mento x in S che non sia il massimo ammette un successivo.  
 
Dim. Per provare che l’ordine è totale consideriamo due elementi 
x ed y. Allora poiché l’insieme X = {x,y} per ipotesi è dotato di 
minimo e questo minimo o è x oppure y. Nel primo caso risulterà 
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x≤y, nel secondo caso y≤x.  Inoltre poiché ogni sottoinsieme di S 
ammette minimo in particolare anche S ammette minimo. Infine, 
dato x∈S che non sia il massimo poniamo s(x) uguale al minimo 
dell’insieme (non vuoto) {z∈S : x<z}. Allora è evidente che tra x 
ed s(x) non possono esserci elementi. � 
 
Un esempio più interessante di ordinamento che non è un buon 
ordinamento si ottiene considerando l’usuale ordinamento 
nell’insieme Q+ = {x∈Q : x≥0} dei numeri razionali non negati-
vi. Infatti il sottoinsieme {1/n : n∈N} di Q+ non ammette mini-
mo (pur ammettendo 0 come estremo inferiore). Come vedremo, 
niente esclude che in Z ed in Q possano essere definiti dei buon 
ordinamenti diversi da quello naturale.   
Ricordiamo che un isomorfismo tra due insiemi ordinati (S, ≤) ed 
(S’, ≤’) è una funzione biettiva tale che 

x≤y ⇔ f(x) ≤’ f(y). 
Negli insiemi con una relazione di buon ordine è possibile nelle 
dimostrazioni l’utilizzazione di una estensione del principio di 
induzione che prende il nome di principio di induzione transfini-
ta.  
 
Teorema 5.4. (Principio di induzione transfinita). Conside-
riamo un insieme ben ordinato (S,≤) ed una proprietà P definita 
in S. Allora se è verificata l'implicazione 
 i)  P vale per ogni x<y ⇒ P vale per y 
possiamo concludere che  
 ii)  P vale per ogni x∈S. 
 
Dim. Assumiamo che valga i), allora per provare ii ) proviamo 
che l’insieme X = {x∈S : P è falsa in x} è vuoto. Infatti se non 
fosse vuoto ammetterebbe un minimo x0. Per definizione di mi-
nimo ciò significa che x0∈X e x∉X per ogni x < x0. In altre parole 
P sarebbe falsa in x0 mentre sarebbe vera per ogni x<x0. Ciò è in 
contrasto con i).  � 
 
Poichè nelle terne di Peano è definito un buon ordine, in tali 
strutture è possibile effettuare dimostrazioni con tale principio 
che a volte può risultare più comodo. Ad esempio, esso viene uti-
lizzato per la dimostrazione del seguente famoso teorema. 
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Teorema 5.5. (Teorema fondamentale dell’aritmetica) Ogni 
numero naturale n diverso da zero può essere scomposto in un 
unico modo nel prodotto di un numero finito di primi.   
 
Dim. Trascurando l’ unicità, vogliamo dimostrare solo che n si 
può scrivere come prodotto di un numero finito di primi. Po-
tremmo tentare di utilizzare il principio di induzione, ma in tale 
caso dovremmo provare che se n è scomponibile allora n+1 è 
ancora scomponibile: cosa questa che non sembra facile perché 
sembra difficile ricavare da una scomposizione di n una scompo-
sizione di n+1. Proviamo invece ad utilizzare il principio di in-
duzione transfinita. Supponiamo pertanto che tutti gli interi stret-
tamente minori di n ammettono una scomposizione e proponia-
moci di dimostrare che anche n ammette una scomposizione. Ora 
se n è primo allora banalmente ammette una scomposizione in 
fattori primi. Se n non è primo sarà uguale al prodotto di due in-
teri a e b strettamente minori di n i quali pertanto, per ipotesi di 
induzione, sono scomponibili. Pertanto n, essendo prodotto di 
due numeri scomponibili, è ancora scomponibile.  
 

Naturalmente si pone il problema della esistenza di buoni ordi-
namenti. Come abbiamo visto le terne di Peano sono esempi di 
insiemi con un buon ordinamento. Altri esempi si ottengono tra-
mite la proposizione seguente. 
 
Proposizione 5.6. Sia (S, ≤) un buon ordinamento e sia (S’,≤’) 
una struttura binaria tale che esista una immersione f : S’ →S di 
(S’,≤’) in (S,≤). Allora (S’,≤’) è un buon ordinamento.  
 
Dim. Consideriamo un sottoinsieme non vuoto X’ di S’. Allora 
f(X) è un sottoinsieme non vuoto di S e quindi ammette un mini-
mo m’. Detto m∈X tale che f(m) = m’, risulta che m è il minimo 
di X. Infatti se x’∈X, allora essendo f(m) = m’ ≤f(x’), ed essendo f 
una immersione, siamo sicuri che m≤m’.  
 
Corollario 5.7. Ogni struttura isomorfa ad in insieme con un 
buon ordine  è un insieme con un buon ordine.2 Ogni sottoinsie-
me di un insieme ben ordinato è un insieme ben ordinato.  

                                                           
2 Tale asserzione è un caso particolare del fatto che se due strutture sono 
isomorfe allora verificano le stesse proprietà. Ne segue che se una strut-
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Dim. Osserviamo solo che se X è un sottoinsieme di un insieme 
ben ordinato S allora l’immersione identica è una immersione di 
X in S.  
 
Proposizione 5.8. In ogni insieme numerabile è possibile defini-
re un buon ordinamento isomorfo a quello dei numeri naturali. In 
particolare in Z ed in Q è definibile un buon ordinamento.3 
 
Dim. Supponiamo che S sia un insieme numerabile, allora esiste 
una funzione biettiva  f : N → S di N  in S. Definiamo in S  la re-
lazione ≤’ ponendo 

f(n)≤’ f(m)  ⇔ n ≤ m. 
Allora è evidente che (S, ≤’) è una struttura relazionale isomorfa 
ad (N,≤) e che f è un isomorfismo tra tali strutture. Dalla Propo-
sizione 5.7 segue che (S, ≤’) è un buon ordinamento. � 
 
In altre parole, una volta fissata una strategia di enumerazione 
degli elementi di S diciamo che un elemento x∈S è minore di un 
elemento y∈S se in tale enumerazione in un certo senso  x “viene 
prima” di y. Ad esempio, supponiamo di aver deciso di enumera-
re gli elementi di Z iniziando da 0 e poi alternando i negativi con 
i positivi  
 0, -1, +1, -2, +2, . . . 
Avremo allora che si ottiene un buon ordinamento in Z al modo 
seguente: 
 0 <’ -1 <’ +1 <’ -2 <’ +2 . . . 
E’ interessante osservare che in Z è possibile definire anche un 
buon ordinamento che non è isomorfo a quello di N. Infatti basta 
ordinare gli elementi di Z ponendo prima 0, poi tutti i negativi e 
poi tutti i positivi al modo seguente: 
                                                                                                                              
tura è un modello di un dato sistema di assiomi anche la seconda è un 
modello dello stesso sistema di assiomi. Una tale proprietà per due strut-
ture in logica matematica viene espressa dall’asserzione “se due struttu-
re sono isomorfe allora sono logicamente equivalenti”. Ad esempio se 
una struttura algebrica è isomorfa ad un gruppo G allora è ancora un 
gruppo, se G è commutativo allora tale struttura è un gruppo commuta-
tivo. 
3 Più complesso il discorso per l’insieme dei numeri reali R o, più in ge-
nerale, per un qualsiasi insieme. Infatti in tale caso la dimostrazione di 
esistenza di un buon ordine è possibile solo se si utilizza l’assioma della 
scelta. 
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 0< -1 <* -2 <* -3 <* . . .   <* 1 <* 2 <* 3 .... 
Una tale relazione d’ordine è quella dell’ordinale ω +ω (per la 
nozione di ordinale si veda il Capitolo 4). Un discorso simile può 
essere fatto anche per l’insieme Q+ dei razionali positivi che ab-
biamo già dimostrato essere numerabile. Basta vedere la strategia 
di enumerazione che abbiamo utilizzata quando abbiamo enume-
rato Q+ ed ottenere l’ordinamento definito ponendo 
 0 <1 < 1/2 < 2/1 < 1/3 < 3/1 < 1/4 < 4/1 < 2/3 < 3/2 < .... 
Similmente, non è difficile trovare anche un buon ordinamento 
per l’intero insieme dei razionali Q intrecciando opportunamente 
razionali positivi e negativi. 
 
 

6. Gruppi, anelli e campi 
Ricordiamo brevemente alcune nozioni elementari di carattere 
algebrico. La più importante è forse quella di gruppo. 
 
Definizione 6.1. Diciamo che una struttura algebrica (D, ⋅, -1, 1) 
è un gruppo se:  
 i)    (x.y)⋅z = x⋅(y⋅z)   (proprietà associativa)   

 ii )   x⋅1 = x   ;  1⋅x = x  (1 è elemento neutro) 

 iii )  x⋅x-1 = 1  ;  x-1⋅x = 1  (invertibilità) 

Un gruppo è detto commutativo o abeliano se 

 iv) x⋅y = y⋅x. 

 

Definizione 6.2. Chiamiamo anello unitario commutativo ogni 
struttura algebrica (D,+,⋅,0,1) tale che: 

 1) (D,+,0) sia un gruppo commutativo 

 2) (D,⋅,1) sia una operazione associativa e commutativa con 
1 come elemento neutro 

 3)  valga la proprietà distributiva del prodotto rispetto la 
somma, cioè  

(a+b)⋅c = a⋅c+b⋅c      

 

Esempio di anello commutativo è quello degli interi relativi. Un 
altro esempio è quello degli interi modulo un fissato intero m. 
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Proposizione 6.3. In ogni anello risulta che: 

 i)    x⋅0 = 0.  

 ii)   x⋅(-y) = -x⋅y.   

 iii )  x⋅(-1) è l’opposto di x.  

 iv)  (-1)2 = 1. 

 

Dim. Per provare i) osserviamo che per la proprietà distributiva 
x⋅0 = x⋅(0+0) = x⋅0+x⋅0 da cui, sottraendo da entrambi i membri 
x⋅0, si ricava che 0⋅x = 0. Per provare ii ) osserviamo che  

  x⋅(-y)+x⋅y = x⋅(-y+⋅y) = x⋅0 = 0.  

Le rimanenti proprietà sono ovvie. � 

 

Definizione 6.4. Un anello unitario commutativo (D,+,⋅,0,1) è 
chiamato campo se (D-{0}, ⋅,1) è un gruppo.  

 

Nella teoria degli anelli è importante la nozione di divisore dello 
zero. 

 

Definizione 6.5. Prende il nome di divisore dello zero un ele-
mento x ≠0 tale che esiste y ≠ 0 tale che x⋅y = 0.  

 

Proposizione 6.6.  I divisori dello zero non sono invertibili. Per-
tanto in un campo non esistono divisori dello zero. 

 

 Dim. Sia x un divisore dello zero e supponiamo che esista 
l’inverso x-1 di x. Allora se y ≠ 0 è tale che x⋅y = 0 si avrebbe che 
y = x-1⋅(x⋅y) = x-1⋅0 = 0.  � 

 

 Spesso in un campo viene definita una relazione d’ordine. 
In tale caso si richiede che tale relazione “si comporti bene” ri-
spetto alle operazioni.  
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Definizione 6.7. Un anello unitario commutativo (D,+,⋅,0,1) è 
detto ordinato se è definita in D una relazione d’ordine totale ≤ 
compatibile con le operazioni cioè tale che 

 1)            a ≤ b  ⇒  a+c ≤ b+c, 

 2)  a ≤ b  ⇒   ac ≤ bc   per ogni c ≥ 0. 

Chiamiamo positivi gli elementi strettamente maggiori di 0 e ne-
gativi gli elementi strettamente minori di 0.  

 

 La struttura algebrica degli interi relativi è un esempio di 
anello ordinato. La struttura algebrica definita dai razionali è un 
tipico esempio di campo ordinato. Si dimostra che nell’anello 
degli interi modulo m e nell’anello dei numeri complessi   non è 
possibile definire una relazione d’ordine che sia compatibile con 
le operazioni.  

 

Proposizione 6.8. In ogni anello ordinato risulta che: 

 i)   a ≤ b  ⇒  a-b ≤ 0  ;    ii ) a ≤ b  ⇒  0 ≤ b-a.  

 iii )   b ≥ 0  ⇔  -b ≤ 0   ;    iv) c ≥0, b ≥ 0  ⇒   b⋅c ≥ 0 

 v)   c ≥0, a≤0  ⇒ ac ≤0 ;  vi) c ≤0, b ≤ 0  ⇒   b⋅c ≥ 0 

 vii)   1≥0, -1≤0. 
 

Dim.  L’implicazione i) si ottiene ponendo c = -b in 1). La ii ) si 
ottiene ponendo c = -a. Se in i) si pone a = 0 allora si ottiene b ≥ 
0 ⇒ -b ≤0. Se in ii ) si pone b = 0 si ottiene a≤0 ⇒ 0≤-a. In que-
sto modo la iii ) è dimostrata. Le rimanenti proprietà si dimostra-
no in modo analogo.  � 
 

7. La nozione generale di struttura  
In questo paragrafo cominciamo col dare qualche idea generale 
della nozione di struttura matematica che definiamo come un in-
sieme D con delle operazioni, delle relazioni ed alcuni elementi 
che giocano un ruolo particolare (come ad esempio gli elementi 
neutri). 
 
Definizione 7.1. Una struttura del primo ordine è un oggetto 
matematico del tipo (D,h1,…,hn, R 1,…, R m, c1,…,ck) con D in-



APPENDICE: Nozioni base e varie 240 

   

 

sieme non vuoto detto dominio, h1,…,hn operazioni,  R 1,…,  R m 
relazioni e c1,…,ck elementi di S.  
 
Se non esistono relazioni allora la struttura prenderà il nome di 
struttura algebrica, se non esistono operazioni prenderà il nome 
di struttura relazionale. I gruppi e gli anelli sono esempi di strut-
ture algebriche. Gli insiemi ordinati sono esempi di strutture re-
lazionali. Gli anelli ordinati (come Z) costituiscono un esempio 
di struttura algebrica in cui sono presenti sia una relazione che 
operazioni.  
  
Definizione 7.2. Due strutture (D,h1,...,hn,R 1,...,R m,c1,...,ck)  e  
(D', h1',...,hn', R 1',...,R m',c1',...,ck') si dicono dello stesso tipo se  
 i) per ogni i, hi ed hi' hanno lo stesso numero di variabili  
 ii ) per ogni  j, R j e R j' si applicano allo stesso numero di  
         elementi. 
 
Ad esempio gli anelli unitari ed i campi sono strutture dello stes-
so tipo poiché sono forniti di un prodotto, di una somma, di co-
stanti 0 ed 1. I campi ordinati sono di tipo diverso dai campi poi-
ché hanno anche una relazione d'ordine. Nel seguito se R è una 
relazione su un insieme D ed X⊆D, allora la restrizione di R ad 
X è la relazione  
  R∩Xn = {(x1,...,xn) : x1∈X,...,xn∈X, (x1,...,xn)∈R}.  
Denotiamo tale restrizione con R /X. 
 
Definizione 7.3. Una sottostruttura di una struttura S = (D, 
h1,...,hn, R1,..., Rm, c1,...,ck) è una struttura S' = (D', h1',...,hn', 

R1',...,R m',c1',...,ck'), dello stesso tipo di S, tale che: 
 i)   D' ⊆D 
 ii)  hi'  = hi/D' 
 iii ) R i' = R i/D'  
 iv)  ei' = ei. 
 
Pertanto una sottostruttura di S si ottiene fissando una parte D' di 
D che sia stabile rispetto alle operazioni h1,...,hn e che contenga 
le costanti c1,...,ck.  
 
Definizione 7.4. Siano  
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 (D,h1,…,hn, R 1,…,R m, c1,…,ck)  
e  
 (D',h'1,…,h'n,R1',…,Rm', c1',…,ck')  
due strutture, chiamiamo omomorfismo una funzione f : S1→S2 
tale che: 

(x1,…,xn)∈R i ⇒ (f(x1),…,f(xn))∈Ri' 
f(hi(x1,…,xn)) = hi(f(x1),…,f(xn)) 

f(ci) = ci'. 
Diciamo che f è un isomorfismo se è un omomorfismo biettivo il 
cui inverso è ancora un omomorfismo. Diciamo che f è una im-
mersione se è un isomorfismo tra (D,h1,…,hn, R1,…,  Rm, 

c1,…,ck) ed una sottostruttura di (D',h1',…,hn', R1',…,  Rm', 
c1',…,ck'). 
 
Da notare che la nozione di isomorfismo per le strutture relazio-
nali è leggermente diversa da quella data per le strutture algebri-
che in cui non si richiede che l'inverso f -1 sia ancora un omomor-
fismo perché ciò accade automaticamente. Invece per le strutture 
relazionali tale ipotesi è essenziale poiché esistono omomorfismi 
invertibili il cui inverso non è un omomorfismo. Ad esempio 
consideriamo due relazioni R 1 ed R 2 rappresentate dai due grafi 
 
                                          
                             
     
                                                 
 
e sia f  la funzione definita da f(a) = 1, f(b) = 2, f(c) = 3, f(d) = 4. 
Allora è immediato che f è un omomorfismo invertibile il cui in-
verso non è un omomorfismo in quanto 1R 13 ma non è vero che 
f–1(1)R 2f 

–1(3). 
 Si pone ora il problema se, data una relazione di equivalenza 
≡ in un insieme S in cui siano state definite relazioni ed opera-
zioni se tali relazioni ed operazioni possono essere definite anche 
nel quoziente S/≡. Ad esempio, supponiamo che in S sia definita 
una operazione binaria +, allora ha senso, date due classi X ∈ S/≡ 
e Y ∈ S/≡, proporre il seguente algoritmo 
- prendi un elemento x ∈ X 
- prendi un elemento y ∈  Y 

a b 1 2 

4 3 c d 
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- calcola x+y 
- considera la classe [x+y]. 
Ma perché una tale definizione funzioni il risultato di un tale al-
goritmo non deve dipendere dal modo come x ed y sono scelti in 
X ed Y. In altre parole deve accadere che: 

x ≡ x'  e  y ≡ y'  ⇒ x+y ≡ x'+y'. 
Si perviene allora alla seguente definizione: 
 
Definizione 7.5. Dato un insieme S ed una relazione di equiva-
lenza ≡, diciamo che una operazione n-aria h : Sn→S è compati-
bile con ≡ se risulta: 

x1 ≡ x'1,…,xn ≡ x'n ⇒ h(x1,…,xn) ≡ h(x'1,…, x'n) 
Data una relazione n-aria R, diciamo che ≡ è compatibile con R 
se, per ogni x, x’, y, y’  

(x1 ≡ x’1,…, xn ≡ x’n) ⇒  (x1,…,xn)∈R  ⇔  (x'1,…,x'n)∈R . 

Data una struttura matematica S = (D,h1,…,hn, R 1,…, R m, 

c1,…,ck) chiamiamo congruenza una relazione di equivalenza ≡ 
in D che sia compatibile sia con le operazioni che con le relazio-
ni di tale struttura.  
 
Definizione 7.6. Data una struttura matematica S = (D,h1,…,hn, 
R 1,…,  R m, c1,…,ck) ed una congruenza ≡, chiamiamo quozien-

te di S modulo ≡, la struttura 
S/≡ = (D/≡,h1',…,hn', R1',…, Rm', [c1],…,[ck]) 

dove si è posto 
hi' ([x1],…,[xn]) = [hi(x1,…,xn)], 

R i' = {([x1],…,[xn]) : (x1,…,xn)∈ R i}.  

  
Esempio: Dato un intero m, si consideri in Z la relazione di con-
gruenza modulo m, cioè la relazione definita dal porre x ≡ y se e 
solo se x-y è un multiplo di m. Allora ≡ è una congruenza 
nell’anello Z. Il relativo quoziente viene detto anello degli interi 
modulo m. 
 
Problema: Consideriamo la relazione ≡ in Z definita dal consi-
derare equivalenti due numeri che abbiano gli stessi divisori pri-
mi. Ad esempio avremo che 6 ≡ 18 ma 6 non è equivalente a 730 
e la classe [6] contenente 6 è costituita da tutti i numeri che si 
possono costruire moltiplicando opportunamente 2 e 3, [6]={6, 



APPENDICE: Nozioni base e varie 243 

   

 

12, 18,...}. Ancora, il numero 7 è equivalente solo ad una sua po-
tenza e [7] = {7, 49, ...}.  
- la relazione ≡ è di equivalenza ? 
- la relazione ≡ è compatibile con la moltiplicazione ? 
- la relazione ≡ è compatibile con l'addizione ? 
 
Esempio. In Z consideriamo l'ordinamento usuale e sia ≡ la con-
gruenza modulo 5. In tali ipotesi 6≡1, 5≡5 ma pur essendo 1<5  
non è vero che 6<5. Pertanto la congruenza modulo 5 non è 
compatibile con l'ordinamento in Z. Ciò significa che ≡ non può 
essere considerata una congruenza in Z inteso come anello ordi-
nato. 
 
Esercizio. Consideriamo nell'insieme {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} dei 
primi dieci numeri naturali, in cui è definita la solita relazione 
d'ordine le seguenti partizioni  
 P1 = {{1,2,10}, {3,4,5,6,9}, {7,8}}.  
 P2 = {{1,2,3,4}, {5,6,7},{8,9,10}} 
Tali partizioni determinano a loro volta due relazioni di equiva-
lenza. Dire quale delle due è una congruenza e perché. 
 
 

8. Sistemi di chiusura, operatori e punti fissi 
Moltissime nozioni matematiche possono essere introdotte in 
termini di sistemi di chiusura e di operatori di chiusura. 
 
Definizione 8.1. Sia S un insieme non vuoto e denotiamo con 
P(S) l'insieme delle sua parti, allora chiameremo sistema di chiu-
sura una classe C di sottoinsiemi di S tale che 
 i)  S ∈C 
 ii) C è chiusa rispetto alle intersezioni, cioè l’intersezione di 
una qualunque famiglia di elementi di C appartiene ancora a C.  
 
Dato un sistema di chiusura è definita la nozione di sottoinsieme 
generato da un dato insieme. 
 
Definizione 8.2. Dato un sistema di chiusura C in un insieme non 
vuoto S ed un sottoinsieme X di S poniamo 

<X> = ∩{Y∈C : Y⊇X} 
è diciamo che <X> è l’elemento di C generato da X.  
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Poiché <X> appartiene a C, è evidente che <X> è il più piccolo 
elemento di C che contiene X. 
 
Esempio di carattere topologico. Ad esempio se C è la classe 
degli insiemi chiusi di R allora C è un sistema di chiusura in 
quanto l’intersezione di una famiglia di insiemi chiusi è ancora 

un insieme chiuso. Se X è un sottoinsieme di R allora <X> = 
__
X  

cioè <X> è la chiusura dell’insieme X. 
 
Esempio di carattere algebrico. Sia C la classe di tutti i sotto-
gruppi di un dato gruppo G. Allora C è un sistema di chiusura e, 
per ogni sottoinsieme X di G, <X> è il sottogruppo generato da X. 
 
Esempio di carattere geometrico. Sia C la classe di tutti gli in-
sieme convessi del piano euclideo. Allora C è un sistema di chiu-
sura. Per ogni insieme X di punti, <X> è la chiusura convessa di 
X. 
 
La nozione di sistema di chiusura è strettamente legata alla no-
zione di operatore di chiusura. 
 
Definizione 8.3. Chiamiamo operatore di chiusura una funzione 
T : P(S)→ P(S) tale che: 
 a)   T(X) ⊇ X                           (proprietà di inclusione) 
 b)   X ⊆ Y ⇒ T(X) ⊆ T(Y)     (crescenza o monotonia) 
 c)  T(T(X)) = T(X).               (idempotenza). 
  
Esempio di carattere topologico. Sia X un sottoinsieme di R ed 

indichiamo con T(X) la chiusura 
__
X  dell’insieme X. Allora T è un 

operatore di chiusura. 
 
Esempio di carattere algebrico. In uno spazio vettoriale per o-
gni insieme X di vettori indichiamo con T(X) l’insieme dei vettori 
linearmente dipendenti da X. Allora T è un operatore di chiusura. 
 
Definizione 8.4. Dato un operatore T, si chiama punto fisso o 
punto unito di T un insieme X tale che T(X) = X. 
 
Si osservi che la proprietà di idempotenza T(T(X)) = T(X) equiva-
le a dire che per ogni X l’insieme T(X) è un punto fisso di T. Que-
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sto significa che se T è un operatore di chiusura allora tutti gli e-
lementi del condominio di T sono punti fissi.  
 La seguente proposizione mostra che gli operatori di chiusura 
sono strettamente collegati ai sistemi di chiusura. 
 
Teorema 8.5. Sia T : P(S) → P(S) un operatore che verifica la 
proprietà di inclusione e quella di crescenza. Allora l'insieme  

CT = {X∈P(S) : T(X) = X} 
dei punti uniti di T è un sistema di chiusura.  
 
Dim. Sia (Xi)i∈I una famiglia di elementi di CT, allora, essendo 
∩i∈IXi ⊆ Xj per ogni j∈I, per la crescenza di T, risulta T(∩i∈IXi) 
⊆ T(Xj). Ne segue che, essendo Xj punto fisso per T, T(∩i∈IXi) 
⊆ Xj per ogni j∈I e quindi T(∩i∈IXi) ⊆ ∩j∈IXj. Poiche per la pro-
prietà di inclusione T(∩i∈IXi) ⊇ ∩j∈IXj, l’insieme ∩i∈IXi  è un pun-
to fisso e quindi appartiene a CT.   
 
Proposizione 8.6. Supponiamo che T verifichi le proprietà di in-
clusione e di crescenza e poniamo 
  D(X) = ∩{Y : Y ⊇ X e Y = T(Y)}, (8.1) 
Allora D(X) è il minimo punto fisso di T contenente X. 
 
 Dim. Per definizione di intersezione D(X) è l’estremo inferiore 
dell’insieme {Y : Y ⊇ X e Y = T(Y)} dei punti fissi contenenti X. 
Poiché il teorema 7.5 ci dice che D(X) appartiene a tale insieme, 
D(X) risulta esserne il minimo. D’altra parte se se Y è un punto 
fisso che contiene X, allora appartenendo all’insieme {Y : Y ⊇ X e 
Y = T(Y)} risulta contenere D(X). 
 
Teorema 8.7. Se T è un operatore di chiusura allora l’insieme CT 
dei suoi punti fissi è un sistema di chiusura. Viceversa, sia C un 
sistema di chiusura e definiamo l’operatore TC : P(S) →  P(S) 
ponendo  

TC(X) = <X> = ∩{Y∈C : Y⊇X}. 
Allora TC  è un operatore di chiusura il cui insieme di punti fissi è 
C. 
 
Dim. La prima parte del teorema segue dalla proposizione prece-
dente in quanto un operatore di chiusura verifica la proprietà di 
inclusione ed è monotono. La seconda parte è evidente. Infatti è 
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immediato che JC  verifica le proprietà di inclusione e di monoto-
nia. D’altra parte, se si osserva che 

Y⊇TC(X) ⇔ Y⊇X, 
risulta anche 

TC(TC(X)) = ∩{Y∈C : Y⊇TC(X)} = ∩{Y∈C : Y⊇X}. 
 
 

9. Due teoremi di punto fisso per operatori 
La seguente proposizione mostra che gli operatori crescenti am-
mettono sempre punto fisso. 
 
Teorema 9.1. Sia T : P(S)→ P(S) un operatore crescente. Allora 
l’insieme 
  Z = ∪{ X : X ⊆T(X)} 
è  un punto fisso di T. 
 
Dim. Infatti per definizione per ogni X⊆T(X) risulta che X⊆Z e 
quindi, essendo T crescente, X ⊆T(X)⊆T(Z). Ne segue che Z = 
∪{ X : X ⊆T(X)} ⊆T(Z). Da tale diseguaglianza segue che T(Z) ⊆ 
T(T(Z)) e che quindi T(Z) appartiene all’insieme {X : X ⊆T(X)}. 
Conseguentemente T(Z) ⊆Z. Avendo già osservato che Z⊆T(Z), 
possiamo concludere che T(Z) = Z. 
 
Nel caso di operatori algebrici esiste un modo più “costruttivo” 
per ottenere un punto fisso. 
 
Definizione 9.2. Chiamiamo operatore algebrico su S ogni fun-
zione T : P(S) →  P(S) tale che: 
 a)  T(X) ⊇ X                                     (proprietà di inclusione) 
 b)   X ⊆ Y ⇒ T(X) ⊆ T(Y)                (crescenza o monotonia) 
 c) x∈T(X)⇒∃F⊆X, F finito, x∈T(F) (compattezza o finitezza). 
T è un operatore di chiusura algebrico, cioè se oltre ad essere un 
operatore algebrico verifica anche  
 d) T(T(X)) = T(X)                              (proprietà di chiusura). 
 
La teoria degli operatori algebrici deve essere vista come un mo-
do astratto di considerare un processo con cui si costruiscono 
nuovi oggetti a partire da un dato insieme X di oggetti. Allora  
a) significa che tra le cose che posso costruire con X ci sono gli 
elementi di X,  
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b) significa che se una cosa può essere costruita a partire da X al-
lora (a maggior ragione) può essere costruita a partire da un in-
sieme che contiene X,  
c) afferma che dire che una cosa è costruibile a partire da X signi-
fica in realtà che è costruibile a partire da un numero finito di e-
lementi di X. In altre parole, significa che il processo di costru-
zione è finitario. 
d) si può interpretare dicendo che se un oggetto x è costruito con 
materiale in T(X) che a sua volta è stato costruito con materiale in 
X allora tale oggetto è, di fatto, costruito con materiale in X. In 
altre parole a partire dagli oggetti in T(X) non è possibile costrui-
re niente che non sia già in T(X).  
 
Da notare che le condizioni b) e c) equivalgono a dire che  

T(X) = ∪{ T(F) : F ⊆X e F finito} 
cioè equivalgono a dire che il calcolo di T(X) si può effettuare ri-
ferendosi solo alla parti finite di T.  
 
Problema. Sia S un insieme e Z un suo sottoinsieme. Dire quali 
proprietà verifica l'operatore T definito ponendo, per ogni sotto-
insieme X di S 

T(X) = X∪Z. 
Problema.  Sia T l'operatore che associa ad ogni insieme X di 
numeri interi l'insieme T(X) dei divisori degli elementi di X. Ad 
esempio T({3,14,15})={1,3,2,7,5,14,15}. Dire che tipo di opera-
tore è. 
 
 Per caratterizzare gli operatori algebrici è utile il seguente 
lemma. 
 
Lemma 9.3. Sia (Xn)n∈N una successione di sottoinsiemi di S cre-
scente rispetto alla inclusione ed F un sottoinsieme finito di S, al-
lora 
  F ⊆ ∪n∈NXn ⇒ ∃j∈N tale che F⊆Xj.  (9.1) 
 
Dim. Procederemo per induzione sulla cardinalità n = |F| di F. Per 
n = 1 l’implicazione (8.1) è conseguenza immediata della defini-
zione di unione. Supponiamo che (8.1) sia vera per un insieme di 
n elementi, sia F un insieme di n+1 elementi e supponiamo che 
F ⊆ »n∈N Xn. Allora sarà F = F' ∪{a} con a opportuno elemento e 
|F'| = n. Pertanto, per ipotesi di induzione, essendo 
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F' ⊆ F ⊆ ∪n∈NXn  possiamo ricavare l'esistenza di un intero h tale 
che F' ⊆ Xh.  Sia k tale che a∈Xk e sia j = Max{ h,k}, allora dalla 
crescenza di (Xn)n∈N si ricava che F ⊆ Xh∪Xk = Xj.  
 
Problema. Mostrare che il lemma ora enunciato non vale senza 
l'ipotesi di crescenza per (Xn)n∈N  e che non vale senza l'ipotesi di 
finitezza per F. 
 
Lemma 9.4. Se un operatore T è compatto e monotono allora per 
ogni successione crescente (Xn)n∈N di sottoinsiemi di S risulta che 
  T(∪n∈NXn) = ∪n∈NT(Xn). (9.2) 
 
 Dim. Per ogni fissato m,  Xm⊆ ∪n∈NXn  e quindi per la monoto-
nia  T(Xm) ⊆ T(∪n∈NXn). Ne segue che  
  ∪n∈N T(Xn) = ∪m∈N T(Xm) ⊆ T(∪n∈NXn).  
Per provare l’inclusione inversa, sia x∈ T(∪n∈NXn), allora per la 
compattezza esiste un sottoinsieme finito F di ∪n∈NXn tale che 
x∈T(F). Detto j un intero tale che F⊆Xn risulta anche che 
x∈T(Xn) e quindi che x∈ ∪n∈N T(Xn). Pertanto T(∪n∈NXn) ⊆ ∪n∈N 
T(Xn). 
 
Il seguente teorema mostra che ogni operatore compatto e mono-
tono ammette un punto fisso. Nel seguito scriveremo Tn(X) per 
indicare il risultato della applicazione n volte dell'operatore T ad 
X; più precisamente definiamo Tn(X) per ricorsione su n tramite le 
equazioni  
- T0(X) = X  
- Tn+1(X) = T(Tn(X)). 
 
Teorema 9.5. Sia T : P(S)→ P(S) un operatore che verifica (8.2) 
per ogni successione crescente (Xn)n∈N di sottoinsiemi di S. Allora 
se X è un insieme tale che T(X)⊇X, l’insieme ∪n∈NTn(X) è il mi-
nimo punto fisso di T contenente X. In particolare, ∪n∈NTn(∅) è il 
minimo punto fisso di T. 
  
Dim. La condizione (9.2) comporta la crescenza di T. Pertanto 
dall’ipotesi T(X)⊇X, applicando n volte l'operatore T, segue che 
Tn+1(X)⊇Tn(X). Essendo quindi (Tn(X))n∈N una successione cre-
scente per 8.2)  
  T(∪n∈NTn(X)) = ∪n∈NTn+1(X) = ∪n∈NTn(X). 
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Ciò prova che ∪n∈NTn(X) è un punto fisso di T. Per provare che 
tale insieme è il minimo punto fisso contenente X, sia M un qual-
siasi punto fisso contenente X. Allora per la monotonia di T, ap-
plicando n volte T alla diseguaglianza M⊇X, otteniamo che Tn(M) 
⊇ Tn(X) e quindi, essendo M punto fisso, che M ⊇Tn(X). In defini-
tiva M ⊇ ∪n∈N Tn(X) e quindi ∪n∈N Tn(X) è il minimo punto fisso 
contenente X.  
 
Corollario 9.6. Sia T : P(S) → P(S) un operatore algebrico, allo-
ra per ogni X ⊆S l’equazione 
  D(X) = ∪n∈NTn(X) (9.3) 
fornisce il minimo punto fisso D(X) di T contenente X. 
  
Esempio: Sia S uno spazio Euclideo e definiamo l’operatore T : 
P(S) → P(S) ponendo 

T(X) = {x∈S | ∃p, ∃q∈X, x ∈ pq} 
avendo indicato con pq il segmento chiuso di estremi p e q. In al-
tre parole T(X) è l'insieme dei punti che si trovano su di un seg-
mento i cui estremi appartengono a X. Sono punti uniti di T tutti e 
soli i sottoinsiemi convessi di S. T è un operatore algebrico di ti-
po due. Infatti x∈T(X) implica che x∈ pq con p∈X e q∈X, e 
quindi x∈T({ p,q}). Ne segue che: 
- l'intersezione di una famiglia di insiemi convessi è ancora un 
insieme convesso; 
- dato un insieme X esiste il più piccolo insieme convesso D(X) 
contenente X e lo si può ottenere come unione della catena T1(X), 
T2(X), . . .  
  
 

10. Come generare relazioni di ordine o di equivalenza 
Se una relazione R non è una relazione di pre-ordine allora non 
è difficile farla diventare una relazione di pre-ordine aggiungen-
do un opportuno insieme di coppie. Per mostrare come questo 
può essere fatto vediamo prima come si può rendere riflessiva 
una relazione.  
 
Definizione 10.1. Dato un insieme S, la diagonale di S è la rela-
zione  

D(S) = {(x,y) : x coincide con y}. 
Tale relazione viene anche chiamata identità. 
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La relazione D(S) viene anche detta diagonale di S in quanto nel 
caso S = R, la sua rappresentazione in un sistema di assi cartesia-
no ortogonali coincide con la diagonale del primo e terzo qua-
drante. 
 Dalla definizione di relazione riflessiva segue immediata-
mente la seguente proposizione. 
 
Definizione 10.2. Dato un insieme non vuoto S indichiamo con  
Rifl : P(S×S) → P(S×S) l’operatore che associa ad ogni relazio-

ne binaria R , la relazione  

   Rifl(R) = R∪D(S). 
 
Vale la seguente proposizione di cui omettiamo la semplice di-
mostrazione. 
  
Proposizione 10.3. Rifl è un operatore di chiusura, inoltre le se-
guenti asserzioni sono equivalenti: 
i) R  è riflessiva  

ii ) Rifl(R) = R cioè R è un punto fisso di Rifl 

iii ) R ⊇D(S). 
Inoltre Rifl(R) è la più piccola relazione riflessiva contenente R.    
 
La relazione Rifl(R) viene chiamata relazione riflessiva generata 
da R. Vediamo ora come si può rendere transitiva una relazione. 
 
Definizione 10.4. Sia R una relazione in S, chiamiamo percorso 
da x ad y una successione x1,...,xn di elementi di S tale che x = x1, 
xn = y e xi-1Rxi. Definiamo l’operatore Trans : P(S×S) → P(S×S) 
che associa ad ogni relazione binaria R, la relazione  

Trans(R) = {(x, y) : esiste un percorso da x ad y}. 
 
Vale la seguente proposizione. 
 
Proposizione 10.5. Trans è un operatore di chiusura. Una rela-
zione binaria R è transitiva se e solo se R = Trans(R) cioè se e 
solo se è un punto fisso di Trans. Inoltre Trans(R) è la più pic-
cola relazione transitiva contenente R.  
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Dim. E’ evidente che R è transitiva se e solo se contiene 
Trans(R). Per provare che R’ = Trans(R) è transitiva suppo-
niamo che   xR’y e yR’z e quindi che esista un percorso a1,…,an 
da x ad y  ed un percorso b1,…,bm da y a z. Allora a1,….,an-

1,b1,…,bn è un percorso da x a z. Per provare che R’ è la più pic-
cola relazione transitiva contenente R indichiamo con R * una 
relazione transitiva contentente R. Allora R *⊇Trans(R *) ⊇ 
Trans(R).  
  
Proposizione 10.6. La relazione Trans(Rifl(R)) è sia riflessiva 
che transitiva e quindi è una relazione di pre-ordine. Precisamen-
te è il più piccolo preordine contentente R e viene chiamato pre-
ordine generato da R.

4   
 
Resta da vedere come sia possibile trasformare una relazione di 
pre-ordine in una relazione d’ordine, cioè ottenere la proprietà 
antisimmetrica. Ora se R contiene due coppie (a,b) e (b,a) con 
a≠b, allora non esiste nessuna speranza di estendere R in modo 
da ottenere tale proprietà. Per ottenerla allora dobbiamo quozien-
tare opportunamente la struttura (S, R). Infatti vale la seguente 
proposizione. 
  
Proposizione 10.7. Sia ≤ una relazione di un pre-ordine, allora la 
relazione ≡ che si ottiene ponendo x≡y se e solo se x≤y e y≤x è 
una relazione di equivalenza. Se si definisce in S/≡ la relazione ≤ 
ponendo 

[x]≤[y]  ⇔  x≤y 
tale relazione è d’ordine in S/≡ . 
 
Se invece di mirare a relazioni d’ordine vogliamo ottenere rela-
zioni di equivalenza, dobbiamo vedere come si possa modificare 
una relazione R in modo da ottenere la simmetria. 

                                                           
4Abbiamo già utilizzato questo modo di procedere quando abbiamo de-
finito la relazione d’ordine in una terna di Peano come la relazione ge-
nerata dalla relazione “successivo”. In questo caso un percorso da x ad y 
è costituito da una seccessione del tipo s0(x), s1(x), ..., sn(x) = y.  
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Proposizione 10.8. Sia Simm : P(S×S) → P(S×S) l’operatore 
che associa ad ogni relazione binaria R, la relazione  
  Simm(R) = R∪R

 -1.  
Allora Simm è un operatore di chiusura. Inoltre le seguenti asser-
zioni sono equivalenti: 
i) R  è simmetrica 

ii ) R è un punto fisso di Simm 
iii ) R ⊇ R

 -1 è un punto fisso di Si.  
Ne segue che Simm(R) è la più piccola relazione simmetrica 
contenente R . 
 
Simm(R) viene chiamata relazione simmetrica genera da R. 
 
Proposizione 10.9. Definiamo l’operatore Eq : P(S×S) → 
P(S×S)  ponendo 
  Eq(R) = Trans(Simm(Rifl(R))).  
Allora Eq è un operatore di chiusura i cui punti fissi coincidono 
con le relazioni di equivalenza. Ne segue che Eq(R) è la più pic-
cola relazione di equivalenza contenente R e viene chiamata re-
lazione di equivalenza generata da R. 
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