tt-riducibilitda e limiti ricorsivi

G. CrIscvoro (*) e G. GERLA (**) (Napoli)

SuMMARY - In this work we give an dlgebraic characterization of the class of
all sets ttreducible to a given set exiending the analogous well known
result relative to the bii-reducibilily. Furthermore we prove that the class
of all sets ti-reducible io K coincides with a particular class of limit
recursive sets, which is obtuined from the definition of k-trial seis given
by Putnam, by changing the consiani k with a recursive function of
the inpuf.

0. Un insieme A & dstto insieme limite se esiste una funzione
totale ricorsiva f(x, n) tale che:

2€4d —>limfx,n)=1
¢ A =—>1lim f{z, n) = 0.

Tale definizione coincide con quella di « predicato a tentativi
ed errori» data da Putnam [1] e con la definizione di «insieme
limite ricorsive» data da Gold [2]

Entrambi hanne dimostrato che la classe degli insiemi limite
coincide con Dalgebra di Boole degli insiemi Turing-riducibili a K
cioé con A, .

Putnam inoltre definisce in [1] i k-trial sets come quegli insiemi
limite per cui, detta f(x,n) la corrispondente fumzione ricorsiva,
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egiste un intero & tale che:

lin/ F@ ) =5 @0+ 1| <

Egli dimostra che la eclasse dei k-trial sets coincide con V'algebra
di Boole degli insiemi bit-riducibili a K oppure equivalentemente
con Valgebra di Boole generata dagli insiemi ricorsivamente nume-
rabili.

In questo lavoro noi caratterizziamo ['algebra di Boole degli
insiemi t-riducibili a K come la classe di quei limiti per cui esiste
una funzione totale ricorsiva e(a) tale che:

[$n 7 fla,n) = f(x,n 4+ 1)} < e ()

Dimostriamo tale risultato come conseguenza del Teorema 1 in cul
si caratterizza la classe degli insiemi #i-riducibili ad un qualsiasi
insieme B, generalizzando un analogo teorema relativo alla bit-ridu-
cibilitd (ad es. Th, IX paragrafo 14.6 di Rogers [3]).

1. Diamo ora alcune definizioni che ¢i permetteranno di carat-
terizzare algebricamente la classe degli insiemi #f-ridueibili ad un
insieme B.

DEFINIZIONE 1. Dato un insieme A, una successione (d.),ew
di insiemi ed una funzione totale ricorsiva e(ax), diremo che A4 &
la e-unione della successione (4,),.x © scriveremo

ela)
A= U 4,
e N
se:
Cf;) A= U An
nenN
s=ce(x)
b) xEA <—>un¢ UO A,
n=
oppure equivalentemente se:
a’) A2 U 4,
nel
n=e'x)
by rxeAd—>xc U A,.
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DEFINIZIONE 2. Dato un insieme A, una successione {(d,),¢x
di insiemi ed una funzione totale ricorsiva e (a), diremo che A & Ia
¢-intersezione della succesgione (A4,), .y © scriveremo

e(=)
A= N_A4,
neg N
86
1= N
LL) & WwewN A“
n==e{x)
b) 2€A<=—>n¢€ I"l0 A,
n=

oppure equivalentemente se:
a’) Ac N 4,
— wune N

n=e(x)
b’) x € ﬂo Ap—>ax €A

B possibile ora dimostrare il seguente teorema :

TeoreEMA 1: Sia B un insieme diverso da (% e da N, allora
A <<, B se e soltanto se esistono delle funzioni totali ricorsive gix),
e@), h(i,j) e k(i,j) tali che N 4, JEN, @uu 4 € @Piu j Sono funzioni
totali ricorsive ed inoltre :

i="U 0 B,
(l) = iiEJN je N Bl'? i
con

By=ou.p(B) e By=gg

k(€. §)

o B

insieme m-ridueibili a B.

DiM. Sia 4 ti-ridueibile a B tramite la funzione totale ricorsiva
J@) =AC2 ..., Bom1, ¥«» dove abbiamo indicato con e(x) 4 1 Ia
norma di f(z), e dove supponiamo, senza perdita di generalita, che
per ogni x il polinomio y, sia in forma normale disgiuntiva.

Detto allora b un elemento di B ed « un elemento non appar-
tenente a B, definiamo le seguenti funzioni totali ricorsive:
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[ a 8¢ in y, vi sono meno di ¢ - 1 monomi ;

%41 se in y, vi sono almeno i -} 1 monomi, j << & ()

Phi, ) (%) = ¢ e nello (i -+ 1)-esimo monomio la (j - 1)-esima
variabile compare non negata ;
b negli altri easi.

i b se in y,; vi sono meno di ¢4+ 1 monomi;

‘xﬁ_l se in y, vi sono almeno i+ 1 monomi, j<<e(x)
P, ) () = ¢ e nello (i 4 1)-esimo monomio la (j -4 1)-esima

' variabile compare negata

\a negli altri casi.

Detto allora ¢ (2) 41 il numero di monomi presenti in Vo, @
* definiti gli insiemi By e Bj; come nell’enunciato del teorema, ei
proponiamo di dimostrare che vale la (1)
A tale scopo osserviamo che se per un fissato i x € Jﬁ?) By —
— Bij deve essere ;) (@)EB e guu )t B Mji<e (%), pertanto in
7« Vi Sono almeno ¢ 4+ 1 monomi. Ma in tale caso per j > ¢ (%) risulta
Pns, 5 () =01 & @i 5 (®) =a e quindi x € By — Bj; per ogni j mag-
giore di e(w). In definitiva posto C‘:jpw B; — Bj; abbiame dimo-
strato che:
e(x)
Ci= N

’
N By — B,

Sia ora x€ U ¢, allora esiste i tale che:

i€ N
J=e(x) ,
X € ﬂ B;j —_ ij B
J=0

Bsistono quindi in p, almeno 44 1 monomi ed inoltre ‘# j < e (x)
nel caso in cui nello (¢ -+ 1)esimo monomio la (j 4 1) esima varia-
bile compare non negata allora @ j (¥) = @;;, € B, nel caso in cui
compare negata ¢, j) (#) = @j1, £ B. Detto allora yiH 1o (i 4 1)-esimo
monomio di y, risulterd

it (Cp (), ..., O (Bymy41)) = 1.

e quindi, essendo soddisfatta la tt-condizione f(») da B, x € 4. Ab-
biamo pertanto dimostrato che U\r C; ¢ A

1E S

-1
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Sia viceversa x€ A, allora poiché B soddisfa la ¢f-condizione
f(x), deve esistere un indice ¢ 41 tale che i 1<g(@ 4+ 1 ed

inoltre y&t! (Cp () ooy Cp (ygq) =1 ma & subito visto che cio
i=g(x)

implica che x€C;, e che quindi z¢€ _U0 ;. Utilizzando allora le
1=

condizioni a’) e b’) della definizione 1 risulta che:

g(x)
A= U Ciw

ie N

e quindi la prima parte del teorema & dimostrata.
Sia per ipotesi 4 come nella (1), allora €4 se e golo se:

i=gx) j=e(x)

=0 J=0
ma poiché
#€ By se e solo se  gug,j) () € B

¢ By se e solo se @ (@) ¢ 8

& facile trovare una tt-condizione f(x) soddisfatta da B se e solo
ge vale la (2). B possibile pertanto concludere che A & ti-riducibile
a B,

9. Sara utile per il segunito la seguente definizione:

DEFINIZIONE 3. Diremo che linsieme A & un e-limite se esi-
stono due funzioni totali ricorsive f(xz, n) ed e(z) tali che:

@) Moa 2€A<c=>limf(zn)=1

i

b) N @ ]M/f(w,n):}:f(m,n-{vl)ﬂge(as).

Allo scopo di caratterizzare gli e-limiti come insiemi #-riduci-
bili a K, premettiamo i seguenti sempliei lemmi,

T.EMMA 1. Fsiste una funzione parziale ricorsiva t(y,2) tale che
se Dinsieme 4 & la ¢, -intersezione della successione (W _ ). s
. 1

allora A = Wyy, 4.

Diy. Llintersezione di un numero finito di insiemi r. e. & an-
cora un insieme r. e. il cui indice & funzione ricorsiva degli indiei
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di tali insiemi. Pertanto data una successione (Ww ed una

z(n))nEN
funzione ¢, totale ricorsiva, esiste una funzione parziale ricorsiva
h(z,y,2) tale che:

=gy ()

Yoy 2eN 0 Woum= Wigy,q-

Se ora A & la p,-intersezione della successione (anz(‘“))ﬂe v allora

H=py (2)
€A <=>we N W, <=> &€ Wy, y 5 <=> 2, h(r,y,2))e KO

=0

Pertanto 4 & l-ridueibile a K ed & quindi possibile passare in modo
uniforme effettivo dagli indici ¥ e 2 ad un suo indice r. e. (y,2).

Lumaa 2. Bsiste una funzione parziale ricorsiva ¢ (y, ) tale
che se Uinsieme A4 & la ¢,-unione della successione

(W)

‘ ay — Vi
01) allora 4 = W iy, ) -

ae N
Dimv. Ovvia.

Posgiamo ora dimostrare il seguente teorema:
TeEOREMA 2. Le seguenti proposizioni sono equivalenti:

@) Dlinsieme A & ¢t-riducibile a K;

g(@)
b 4= “ejv Wiy — Wiy con h(x), k(x), e g(¥) opportune
HES
funzioni totali ricorsive;

¢) esiste una funzione totale ricorsiva e(x) tale che 4 & un
e-limite,

DimM. &) <==>10). Riferendoei alla (1) del teorema 1 ed esami-
nando il modo come sono stati definiti gli insiemi By e Bjj, non &
difficile dimostrare che:

e(x) n elx) __
N Bi= N B; e Bi= 11 BL.
jex 9T jew Y jew TU T jen Y

Peortanto la (1) pud assumere la forma:

glm)  elx) e(x) — (%) e(x) e(x) ,
== isq\' [jrs]N Eain (j?N Bij)] = zsUm [jDN By — stN Byl
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Poiché mnel nostro cagse B == K, gli insiemi By e Bj sono insiemj
ricorsivamente numerabili i cui indici r. e. si possono ottenere in
maniera effettiva uniforme a partire dagli indiei ¢ e j. Hsisteranno
cioé due funzioni totali ricorsive +/ (i, j) ed s (4, ) tali che:

Bij= Wy j & By= Wyuj -

Poste allora per il teorema s—m—n 1/ (3, J) = @y (J) e 8’ (i,j) =
= @ (J) eon r (i) ed s (i) opportune funzioni totali ricorsive, detto
m un indice r. e, di ¢(x) e ricordando i Temmi 1 e 2, avremo che:

e(x)

e(x)
’_EnN st = IV:U'(D, m) © ;‘Hv B."j = ,/V:'(s(i), m) .

Poneudo allora ¢ (v (i), m) =% () e ¢’ (s (i), m) =k (i) la (1) assume la
forma :
g

A= U Wyy — Wiy .

ig N

b) =—> ¢). Indichiamo, seguendo le notazioni di Schonfield [4],
con Wz'”] Pinsieme degli elementi di W, in cui Palgoritmo di indice
z converge in meno di n passi. Supposta allora vera la b), sia
S (x,n) la funzione tofale ricorsiva cosl definita :

S, 0)=0

me=g(z)
1 xE s —_ 7 [#]
fi@,n) = o we U Wi — Wi

0 altrimenti.

Se x €A allora esiste m << ¢(») tale che 2 € Wign) — Wiy, detto

allora #° il minimo intero =n tale che x€ I'V;l[(’,‘,]l)ﬁ Wk[fﬂq risultera

Sfle,n)=1 per ogni n=n" e quindi lim f'(, u) = 1. Supponiame
invece che lim f(x, n) = 1, allora per ogni n maggiore di un op-
portuno n’

m=g(z) o [0
x€ U W;!Eii;- "Vk[fﬁll)
n=(
e pertanto
m=g(x)
@€ mtzj(} ”rh‘("‘) - I'Vk(-m)
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oppure equivalentemente x € A. T evidente inoltre che

Yo in @ n) S (w04 1) < 2g (@)

e che quindi 4 & un elimite.

¢)==>10). Sia per ipotesi 4 un e-limite, esistano ciod due fun-
zioni totali ricorsive e{x) e f(x,n) soddisfacenti le proprieta della
definizions 3. Definiamo, seguendo Putnam [1], per ogni i le se-
guenti funzioni parziali ricorsive :

‘1 se f(x,0)=1
Pro) (@) ==
E div.  altrimenti

1 se esistono almeno i interi Yy ey ¥ tali che
T@ylEfen+1) 1<j<ie fla,yi+1)=1
Phi) (#) = dove y; si & supposto maggiore di tutti;
div. altrimenti,
1 se esistono almeno i 1 interi Yy sooey Yoqr tali
che fixg)Ff(ty+1)1<j<<it1 od
Prciy (#) = inoltre, detto y;p, il maggiore di essi,
S @y +1)=0
div, altrimenti,

Indicati come al solito con Whaay € Wiy rispettivamente i do-
minii di gy e Pk, vogliamo dimostrare che A4 eoincide con la
e-unione della successione ( Whimy — Wim mew. Infatti se z¢

€ U\ Wagny — Wiy allora esiste n tale che € Wiy o xd Wiy, e
weN

©i0 signifiea che f(x, n) presenta n variazioni Vultima delle quali le

fa assumere il valore 1 dopo di che non pud assumere il valore

zero. Iissendo allora lim f(z,n) =1 z deve appartenere ad 4, ed
il

abbiamo pertanto dimostrato che Uv Whaiwy — Wiy © A. Sia ora
7 E

per ipotesi x€ 4, allora essendo lim S (@ n)=1 detto ¢ il numero
n

di variazioni della successione J (@, n), risulteri che xz ¢ Wiy — Wi
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eon i<Ce(x). In definitiva, essendo verificate le condizioni «”) e b%)
della definizione 3, ’asserto & dimostrato {!).

Dalla dimostrazione del teorema 2 risulta in modo ovvie che
ge Vingieme A @& bit-riducibile a K allora le due funzioni tofali ri-
corsive ¢ (x) ed e(x) si riducono a due costanti e viceversa. Per-
tanto & possibile riottenere come immediato corollario di tale teorsma
una caratterizzazione degli insiemi bt{-riducibili a K dovuta a Put-
nam [1],

CoroLLARTO. Lie seguenti proposizioni sono equivalenti:
@) Vingieme A & bif riducibile a K.

b) A appartiens a Z7 Valgebra di Boole generata dagli ele-
menti di X,

¢) A & un k trial limite.

Ai vari tipi di riducibilith a I considerati corrisgpondono dunque
differenti tipi di limite e differenti caratterizzazioni algebriche e
precigamente :

A<<pK<==>A & un limite <=> 4 & in 4,

A<y K <—>A &un elimite <—> esistono h, k e ¢ totali ricorsive:

)]
)

gla
A= U

ne N

Wiy — Wein

A<y K<—>A & un ktrial set <—> A appartiene a 27 .

Come Putnam osserva in [1] le caratterizzazioni in termini di
limite possono riuscire particolarmente utili per individuare con
maggiore esattezza il grado di decidibilitd di un insieme. Ad esem-
pio Loveland in [5] dopo aver dato una definizione di sequenza
binaria casuale pit restrittiva di quella ben nota di Curch, defini-
sce come casuale un insieme la cui sequenza caratteristica & tale e
costruisce un insieme avente tale proprietd con una procedura al
limite, coneludendone pertanto che gia in 4, esistono insgiemi ca-
suali nel senso da lui definito. D’altra parte egli dimostra che ogni

(1) L’equivalenza fra le proposizioni @) ¢ ¢) del Teorema & stata indi-
pendentemente dimostrata da H. . Carstens in « A%-mengen » Tec. Rep. n. 17
Institut fiir Mathematik Technische Universitat Hannover 1975,
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insieme di 27 non pud essers casuale, mentre dalla costruzione da
Ini effettuata si vede eche Pinsieme in questione & un e-limite e
quindi & #t-riducibile a I,

Analogamente da una delle equivalenti definizioni date da Ma-
gari [6] di insieme dialettico, si ricava che tali insiemi sono e limiti
e quindi ¢¢riducibili a K.
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